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概要

統計多様体とは擬 Riemann多様体と振れのないアファイン接続の組で，計
量とアファイン接続がある種の適合性 $((0,3)$ -Codazzi構造) を満たすものであ

る．統計多様体という用語は情報幾何学において導入されたが，この構造自体
はアファイン微分幾何学において従前より研究が行われてきた．そこで本論文

では統計多様体の幾何学について，アファイン微分幾何学の立場から解説する．

特に統計多様体の一般化した共形構造について考察したのち，情報幾何学で重

要な役割を果たす Legendre変換や正準ダイバージェンスについて，アファイ
ン微分幾何学の視点から解釈を与え，その一般化について解説する．また，余
次元 2の中心アファインはめ込みの理論が，情報幾何学には有用であることも
解説する．

1 はじめに

統計的推論の幾何学的方法論の一つとして情報幾何学が知られている．情報幾何学

では統計モデルを Riemann 多様体とみなし，そこに双対的なアファイン接続を導
入する．この双対アファイン接続を用いることで最尤推定法をはじめとする統計学

における推定手法を，幾何学的に捉えることが可能となる．情報幾何学は統計学や

機械学習理論など，多くの分野に応用され研究が進められている [1]. 統計多様体と

はこのような統計モデルの持つ双対的なアファイン接続の構造を微分幾何学的な視

点から定式化したものであり，Lauritzen によって導入された [10].
一方，双対的なアファイン接続の幾何学は，アファイン曲面論など微分幾何学の

でも古くから研究がなされてきた [16], [18]. Kuroseはアファイン超曲面論の立場か

ら統計多様体の幾何学を考察し，統計多様体の定義を再定式化した [8]. 多様体に内

在する幾何学としては同値であるが，アファイン空間への実現性などでは違いがあ
る．現在では微分幾何学の分野では，主に Kuroseの定義が用いられている．
統計多様体の幾何学をアファイン微分幾何学の立場から考察すると，統計多様体

の一般化した共形構造が重要な役割を果たすことがわかる [8], [11]. 統計多様体の

共形構造の一般化に関する議論は，もともとは統計学で導入されたものである [19].
その後 Kurose らの研究 [8], [9], [11], [12] により，幾何学的性質の解明や拡張など
が行われてきた．
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そこで本論文は，統計多様体の幾何学をアファイン微分幾何学の立場から解説す

る．特に前半では，統計多様体のさまざまな一般化した共形構造について考察する．

なお，統計多様体の一般化した共形構造は，異常統計の分野などでも研究が行われ

ている [2], [20]. また近年，逐次推定の漸近理論の分野でも，その幾何学が再発見
された [7].
また，情報幾何学で重要な役割を果たす Legendre 変換や正準ダイバージェンス

について考察すると，余次元 2の中心アファインはめ込み [17], [11] が，自然な解
釈や一般化を与える．本論文の後半では余次元 2の中心アファインはめ込みと統計

多様体の幾何学の関連をまとめる．

2 統計多様体

2.1 双対接続と統計多様体

本論文では多様体は滑らかであるとし，幾何学的諸量は局所的な状況で議論する．

まず始めに双対接続の定義を与える．
$M$ を $n$ 次元多様体， $h$ を $M$ 上の非退化な $(0,2)$ -テンソル場， $\nabla$ を $M$ 上のア

ファイン接続とする．このとき， $\nabla$ のんに関する双対接続 $\nabla^{*}$ を次の式で定義する．

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}^{*}Y, Z)+h(Y, \nabla_{X}Z)$ ,

ただし $X,$ $Y$ および $z$ は $M$ 上のベクトル場である．この定義は情報幾何学におい

て一般的なものであるが，双対接続は問題設定に応じて適切に定義する必要がある

ことを注意しておく [3], [13], [16].
アファイン接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ の曲率テンソルを，それぞれ $R,R^{*}$ とすると，

$h(R(X, Y)Z, V)=-h(Z, R^{*}(X, Y)V)$ (1)

が成り立つ．また，一般に $(\nabla^{*})^{*}\neq\nabla$ である． $(0,2)$-テンソル場 $h$ が対称な場合，

$h(X, Y)=h(Y, X)$ , または歪対称な場合， $h(X, Y)=-h(Y, X)$ には， $(\nabla^{*})^{*}=\nabla$

が成り立つ．

命題 2.1次の条件のうち 2つを仮定すると，残りが成り立つ．
(1) $\nabla$ は振れを持たない．

(2) $\nabla^{*}$ は振れを持たない．

(3) $(\nabla_{X}h)(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)$ .

ここまでの議論は，計量に相当する $(0,2)$ -テンソル場 $h$ が対称でない場合でも一

般的に成り立つ．

以下 $h$ の対称性，すなわち， $h$ が $M$ 上の擬 Riemann 計量であることを仮定す
る．特に計量の正値性も仮定する場合には $g$ と表記する．
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命題 2.2以下の条件のうち 2つを仮定すると，残り 2つの条件が成り立つ．
(1) $\nabla$ は挨れを持たない．

(2) $\nabla^{*}$ は振れを持たない．

(3) $C=\nabla h$ は対称である．

(4) $\nabla^{(0)}=(\nabla+\nabla^{*})/2$ は $h$ に関する Levi-Civita 接続である．

したがって，互いに双対的な振れのないアファイン接続の組からは，対称な $(0,3)-$

テンソル場 $C$ が自然に定義される．逆に次の命題も成り立つ．

命題 2.3 $(M, h)$ を擬 Riemann 多様体とし， $\nabla^{(0)}$ をんに関する Levi-Civita 接続と
する．また $C$ を対称な $(0,3)$ -テンソル場とし，

$h( \nabla_{X}Y, Z) = h(\nabla_{X}^{(0)}Y, Z)-\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$ , (2)

$h( \nabla_{X}^{*}Y, Z) = h(\nabla_{X}^{(0)}Y, Z)+\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$ (3)

によって $\nabla$ と $\nabla^{*}$ を定義する．このとき $\nabla$ と $\nabla^{*}$ は $h$ に関して互いに双対なア

ファイン接続となる．さらに $\nabla h$ と $\nabla^{*}h$ は対称なテンソル場となる．

これ以降，本論文では計量 $h$ は対称であり，アファイン接続 $\nabla$ は振れを持たな

いと仮定する．上記の命題 2.2および命題 2.3に注意して，統計多様体の定義を述
べる．

定義 1 (統計多様体 [8]) $(M, h)$ を擬 Riemann 多様体， $\nabla$ を $M$ 上の挨れのないア

ファイン接続とする． $\nabla h$ が対称となるとき $(M, \nabla, h)$ を統計多様体という．

$(M, \nabla, h)$ を統計多様体とし， $\nabla^{*}$ をんに関する $\nabla$ の双対接続とする．このとき
$\nabla^{*}h$ も対称となり， $(M, \nabla^{*}, h)$ は統計多様体になる．組 $(M, \nabla^{*}, h)$ を $(M, \nabla, h)$ の

双対統計多様体という．

もともとの統計多様体の定義は Lauritzen [10] によって与えれた，Riemann多様

体 $(M, g)$ と $(0,3)$ -対称テンソル場 $C$ の組 $(M, g, C)$ のことである．幾何学以外の

分野ではこちらの定義を用いられることも多い．上記の命題により二つの定義は基

本的には同じであるが，後述のアファインはめ込みの幾何学を考える場合には区別

が必要である．

2.2 双対平坦空間と正準ダイバージェンス

次に，情報幾何学で重要な双対平坦空間の幾何学をまとめる． $(M, h)$ を擬 Riemann

多様体， $\nabla$ を $M$ 上の振れのないアファイン接続とし， $\nabla^{*}$ を $\nabla$ の $h$ に関する双

対接続とする．このとき式 (1) から， $\nabla$ が平坦であれば $\nabla^{*}$ も平坦となる．そこで

$(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ を双対平坦空間とよぶ．

アファイン接続 $\nabla$ の接続係数を $\{\Gamma_{i}^{k_{j}}\}(i,j, k=1, \ldots, n)$ とする．アファイン接続
$\nabla$ が平坦であれば，適当な局所座標系 $\{\theta^{i}\}$ が存在して $\Gamma_{ij}^{k}\equiv 0$ となる．このよう
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な座標系 $\{\theta^{i}\}$ を $\nabla$ のアファイン座標系とよぶ．さらに，双対接続 $\nabla^{*}$ のアファイ

ン座標系 $\{\eta_{i}\}$ で

$h( \frac{\partial}{\partial\theta^{i}}, \frac{\partial}{\partial\eta_{j}})=\delta_{i}^{j}$

となるものが存在する．この局所座標系 $\{\eta_{i}\}$ を $h$ に関するアファイン座標系 $\{\theta^{i}\}$

の双対座標系とよぶ．

命題 2.4 $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ を双対平坦空間とし， $M$ は単連結で大域的座標系を持つと

仮定する．また $\{\theta^{i}\}$ を $\nabla$ のアファイン座標系， $\{\eta_{i}\}$ を $h$ に関する $\{\theta^{i}\}$ の双対座

標系とする．このとき $M$ 上の関数 $\psi$ と $\phi$ が存在して

$\frac{\partial\psi}{\partial\theta^{i}}=\eta_{i}, \frac{\partial\phi}{\partial\eta_{i}}=\theta^{i}, \psi(p)+\phi(p)-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}(p)\eta_{i}(p)=0$ , (4)

$h_{ij}= \frac{\partial^{2}\psi}{\partial\theta^{i}\theta^{j}}, h^{\dot{\iota}j}=\frac{\partial^{2}\phi}{\partial\eta_{i}\eta_{j}}$ , (5)

が成り立つ．ただし $p$ は $M$ の任意の点で， $(h_{ij})$ は擬 Riemann 計量 $h$ の $\{\theta^{i}\}$ に

関する成分行列， $(h^{ij})$ は $\{\eta_{i}\}$ に関する成分行列である．さらに

$C_{ijk}= \frac{\partial^{3}\psi}{\partial\theta^{i}\theta^{j}\theta^{k}}$

は統計多様体 $(M, \nabla, h)$ の 3次形式である．

擬 Riemann 計量 $h$ は関数 $\psi$ および $\phi$ の Hessian として与えられるので， $\psi$ を $h$

の $\theta-$ポテンシャル， $\phi$ を $\eta$-ポテンシャルとよぶ．また 3つ組 $(M, \nabla, h)$ を Hesse

多様体とよぶこともある [21].
次に命題 2.4と同じ仮定の下で， $M\cross M$ 上の関数 $D$ を次の式で定義する．

$D(p, r):= \psi(p)+\phi(r)-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}(p)\eta_{i}(r)$ ,

ただし $p$ と $r$ は $M$ の任意の点である．関数 $D$ の定義はアファイン座標系の選び

方に依らないことに注意する．この関数 $D$ は多様体 $M$ 上の 2点 $p_{-}$ と $r$ の相違度

を測る関数であり，双対平坦空間 $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ (または Hesse多様体，平坦な統

計多様体 $(M, \nabla, h)$ ) の正準ダイバージェンスとよぶ．計量 $h$ が正定値であれば， $D$

は非負な関数であり， $D(p, r)=0$ となるのは p $=$ r#こ限られる．また，双対平坦空

間 $(M, h, \nabla^{*}, \nabla)$ の正準ダイバージェンスを $D^{*}(p, r)$ とすると

$D(p, r)=D^{*}(r, p)$

が成り立つ．
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ここで正準ダイバージェンス $D(p, r)$ から，もとの双対平坦構造 $(h, \nabla, \nabla^{*})$ が誘

導されることを確認しておく． $D$ を $M\cross M$ 上の関数としたとき， $M$ 上の関数を

次で定義する．

$D[X_{1}, . . . , X_{i}|Y_{1}, \cdots, Y_{j}](p):=(X_{1})_{p}\ldots(X_{i})_{p}(Y_{1})_{r}\cdots(Y_{j})_{r}D(p, r)|_{p=r},$

ただし $X_{1}$ , . . . , $X_{i}$ と $Y_{1},$
$\cdots,$

$Y_{j}$ は $M$ 上の任意のベクトル場である． $M\cross M$ 上の

関数 $D$ がコントラスト関数であるとは

1. $D[|](p)=D(p,p)=0,$

2. $D[X|](p)=D[|X](p)=0,$

3. $h(X, Y)$ $:=-D[X|Y]$ は $M$ 上の擬 Riemann 計量 (6)

が成り立つことをいう [5], [12].
コントラスト関数 $D$ に対し，アファイン接続 $\nabla$ と $\nabla^{*}$ を次で定義する．

$h(\nabla_{X}Y, Z) = -D[XY|Z],$

$h(Y, \nabla_{X}^{*}Z) = -D[Y|XZ].$

実際に $\nabla$ と $\nabla^{*}$ がアファイン接続であることは， $f$ を $M$ 上の関数としたとき

$h(\nabla_{X}(fY), Z) = -D[X(fY)|Z]=-df(X)D[Y|Z]-fD[XY|Z]$

$= h(df(X)Y+f\nabla_{X}Y, Z)$

が成り立つことなどから証明できる．式 (6) の両辺を微分するで．2つのアファイ

ン接続 $\nabla$ と $\nabla^{*}$ が $h$ に関して互いに双対的であることがわかる．さらに微分の可
換性などから $\nabla$ と $\nabla^{*}$ は振れがないことがわかり， $\nabla h$ と $\nabla^{*}$んは対称な $(0,3)$ -テ

ンソル場となる．したがって， $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla^{*}, h)$ は統計多様体となる．この
$(M, \nabla, h)$ をコントラスト関数 $D$ から誘導された統計多様体とよぶことにする．

もし $(M, \nabla, h)$ が Hesse 多様体であれば， $(M, \nabla, h)$ は $D$ から誘導された Hesse
多様体とよぶ．

命題 2.5 $D$ を双対平坦空間 $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ の正準ダイバージェンスとする．このと

き， $D$ は与えられた双対平坦空間 $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ を誘導する $M$ 上のコントラスト

関数である．

(証明) 正準ダイバージェンスの定義と方程式 (4) から $D[|]=0$ と $D[X|]=$

$D[|X]=0$ が成り立つ． $\{\theta^{i}\}$ を $\nabla-$アファイン座標系， $\{\eta_{j}\}$ を $h$ に関する $\{\theta^{j}\}$ の

双対座標系とし， $\partial_{i}=\partial/\partial\theta^{i}$ とおく．このとき命題 2.4から

$D[\partial_{i}|\partial_{j}](p) = (\partial_{i})_{p}(\partial_{j})_{r}D(p, q)|_{p=r}=(\partial_{j})_{r}\{\eta_{i}(p)-\eta_{i}(r)\}|_{p=r}$

$= -(\partial_{j})_{r}\eta_{i}(r)|_{p=r}=-h_{ij}(p)$

が成り立つ．したがって， $D$ は $M$ 上のコントラスト関数である．
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このコントラスト関数から誘導されるアファイン接続は

$\Gamma_{ij,k} = -D[\partial_{i}\partial_{j}|\partial_{k}]=(\partial_{i})_{p}(\partial_{k})_{r}\{\eta_{j}(p)-\eta_{j}(r)\}|_{p=r}$

$= -(\partial_{i})_{p}(\partial_{k})_{r}\eta_{j}(r)|_{p=r}=0,$

$\Gamma_{ik,j}^{*} = -D[\partial_{j}|\partial_{i}\partial_{k}]=(\partial_{i})_{r}(\partial_{k})_{r}\{\eta_{j}(p)-\eta_{j}(r)\}|_{p=r}$

$= -(\partial_{i})_{r}(\partial_{k})_{r}\eta_{j}(r)|_{p=r}=-(\partial_{i})_{r}(\partial_{k})_{r}(\partial_{j})_{r}\psi(r)|_{p=r}$

$= C_{ikj}$

によって与えられる．ただし Cikjは平坦統計多様体 $(M, \nabla, h)$ の 3次形式であり，
$\Gamma_{ij,k}$ と $\Gamma_{ik,j}^{*}$ はアファイン接続 $\nabla$ と $\nabla^{*}$ の第 1種の共変微分係数である．命題 2.3

から $\nabla$ と $\nabla^{*}$ は与えられた双対平坦空間 $(M, h, \nabla, \nabla^{*})$ のアファイン接続と一致し，

命題の主張は成り立つ．口

2.3 統計多様体上の一般化した共形構造

この章の最後に，統計多様体上の一般化した共形構造についてまとめる．

2つの統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ が $((\varphi, \lambda)$ に関して) 共形射影同値で

あるとは， $M$ 上の関数 $\varphi$ と $\lambda$ が存在して，次が成り立つことをいう．

$\overline{h}(X, Y) =e^{\varphi+\lambda}h(X, Y)$ , (7)

$\nabla_{X}Y-= \nabla_{X}Y-h(X, Y)grad_{h}\varphi+\{d\lambda(Y)X+d\lambda(X)Y\}$ . (8)

ここで $grad_{h}\varphi$ 1は $h$ に関する $\varphi$ の勾配ベクトル場

$h(grad_{h}\varphi, X):=X\varphi$

である．

共形因子関数が $\varphi=\lambda$ であれば，関係式 (7) は通常の計量の共形同値関係を表

す．計量 $\overline{h}$ と $h$ の Levi-Civita 接続をそれぞれ $\nabla^{(0)}$ と $\nabla^{(0)}-$ とすると，これらは式

(8) を満たす． $\varphi$ が定数関数であれば，2つのアファイン接続 $\nabla$ と $\nabla-$ は射影同値で

ある．一方， $\lambda$ が定数関数であれば，2つの接続は双対射影同値である [6].

定数 $\alpha\in R$ と $M$ 上の関数 $\psi$ を取り，

$\varphi=\frac{1+\alpha}{2}\psi, \lambda=\frac{1-\alpha}{2}\psi$

とする．この場合，2つの統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ は $\alpha$-共形同値とよぶ．

すなわち， $M$ 上の関数 $\psi$ が存在して

$\overline{h}(X, Y)$ $=$ $e^{\psi}h(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}Y- = \nabla_{X}Y-\frac{1+\alpha}{2}h(X, Y)grad_{h}\psi+\frac{1-\alpha}{2}\{d\psi(Y)X+d\psi(X)Y\}$

が成り立つ．2つの統計多様体が $(-1)$ -共形同値であるとき，それらのアファイン接

続は射影同値である．一方，2つの統計多様体が 1-共形同値であるとき，それらの

アファイン接続は双対射影同値である．

特に双対統計多様体については，以下が成り立つ．
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命題 2.62つの統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})-$ が $\alpha$ -共形同値ならば，それらの

双対統計多様体 $(M, \nabla^{*}, h)$ と $(M, \nabla^{*},\overline{h})-$ は $(-\alpha)$ -共形同値である．
また $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ が $(\varphi, \lambda)$ に関して共形射影同値ならば，それらの双

対統計多様体 $(M, \nabla^{*}, h)$ と $(M, \nabla^{*},\overline{h})-$ は $(\lambda, \varphi)$ に関して共形射影同値である．

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が共形射影平坦 (または $\alpha$-共形平坦) であるとは，局所的

に平坦統計多様体と共形射影同値 (または $\alpha$-共形同値) であることをよぶ [11], [8].
$D$ と $\overline{D}$ を $M$ 上のコントラスト関数とする． $M$ 上の関数 $\varphi$ と $\lambda$ が存在して

$\overline{D}(p, r)=e^{\varphi(r)+\lambda(p)}D(p, r)$

が成り立つとき， $D$ とを共形射影同値という．この場合，コントラスト関数 $D$

とからそれぞれ誘導される統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ は，共形射影同値

である [14]. 特に $M$ 上の関数 $\psi$ が存在して $\varphi=(1-\alpha)\psi/2,$ $\lambda=(1+\alpha)\psi/2$ とな

る場合，2つのコントラスト関数 $D$ と $\overline{D}$ を $\alpha$-共形同値という．

命題 2.7 $D$ とを $M$ 上のコントラスト関数とし， $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})$ を，そ

れぞれ $D$ とから誘導されたコントラスト関数とする．また $\varphi$ と $\lambda$ を $M$ 上の

関数とし $\alpha\in R$ を定数すると，次が成り立つ．

1. $D(p, r)=e^{\lambda(p)}D(p, r)$ ならば $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})-$ は $(-1)$ -共形同値である．

2. $\overline{D}(p, r)=e^{\varphi(r)}D(p, r)$ ならば $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})-$ は 1-共形同値である．

3. $D(p, r)=e^{\frac{1+\alpha}{2}\varphi(r)+\frac{1-\alpha}{2}\varphi(p)}D(p, r)$ ならば $(M, \nabla, h)$ と $(M, \nabla,\overline{h})-$ は $\alpha$-共形同値

である．

4. $D(p, q)=e^{\varphi(r)+\lambda(p)}D(p, r)$ ならば (M, $\nabla$ , h) と $(M, \nabla,\overline{h})-$ は共形射影同値である．

コントラスト関数と統計多様体の一般化した共形構造の関連については，[12], [14]
なども参照されたい．

多様体の共形変形やアファイン接続の射影変形に関して，Weylの共形曲率テンソ
ルや，射影曲率テンソルなどが知られている．統計多様体の共形射影変形を特徴付
けるものが，共形射影曲率テンソルである．

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ に対して， $R$ を $\nabla$ の曲率テンソル， $Ric$ を $\nabla$ の Ricci テ

ンソル， $Ric^{\#}$ を Ricci 作用素

$h(Ric^{\#}(X), Y)=Ric(X, Y)$

とし， $\sigma$ をスカラー曲率 $\sigma=tr_{h}Ric$ とする．また $Ric^{*}$ および $Ric^{*\#}$ を，それぞれ

双対接続 $\nabla^{*}$ に関する Ricci テンソルと Ricci 作用素とする．このとき $(M, \nabla, h)$ の

共形射影曲率テンソル $W_{CP}$ を次で定義する．

$W_{CP}(X, Y)Z=$ $R(X, Y)Z$

$-\{h(Y, Z)A(X)-h(X, Z)A(Y)+B(Y, Z)X-B(X, Z)Y\}$

-

$\frac{\sigma}{n(n-1)}\{h(Y, Z)-h(X, Z)Y\}.$
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ただし $A$ は $(1,1)$-テンソル場， $B$ は $(0,2)$-テンソル場であり，次で定義される．

$A(X) = \frac{1}{n(n-2)}\{Ric^{\#}(X)+(n-1)Ric^{*\#}(X)-\sigma X\},$

$B(X, Y) = \underline{1}\{(n-1)Ric(X, Y)+Ric^{*}(X, Y)-\sigma h(X, Y$

$n(n-2)$

統計多様体の共形射影同値性に関して，次が成り立つ [9].

命題 2.8 $M$ を多様体とし $\dim M\geq 2$ とする．2つの統計多様体 $(M, \nabla, h)$ と

$(M, \nabla,\overline{h})$ が共形射影同値であれば，それらの共形射影曲率テンソルは一致する．

命題 2.9 $M$ を多様体とし $\dim M\geq 4$ とする．統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が共形射影平

坦であるための必要十分条件は， $M$ 上で共形射影曲率テンソルが恒等的に消えるこ

とである．

3 アファインはめ込み

次にアファイン超曲面の幾何学と統計多様体の幾何学の関連を簡単にまとめる．ア

ファインはめ込みに関する一般的な内容は [18], 本論文に関連する結果については

[6], [8], [15] などを参照されたい．
$M$ を $n$ 次元多様体， $f$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのはめ込みとする．また， $\xi$ を $f$ に

沿った横断的ベクトル場とする．すなわち， $M$ の各点 $P$ において，

$T_{f(p)}R^{n+1}=f_{*}(T_{p}M)\oplus R\{\xi_{p}\}$

という分解が成り立つ．この場合，はめ込みと横断的ベクトル場の組 $\{f, \xi\}$ を $M$

から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みという．
$\tilde{\nabla}$ を $R^{n+1}$ の標準アファイン接続とし， $f$ に沿った共変微分も同じく $\tilde{\nabla}$ で表す

とする． $R^{n+1}$ の共変微分が接空間の分解に応じて

$\tilde{\nabla}_{X}f_{*}Y=f_{*}(\nabla_{X}Y)+h(X, Y)\xi$ , (9)

$\tilde{\nabla}_{X}\xi=-f_{*}(SX)+\tau(X)\xi$ (10)

と表示され， $M$ に $\nabla,$ $h$ などの諸量が誘導される． $\nabla$ を誘導接続， $h$ をアファイン．

基本形式， $S$ をアファイン型作用素， $\tau$ を横断的接続形式という．

命題 3.1 $\{f, \xi\}$ と $\{\overline{f},\overline{\xi}\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとし， $\nabla,$ $h,$ $S,$ $\tau$

と $\nabla-,$ $\overline{h},$ $\overline{S},$
$\overline{\tau}$ をそれぞれ $\{f,\xi\}$ と $\{\overline{f},\overline{\xi}\}$ から誘導される諸量とする．このとき $\{f, \xi\}$

と $\{f, \overline{\xi}\}$ がアファイン的に合同であるための必要十分条件は

$\nabla=\nabla-,$ $h=\overline{h},$ $S=\overline{S},$ $\tau=$ テ

が成り立つことである．
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$\{f, \xi\}$ をアファインはめ込みとし，誘導された体積要素 $\omega$ を次で定義する．

$\omega(X_{1}, \ldots, X_{n})=\det(f_{*}X_{1}, \ldots, f_{*}X_{n}, \xi)$ ,

ただし $\det(*, \ldots, *)$ は $R^{n+1}$ の標準体積要素である． $\omega$ の定義から，これは $M$ 上

の $n$-次微分形式である．

命題 3.2 $\{f, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとし， $\nabla$ を誘導接続， $\tau$

を横断的接続形式， $\omega$ を誘導された体積要素とする．このとき，次の式が成り立っ．

$(\nabla_{X}\omega)(X_{1}, \ldots, X_{n})=\tau(X)\omega(X_{1}, \ldots, X_{n})$ .

アファインはめ込み $\{f, \xi\}$ から誘導される幾何学的諸量の横断的ベクトル場 $\xi$ へ

の依存性は，次で与えられる．

命題 3. $3\{f, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとする． $M$ 上の任意の

関数 $\lambda$ と任意のベクトル場 $Z$ に対して，横断的ベクトル場を

$\overline{\xi}=e^{-\lambda}\{\xi+f_{*}(Z)\}$

と取り換える．このとき誘導される諸量には次が成り立っ．

ん $(X, Y)=e^{\lambda}h(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}Y-=\nabla_{X}Y-h(X, Y)Z,$

$\overline{\tau}(X) =\tau(X)+h(X, Y)-d\lambda(X)$ ,

$Sx=e^{-\lambda}\{SX-\nabla_{X}Z+\overline{\tau}(X)Z+d\lambda(X)Z\}.$

したがって，アファイン基本形式 $h$ が非退化であるという性質は， $\xi$ の取り方に

依らない．そこで， $h$ が非退化のとき $f$ を非退化という．また $\tau=0$ のとき， $\{f, \xi\}$

を等積とよぶことにする．

アファインはめ込みの基本方程式は次のようになる．

Gauss 方程式 : $R(X, Y)Z=h(Y, Z)SX-h(X, Z)SY,$

Codazzi 方程式 : $(\nabla_{X}h)(Y, Z)+\tau(X)h(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)+\tau(Y)h(X, Z)$ ,

$(\nabla_{X}S)(Y)-\tau(X)SY=(\nabla_{Y}S)(X)-\tau(Y)SX,$

$h(X, SY)-h(Y, x\tau)(Y)-(\nabla_{Y}\tau)(X)$
Ricci 方程式 :

$=d\tau(X, Y)$ .

Codazzi 方程式と命題 3.3から，次が成り立っ．

命題 3.4 アファインはめ込み $\{f, \xi\}$ が非退化，等積であれば， $(M, \nabla, h)$ は統計多

様体であり，特に 1-共形平坦である．
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逆に統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が単連結で双対接続 $\nabla^{*}$ が射影的に平坦であるとき $($す

なわち，統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が 1-共形平坦であるとき), 与えられた統計多様体

$(M, \nabla, h)$ を誘導するようなアファインはめ込み $\{f,\xi\}$ が構成できる [4], [6], [8].

次に，アファインはめ込みと双対接続の関係についてまとめる．
$\{f, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとし， $R_{n+1}$ を $R^{n+1}$ の双対空間

とする．ここで $\{f, \xi\}$ の余法線写像 $v:Marrow R_{n+1}$ を， $M$ の各点 $p$ に対し

$\langle v(p) , \xi_{p}\rangle=1, \langle v(p) , f_{*}X_{p}\rangle=0$ (11)

で定義する．この式の両辺を微分すると，余法線写像の定義 (11), Gauss方程式 (9),
および Weingarten 方程式 (10) から

$\langle v_{*}X_{p},\xi_{p}\rangle=-\tau(X) , \langle v_{*}X_{p}, f_{*}Y_{p}\rangle=-h(X, Y)$ (12)

となる．したがって $h$ が非退化であれば $v$ は $M$ から $R_{n+1}$ へのはめ込みであり，

$v$ は $v$ 自身に横断的である．よって， $\{v, -v\}$ は $M$ から $R_{n+1}$ へのアファインはめ

込み (特に中心アファインはめ込み) である．

$\tilde{\nabla}_{X}v_{*}Y=v_{*}(\hat{\nabla}_{X}^{*}Y)-h^{*}(X, Y)v$

によって $\{v, -v\}$ に関する誘導接続を定義すると，次が成り立つ

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y,\hat{\nabla}_{X}^{*}Z)+\tau(Y)h(X, Z)$ .

したがって，アファインはめ込み $\{f, \xi\}$ が非退化，等積であれば余法線写像からんに

関する $\nabla$ の双対接続が誘導される．しかしながらアファイン基本形式は $h^{*}(X, Y)=$

$h(SX, Y)$ で与えられるので，アファイン型作用素 $S$ が $S=id$ でなければ，双対

統計多様体は誘導されない．

次に幾何学的ダイバージェンスを定義し，その性質を考える．

$\{f, \xi\}$ を非退化等積アファインはめ込み， $v$ を $\{f, \xi\}$ の余法線写像とする．$M\cross M$

上の関数 $D^{G}$ を

$D^{G}(p, r)=\langle v(r) , f(p)-f(r)\rangle$

によって定義し， $D^{G}$ を $M$ の幾何学的ダイバージエンスとよぶ [8].

命題 3.5幾何学的ダイバージェンス $D^{G}$ は $M$ 上のコントラスト関数である．さ

らにアファインはめ込み $\{f, \xi\}$ が誘導する統計多様体と幾何学的ダイバージェンス
$D^{G}$ が誘導する統計多様体は一致する．

(証明) $D^{G}(p, r)$ を $M$ の幾何学的ダイバージェンスとすると，アファインはめ込

み $\{f, \xi\}$ が非退化かつ等積であることから，式 (12) を用いて

$D^{G}(p,p) = \langle v(p) , f(p)-f(p)\rangle=0,$

$X_{p}D^{G}(p, r)|_{p=r} = \langle v(r) , f_{*}X_{p}\rangle|_{p=r}=0,$

$Y_{r}D^{G}(p, r)|_{p=r} = \langle v_{*}Y_{r}, f(p)-f(r)\rangle|_{p=r}-\langle v(r) , f_{*}X_{p}\rangle|_{p=r}=0,$

$X_{p}Y_{r}D^{G}(p, r)|_{p=r}= \langle v_{*}Y_{r}, f_{*}X_{p}\rangle|_{p=r}=-h_{p}(Y, X)$
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である．よって $D^{G}$ は $M$ 上のコントラスト関数であり，誘導される計量はアファ

イン基本形式に一致する．さらに

$X_{p}Y_{p}Z_{r}D^{G}(p, r)|_{p=r} = \langle v_{*}Z_{r}, f_{*}(\nabla_{X}Y)_{p}+h_{p}(X, Y)\xi_{p}\rangle|_{p=r}$

$=-h_{p}(Z,\nabla_{X}Y)$

が成り立つ．よって $D^{G}$ の誘導するアファイン接続は，アファインはめ込み $\{f, \xi\}$

の誘導接続である．したがってアファインはめ込み $\{f, \xi\}$ の誘導する統計多様体と，

コントラスト関数 $D^{G}$ の誘導する統計多様体は一致する．口

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が 1-共形平坦であれば，それを誘導するようなアファイン
はめ込み $\{f, \xi\}$ が構成できた．この場合，幾何学的ダイバージェンス $D^{G}$ はもとの

統計多様体 $(M, \nabla, h)$ を誘導する．したがって，次が成り立っ．

定理 3.6多様体 $M$ を単連結で，$\dim M\geq 2$ とする．このとき統計多様体 $(M, \nabla,h)$

が 1-共形平坦であれば，幾何学的ダイバージェンス $D^{G}$ が一意的に存在し，統計多

様体のアファイン空間への実現に依らない．

コントラスト関数 $D^{G}$ を，特にダイバージェンスとよぶのは上記の理由による．

幾何学的ダイバージェンスの詳細は [8], [11], [12] などを参照されたい．

さらに，統計多様体が平坦な場合には，幾何学的ダイバージェンスは正準ダイバー

ジェンスに一致することを確認しておく．

命題 3.7 $(M, \nabla, h)$ を単連結な平坦統計多様体とし， $\dim M\geq 2$ とする．このとき

$(M, \nabla, h)$ の正準ダイバージェンスと幾何学的ダイバージェンスは一致する．

(証明) $\{\theta^{i}\}$ を $\nabla$-アファイン座標系とし， $\{\eta_{i}\}$ を $h$ に関する $\{\theta^{i}\}$ の双対座標系

とする． $\psi$ を $\theta$-ポテンシャル， $\phi$ を $\eta$-ポテンシャルとすると， $(M,\nabla,h)$ の正準ダ

イバージェンス $D(p,r)$ は次で与えられる．

$D(p, r)= \psi(p)+\phi(r)-\sum_{i=1}^{n}\theta^{i}(p)\eta_{i}(r) , (p, q\in M)$ .

一方，平坦な統計多様体 $(M, \nabla, h)$ は，次のグラフはめ込み $\{f,\xi\}$ によってアファ

イン空間 $R^{n+1}$ に実現される．

$f:(\begin{array}{l}\theta^{1}\vdots\theta^{n}\end{array})\mapsto(\begin{array}{l}\theta^{1}\vdots\theta^{n}\psi\end{array}), \xi=(\begin{array}{l}0\vdots 01\end{array})$

実際 $D_{\frac{\partial}{\partial\theta^{l}}}f_{*}( \frac{\partial}{\partial\theta j})=(0, . . . , 0, \frac{\partial^{2}\psi}{\partial\theta^{l}\partial\theta j})^{T}$ であり，Gauss の方程式 (9) は次で与えら

れる .

$D_{\frac{\partial}{\partial\theta^{l}}}f_{*}( \frac{\partial}{\partial\theta^{j}})=\frac{\partial^{2}\psi}{\partial\theta^{i}\partial\theta^{j}}\xi.$
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$\psi$ が $\theta$-ポテンシャルであることから，方程式 (5) よりアファイン基本形式はもと
の統計多様体の計量 $h$ に一致する．また，誘導接続の接続係数を $\{\Gamma_{i}^{k_{j}}\}$ とすると，
$\Gamma_{i}^{k_{j}}\equiv 0$ $(i,j, k=1, . . . , n)$ も成り立ち， $\{\theta^{i}\}$ はもとのアファイン接続 $\nabla$ のアファイ

ン座標系である．

余法線写像 $v$ は，定義式 (11) と Legendre 変換 (4) から次で与えられる．

$v(r)=(-\eta_{1}(r), \ldots, -\eta_{n}(r), 1)$ .

再び Legendre 変換 (4) を用いることで幾何学的ダイバージェンス $D^{G}$ は

$D^{G}(p, r) = \langle v(r), f(p)-f(r)\rangle$

$= \psi(p)+\sum_{i=1}^{n}v_{i}(r)\theta^{i}(p)-\psi(r)-\sum_{i=1}^{n}v_{i}(r)\theta^{i}(r)$

$= \psi(p)+\phi(r)+\sum_{i=1}^{n}v_{i}(r)\theta^{i}(p)$

$= \psi(p)+\phi(r)-\sum_{i=1}^{n}\eta_{i}(r)\theta^{i}(p)$

$= D(p, r)$

となる．したがって， $(M, \nabla, h)$ が平坦な統計多様体の場合，幾何学的ダイバージェ

ンスと正準ダイバージェンスは一致する．口

4 余次元 2の中心アファインはめ込み

$M$ を $n$-次元多様体 $(n\geq 3)$ , $f$ を $M$ から $R^{n+2}$ へのはめ込み， $\xi$ を $f$ に沿ったベ

クトル場とする．また，はめ込み $f$ を $R^{n+2}$ の位置ベクトルと同一視する．

組 $\{f,\xi\}$ が $M$ から $R^{n+2}$ への余次元 2の中心アファインはめ込み [17] であると

は， $M$ の各点 $p$ に対して，接空間 $T_{f(p)}R^{n+2}$ に以下の分解が成り立つことをいう．

$T_{f(p)}R^{n+2}=f_{*}(T_{p}M)\oplus R\{\xi_{p}\}\oplus R\{f(p)\}.$

ベクトル場 $\xi$ を横断的ベクトル場という．
$\tilde{\nabla}$ を $R^{n+2}$ の標準アファイン接続とし， $f$ に沿った共変微分も同じく $\tilde{\nabla}$ で表す

とする．次の式で，幾何学的諸量が $M$ に誘導される．

$\tilde{\nabla}_{X}f_{*}Y= f_{*}\nabla_{X}Y+h(X, Y)\xi+k(X, Y)f,$

$\tilde{\nabla}_{X}\xi=-f_{*}sx+\tau(X)\xi+\mu(X)f.$

$\nabla$ を誘導接続， $h$ をアファイン基本形式， $S$ をアファイン型作用素， $\tau$ を横断的接

続形式という．
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$\{f,\xi\}$ を余次元 2の中心アファインはめ込みとするとき，誘導された体積要素 $\omega$

を次で定義する．

$\omega(X_{1}, \ldots, X_{n})=\overline{\det}(f_{*}X_{1}, \ldots, f_{*}X_{n}, \xi, f)$ .

ただし $\overline{\det}(*, \ldots, *)$ は $R^{n+2}$ の標準体積要素である．アファインはめ込みの場合と

同様に

$(\nabla_{X}\omega)(X_{1}, \ldots, X_{n})=\tau(X)\omega(X_{1}, \ldots, X_{n})$

という関係式が成り立っ．

余次元 2の中心アファインアファインはめ込みから誘導される幾何学的諸量の横
断的ベクトル場への侮存性は次で与えられる．

命題 4.1 $\{f, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとする． $M$ 上の任意の

関数 $\lambda$ および $a$ と任意のベクトル場 $Z$ に対して，横断的ベクトル場を

$\overline{\xi}=e^{-\lambda}\{\xi+af+f_{*}(Z)\}$

と取り換える．このとき誘導される諸量には次が成り立つ．

$\overline{h}(X, Y) =e^{\lambda}h(X, Y)$ ,

$\overline{k}(X, Y) = k(X, Y)-ah(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}Y- = \nabla_{X}Y-h(X, Y)Z,$

$\overline{\tau}(X) = \tau(X)+h(X, Y)-d\lambda(X)$ ,

$\overline{\mu}(X) = e^{-\lambda}\{\mu(X)+da(X)+k(X, Z)-ah(X, Z)-a\tau(X)\},$

$Sx = e^{-\lambda}\{SX-\nabla_{X}Z+\overline{\tau}(X)Z+d\lambda(X)Z-aX\}.$

命題 4.1から，アファイン基本形式 $h$ が非退化という性質は， $\xi$ の取り方に依ら

ない．したがってアファイン超曲面論の場合と同様に $h$ が非退化のとき $f$ を非退化

という．また $\tau=0$ のとき $\{f,\xi\}$ を等積とよぶことにする．

はめ込み $f$ の射影変形については，誘導される幾何学量は次の変形を受ける．

命題 4.2 $\{f,\xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとする． $M$ 上の任意の

関数 $\varphi$ に対して， $\overline{f}=e^{\varphi}f$ と取り換え， $\{\overline{f},\xi\}$ を考える．このとき誘導される諸量

には次が成り立つ．

$\overline{h}(X, Y) =e^{\varphi}h(X, Y)$ ,

$\overline{k}(X, Y) = (\nabla_{X}d\varphi)(Y)-d\varphi(X)d\varphi(Y)+k(X, Y)$ ,

$\nabla_{X}Y- = \nabla_{X}Y+d\varphi(Y)X+d\varphi(X)Y,$

$\overline{\tau}(X)=\tau(X)$ ,

$\overline{\mu}(X)=e^{-\varphi}\{\mu(X)+d\varphi(SX)\},$

$\overline{s}=e^{-\varphi}S.$
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余次元 2の中心アファインはめ込みの基本方程式は次のようになる．

Gauss 方程式:

$R(X, Y)Z=h(Y, Z)SX-h(X, Z)SY-k(Y, Z)X+k(X, Z)Y,$

Codazzi 方程式:

$(\nabla_{X}k)(Y, Z)+\mu(X)h(Y, Z)=(\nabla_{Y}k)(X, Z)+\mu(Y)h(X, Z)$ ,

$(\nabla_{X}h)(Y, Z)+\tau(X)h(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)+\tau(Y)h(X, Z)$ ,

$(\nabla_{X}S)(Y)-\tau(X)SY+\mu(X)Y=(\nabla_{Y}S)(X)-\tau(Y)SX+\mu(Y)X,$

Ricci 方程式:

$k(X, SY)-k(Y, SX)=(\nabla_{X}\mu)(Y)-(\nabla_{Y}\mu)(X)+\tau(Y)\mu(X)-\tau(X)\mu(Y)$ ,

$h(X, SY)-h(Y, SX)=(\nabla_{X}\tau)(Y)-(\nabla_{Y}\tau)(X)$ .

アファイン基本形式 $h$ に関する Codazzi 方程式と命題 4.1, 命題 4.2から，次が

成り立つ．

命題 4.3余次元 2の中心アファインはめ込み $\{f, \xi\}$ が非退化，かつ等積であれば，

$(M, \nabla, h)$ は統計多様体であり，特に共形射影平坦である．

逆に統計多様体 $(M, \nabla,h)$ が単連結で共形射影平坦であるとき，与えられた統計多

様体 $(M, \nabla, h)$ を誘導するような，余次元 2の中心アファインはめ込み $\{f,\xi\}$ が構

成できる [9], [11].
次に，余次元 2の中心アファインはめ込みの双対写像についてまとめる．
$\{f,\xi\}$ を $M$ から $R^{n+2}$ への余次元 2の中心アファインはめ込みとする． $R_{n+2}$ を

$R^{n+2}$ の双対空間とし，必要に応じてベクトル空間 $R^{n+2}$ と同一視する．このとき

$\{f,\xi\}$ の双対写像 $\{v,w\}:Marrow R_{n+2}$ を $M$ の各点 $p$ で

$\langle v(p), \xi_{p}\rangle=1, \langle w(p), \xi_{p}\rangle=0,$

$\langle v(p), f(p)\rangle=0, \langle w(p) , f(p)\rangle=1$ , (13)

$\langle v(p), f_{*}X_{p}\rangle=0, \langle w(p), f_{*}X_{p}\rangle=0$ (14)

と定義する．(14) を微分すると $\langle v_{*}X,$ $f_{*}Y\rangle=-h(X, Y)$ となり， $f$ が非退化であれ

ば $v$ は $M$ から $R_{n+2}$ へのはめ込みである．また， $v$ は $v$ 自身に横断的であること

も示すことができ， $\{v, w\}$ を $M$ から $R_{n+2}$ への余次元 2の中心アファインはめ込

みとなる．そこで $\{v, w\}$ を $\{f, \xi\}$ の双対写像とよぶことにする．

双対写像 $\{v, w\}$ から誘導される諸量を $\nabla^{*},$ $h^{*},$ $\tau^{*}$ などと表すことにすると，次が

成り立つ．

命題 4.$4\{f,\xi\}$ を非退化な余次元 2の中心アファインはめ込みとし，その双対写像
を $\{v,w\}$ とする． $\{v,w\}$ から誘導される諸量を $\nabla^{*},h^{*},\tau^{*}$ と表すと，次が成り立つ．

$h^{*}(X, Y) =h(X, Y)$ ,

$Xh(Y, Z) = h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y, \nabla_{X}Z)+\tau(Y)h(X, Z)$ ,

$\tau^{*}=0.$
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したがって， $\{f,\xi\}$ が非退化かつ等積で統計多様体 $(M, \nabla, h)$ を誘導するとすると，

双対写像 $\{v, w\}$ は双対統計多様体 $(M, \nabla^{*}, h)$ を誘導する．

最後に，幾何学的ダイバージェンスを定義する．
$\{f,\xi\}$ を余次元 2の中心アファインはめ込みで，非退化かっ等積， $\{v,w\}$ を $\{f,\xi\}$

の双対写像とする． $M\cross M$ 上の関数 $D^{G}$ を

$D^{G}(p, q)=\langle v(q) , f(p)\rangle$

によって定義し， $D^{G}$ を $M$ の幾何学的ダイバージェンスとよぶ．余次元 1の場合と

同様に，幾何学的ダイバージェンスは $M\cross M$ 上のコントラスト関数であり， $D^{G}$

から $M$ 上に統計構造 $(\nabla, h)$ が誘導される [11]. さらに $(M, \nabla, h)$ が単連結な共形

射影平坦統計多様体の場合には，幾何学的ダイバージェンスは $(M, \nabla, h)$ の $R^{n+2}$

の実現に依らず一意的に定まる．

最後に，双対写像を与える変換が Legendre変換の一般化であり，平坦な統計多
様体の場合には，余次元 2の中心アファインはめ込みから定まる幾何学的ダイバー
ジェンスは正準ダイバージェンスに一致することを確認しておく．

$(M, \nabla, h)$ を平坦な統計多様体とする．このとき $(M, h, \nabla)$ は次のグラフはめ込み

によって $R^{n+2}$ に実現される．

$f:(\begin{array}{l}\theta^{1}\vdots\theta^{n}\end{array})\mapsto(\begin{array}{l}\theta^{1}\vdots\theta^{n}\psi 1\end{array}), \xi=(\begin{array}{l}0\vdots 010\end{array})$

多様体 $M$ の像 $f(M)$ は $R^{n+2}$ の原点を通らない超平面上にあり， $f$ は $f(M)$ に

横断的である．したがって， $\{f,\xi\}$ は余次元 2の中心アファインはめ込みである．

余次元 1のアファインはめ込みの場合と同様の計算で，このグラフはめ込み $\{f,\xi\}$

からもとの統計多様体 $(M,h,\nabla)$ が誘導されることが確認できる．
$\{f, \xi\}$ の双対写像 $\{v, w\}$ は

$v(q) = (-\eta_{1}(q_{\backslash }), \ldots, -\eta_{n}(q), 1, \phi(q))$ ,

$w = (0, \ldots, 0,0,1)$

によって与えられる．はめ込み $f$ と $v$ をそれぞれ微分すると

$\frac{\partial f}{\partial\theta^{i}} = (0, \ldots, 1, \ldots, 0, \frac{\partial\psi}{\partial\theta^{i}}, 0)^{T}$

$\frac{\partial v}{\partial\eta_{i}} = (0, \ldots, 1, \ldots, 0,0, \frac{\partial\phi}{\partial\eta_{i}})$

となる．(13) の左側にある式を微分すると，(14) 式も利用して

$\langle v_{*}X_{p}, f(p)\rangle=0$ (15)
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が得られる．(14) の左側にある式と (15) 式を局所座標系を用いて表示すると

$\frac{\partial\psi}{\partial\theta^{i}}=\eta_{i}, \frac{\partial\phi}{\partial\eta_{i}}=\theta^{i}$

となる．さらに $f(p)$ と $v(p)$ を (13) 式に代入すると，次が得られる．

$- \sum_{i=1}^{n}\eta_{i}(p)\theta^{i}(p)+\psi(p)+\phi(p)=0.$

これらのことから， $(M,\nabla, h)$ が平坦な統計多様体の場合には，双対写像の定義式

は Legendre 変換に一致する．したがって，余次元 2の中心アファインはめ込みと

双対写像の間に成り立つ変換は，Legendre変換の一般化である．

以上のように，余次元 2の中心アファインはめ込みは，双対写像によって双対統

計多様体が実現でき，双対写像を定める変換が Legendre変換の一般化になってい
る．情報幾何学におけるアファイン接続や統計多様体の双対性を議論することに関

しては，通常の余次元 1のアファインはめ込みの理論よりも有用である．
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