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概要

パラメトリックな統計モデル $S$に対し，推定関数が 1つ与えられ
ると，プレコントラスト関数と呼ばれる $TS\cross S$上の関数が (自然
に $)$ 定まり，そこから $S$ に挨れを許す統計多様体の構造が誘導され
る．特に，推定関数がパラメータに関して非可積分な場合には，誘
導される双対アファイン接続の一方に，実際に振れが生じる ([1]).
本稿では，この推定関数から誘導される統計モデルの微分幾何構造
について，その背景となる基礎事項と合わせて解説を行う．

1 はじめに

情報幾何学 ([2]) においてこれまで主に扱われてきた幾何構造は，統計多様
体 ([3], [4]) と呼ばれる，互いに双対な振れのない 2つのアファイン接続を持
つ Riemann 多様体の構造である．例えば，情報幾何学の主要なテーマの 1
つである統計的推論の微分幾何学 ([5]) においては，可微分多様体としての
パラメトリック統計モデル (確率密度関数の集合) に，Fisher計量と呼ばれる
Riemann計量と $\alpha$-接続と呼ばれるアファイン接続の 1パラメータ族がある
種の (統計的に自然な) 基準によって導入され，重要な役割を果たすが，$(+\alpha)-$

接続と $(-\alpha)$ -接続は (Fisher計量に関して) 互いに双対な挨れのないアファイ
ン接続である．また近年では，機械学習の分野や一般化エントロピーの問題
などと関連して，これとは別の幾何構造が論じられているが，そこで扱われ
ているものも基本的には統計多様体である．一方，量子統計モデル (量子状
態を表す行列や作用素の集合) の幾何構造を論じる量子情報幾何学において
は，以前から，双対接続の一方に振れが生じるような Riemann多様体の構造
が導入されていたが，近年，このような幾何構造を数学的な立場から研究す
るために，挨れをゆるす統計多様体と呼ばれる概念が提唱された ([6]). これ
は，上記の量子統計モデルの幾何構造を数学的に抽象化したものであり，互
いに双対な 2つのアファイン接続を持つ Riemann多様体という点では (通常
の $)$ 統計多様体と共通であるが，双対接続の一方にのみ振れがないことを要
請し，もう一方には挨れがあってもよいとする点で，統計多様体を含むより
広い概念である．
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さて，一般に可微分多様体上にコントラスト関数と呼ばれる二点関数が与え
られると，そこから統計多様体の構造が誘導されることが知られている ([7],
[8]). 例えば，パラメトリック統計モデル上の Kullback-Leibler ダイバージェ
ンスは最も基本的なコントラスト関数の 1つであるが，この場合，誘導され
る統計多様体の構造は Fisher計量と $\pm 1$-接続 ( $e$-接続と $m$-接続) である．これ
に対し，近年，可微分多様体上にプレコントラスト関数と呼ばれる関数が与
えられると，そこから挨れを許す統計多様体の構造が誘導されることが示さ
れた ([9]). プレコントラスト関数とは，コントラスト関数の微分に相当する
ものを一般化した概念であるが，実は (以下の節で見るように) コントラスト
関数から統計多様体の構造が誘導される過程において，少なくとも Riemann
計量と (それに関する) 双対接続を得るにはコントラスト関数の微分の情報
さえあれば十分であり，そこでプレコントラスト関数からも同様の幾何構造
が誘導される．但し，プレコントラスト関数から誘導される双対接続 (の一
方 $)$ には挨れが生じる可能性がある．
本稿の主な目的は，パラメトリック統計モデルに推定関数 (未知パラメータ
の推定に用いられるデータとパラメータの関数) が与えられると，そこから
自然にプレコントラスト関数が連想され，それを通して挨れを許す統計多様
体の構造が誘導されること ([1]) の紹介および解説を行うことである．特に，
推定関数がパラメータに関して可積分でない場合は，そのプレコントラスト
関数から誘導される双対接続 (の一方) に実際に挨れが生じ得ることについ
て説明する．しかしながら，この幾何構造の統計的意味や役割についてはま
だよく分かっていない部分が多く，最後に，そのことに関するいくつかの課
題についても述べる．

2 統計多様体とコントラスト関数

本節ではまず，統計多様体とコントラスト関数について簡単に述べるが，そ
の前に，本稿を通して重要な役割を果たす双対接続の概念について述べてお
く．なお，以下では多様体とその上の諸量はすべて滑らか (C$\infty$ 級) であると
する．また，本節と次節で述べる概念のほとんどは擬 Riemann多様体に対し
ても定義可能であるが，本稿では Riemann多様体しか扱わないので，その場
合に限定して述べる．

$(M, g)$ を Riemann多様体，$\nabla$ を $M$上のアファイン接続とする．このとき，
Riemann計量 $g$ に関する $\nabla$ の双対接続 $\nabla^{*}$ とは，以下の関係式を満たす $M$上

のアファイン接続のことである．

$\mathcal{X}(M)$ を $M$上の $(C^{\infty}-$級 $)$ ベクトル場全体として，

$Xg(Y, Z)=g(\nabla_{X}Y, Z)+g(Y, \nabla_{X}^{*}Z)(\forall X, \forall Y, \forall Z\in \mathcal{X}(M))$ .
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ここで，任意のアファイン接続 $\nabla$ に対して，その双対接続 $\nabla^{*}$ は Riemann計
量 9に応じて唯一つ定まり，また，$g$ の対称性から $(\nabla*$ $)$ $*=\nabla$ が成り立っ．

通常の微分幾何学でよく知られているように，$M$上のアファイン接続 $\nabla$ に

対し，その曲率テンソル場 $R$ と振率テンソル場 $T$はそれぞれ以下の式によっ

て定義される．

$R(X, Y)Z:=\nabla_{X}\nabla_{Y}Z-\nabla_{Y}\nabla_{X}Z-\nabla_{[X,Y]}Z(\forall X, \forall Y, \forall Z\in \mathcal{X}(M))$ ,

$T(X, Y)$ $:=\nabla_{X}Y-\nabla_{Y}X-[X, Y](\forall X, \forall Y\in \mathcal{X}(M))$ .

振率テンソル場 $T$が恒等的に $0$ のとき，アファイン接続 $\nabla$ は振れがないと言
われるが，このときさらに $\nabla*=\nabla$ であるとすると，これは $\nabla$ が (gに関する)
Levi-Civita接続であることを意味する (すなわち，双対接続は Levi-Civita接
続を特別な場合として含む，より広い概念である). また，アフアイン接続 $\nabla$

の ( $g$ に関する)双対接続 $\nabla^{*}$ の曲率テンソル場と振率テンソル場をそれぞれ
$R^{*},$ $\tau*$ とすると，一般に 「$R=0\Leftrightarrow R^{*}=0$」 が成り立っが，$T=0$ のとき
必ずしも $T^{*}=0$ は成り立たない．

2.1 統計多様体

統計多様体 (statistical manifold) は，その言葉が示す通り，パラメトリック

な統計モデルの微分幾何学的な構造 (特に Fisher計量と $\alpha$-接続) を数学的に

抽象化した概念で，もともと [3] によって導入されたものであるが，後にア
ファイン微分幾何学との関連から [4] により改めて定義がなされた．ここで

は，すでに多くの場合で定着している [4] による定義を述べる．

定義 1(統計多様体)

$(M, g)$ を Riemann多様体，$\nabla$ を $M$上の振れのないアファイン接続とする．こ

のとき，$(M, g, \nabla)$ が統計多様体であるとは，$\nabla g$ が対称な $(0,3)$ -テンソル場で

ある，すなわち

$(\nabla_{X}g)(Y, Z)=(\nabla_{Y}g)(X, Z)(\forall X, \forall Y, \forall Z\in \mathcal{X}(M))$ (1)

が成り立つことである．

$M$上の振れのないアファイン接続 $\nabla$ に対して，Riemann計量 $g$ に関するそ
の双対接続を $\nabla^{*}$ とすると，条件 (1) は $\nabla*$ が挨れを持たないこと $(i.e. T^{*}=0)$

と同値である．よって，統計多様体 $(M_{9}, \nabla)$ が与えられることと，Riemann多
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様体 $(M, g)$ に振れのない 2つの双対接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が与えられることは幾何構造
としては同等であるが 統計多様体という概念は (ここでは)三つ組 $(M, g, \nabla)$

に対して定義されるものである．統計多様体 $(M_{9}, \nabla)$ に対して，$(M, g, \nabla^{*})$

もまた統計多様体となるが，これを双対統計多様体と呼ぶ．また，アファイン
接続 $\nabla$ が平坦であるとき $(i.e. R=0, T=0 のとき )$ , 統計多様体 $(M, g, \nabla)$ は

特に Hesse多様体 ([10]) と呼ばれ，さらにこのとき，四つ組 $(M, g, \nabla, \nabla^{*})$ を

双対平坦空間と呼ぶ (統計多様体では $T=T^{*}=0$ なので，$\nabla$ が平坦であれば
自動的に $\nabla^{*}$ も平坦になることに注意).

2.2 コントラスト関数

コントラスト関数 (contrast function) は，例えば統計モデル上の Kullback-
Leibler ダイバージェンスのような，多様体上の (必ずしも対称的でない)二点
間の隔たり度を抽象化した概念で，[7] によって導入されたものであるが，ま
ずその定義に必要な記法を準備する．

一般に，多様体 $M$ の直積 $M\cross M$上の実数値関数 $\phi$ と $M_{-}\llcorner$のベクトル場

$X_{1}$ , . . . , $X_{i}Y_{1}$ , . . . ,巧に対して，$M$上の関数 $\phi[X_{1}, . . . , X_{i}|Y_{1}, . . . , Y_{j}]$ を以下

によって定める．$\forall r\in M$ に対して

$\phi[X_{1}, . . . , X_{i}|Y_{1}, . . . , Y_{j}](r):=(X_{1})_{p}\cdots(X_{j_{ノ}})_{p}(Y_{1})_{q}\cdots(Y_{j})_{q}\phi(p, q)|_{p=r,q=r}.$

但し，右辺において ( $q$ に関して) $Y_{1}$ , . . . , $Y_{j}$ で微分を行わない場合は，左辺
を $\phi[X_{1}, . . . , X_{i}|]$ と記し，($p$ に関して) $X_{1}$ , . . . , $X_{j_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$ で微分を行わない場合は，
$\phi[|Y_{1}, . . . , Y_{j}]$ と記す．

定義 2(コントラスト関数)

$M\cross M$上の実数値関数 $\phi$ が以下の条件を満たすとき，$\phi$ を $M$上のコントラ

スト関数という．

(a) $\phi(p,p)=0(\forall p\in M)$

(b) $\phi[X|]=\phi[|.X]=0(\forall X\in \mathcal{X}(M))$

(c) $g(X, Y)$ $:=-\phi[X|Y](\forall X, \forall Y\in \mathcal{X}(M))$ は $M$上の Riemann計量である．

$\phi$ が $M$上のコントラスト関数であるとき，これらの条件が満たされること
から，$M\cross M$の対角線集合 $\{(r, r)|r\in M\}$ のある近傍において

$\phi(p, q)\geq 0, \phi(p, q)=0\Leftrightarrow p=q$ (2)
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が成り立つ．コントラスト関数は一般に対称性 $(\phi(p, q)=\phi(q,p))$ を満たす
とは限らないが，このように少なくとも (局所的には)距離関数の第一公理を
満たすことから，何らかの意味で多様体 $M$上の二点間の隔たりを測っている
ものと解釈される．ちなみに，もともと [7] では $M$全体で (2) が成り立つこと
によってコントラスト関数を定義しているが 以下に示すことからも分かる

ように，コントラスト関数から統計多様体の構造を誘導する際には，$M\cross M$

の対角線集合の近傍におけるコントラスト関数の挙動しか影響しないので，
ここでは [8] に従い，上記のような定義を行っている．

多様体 $M$上にコントラスト関数 $\phi$ が与えられたとき，$M$上のアファイン

接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が以下の式によって定まる．

$g(\nabla_{X}Y, Z)=-\phi[XY|Z], g(Y, \nabla_{X}^{*}Z)=-\phi[Y|XZ].$

ここで，$g$ は $\phi$ から誘導される Riemann 計量 (定義 2の (c) における g) であ
り，このとき $\nabla,$ $\nabla^{*}$ は $g$ に関して互いに双対な振れのないアファイン接続と
なる．よって，$\nabla_{9},$ $\nabla_{9}^{*}$ はどちらも対称な $(0,3)-$テンソル場であり，$(M, g, \nabla)$

と $(M, g, \nabla^{*})$ は互いに双対な統計多様体となるが，特に $(M, g, \nabla)$ をコント

ラスト関数 $\phi$から誘導された統計多様体と呼ぶ．
このように，コントラスト関数からは (1つの) 統計多様体の構造が誘導さ
れるが 逆に任意の統計多様体に対して，その構造を誘導するようなコント
ラスト関数が必ず存在することが知られている ([11]). 但し，誘導される統計
多様体の構造は，コントラスト関数の $M\cross M$ の対角線集合の近傍における

挙動のみに依存するので，その存在は一意的であるとは限らない．コントラ
スト関数の (局所的な)構成法の 1つとして，双対接続に関する測地線を用い
た方法がある ([12]).

2.3 パラメトリックモデルと Kullback-Leiblerダイバージェンス

ここでは，統計多様体とその上のコントラスト関数の (最も基本的な) 例と
して，パラメトリック (統計) モデルと Kullback-Leibler ダイバージェンスに
ついて述べておく．

統計的推論においては通常，データをある確率変数の実現値と見なし，観

測データからその確率変数の従う未知の確率分布に関する推測を行うが，そ

の際，問題に応じてしばしばその確率分布 (真の分布) があるクラス (集合) に

属していると仮定する．そのクラスとしては，データ確率変数の取り得る値

の集合 $\mathcal{X}$ 上の，ある基準測度 $\nu$ (Lebesgue測度や数え上げ測度など) に関す

る確率密度関数の集合を考えるのが通常であるが 例えば最も基本的なパラ
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メトリック推測においては，そのクラスとして

$S=\{p(x;\theta)|\theta=(\theta^{1}, \ldots \mathfrak{j}\theta^{d})\in\Theta\subset R^{d}\}$

なる形のものを考える．ここで，$p(x;\theta)$ は (任意の $\theta\in\Theta$ に対して)確率密度

関数であるから，

$\int_{\mathcal{X}}p(x, \theta)v(dx)=1(\forall\theta\in\Theta)$ , $p(x, \theta)\geq 0(\forall\theta\in\Theta, \forall x\in \mathcal{X})$

が成り立ち，また $\Theta$ (パラメータ空間) は $R^{d}$ の開集合である．

集合 $S$ はしばしばパラメトリック (統計) モデルと呼ばれ，以下の正則条件
の下で ( $\theta$ を 1つの局所座標系とする) 可微分多様体と見なせる．

(i) $p(x;\theta_{1})=p(x;\theta_{2})(\forall x\in \mathcal{X})\Rightarrow\theta_{1}=\theta_{2}$

(ii) $p(x;\theta)$ は $\theta$ に関して $C^{\infty}$ 級 $(\forall x\in \mathcal{X})$

(iii) $\det[E_{\theta}\{s(x, \theta)\mathcal{S}(x, \theta)^{T}\}]\neq 0(\forall\theta\in\Theta)$ .

但し，$s(x, \theta)$ は $\theta$ に関するスコア関数，つまり

$\mathcal{S}(x, \theta) := (s^{1}(x, \theta), \ldots, s^{d}(x, \theta))^{T},$

$s \theta) :=\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}\log p(x;\theta)(i=1, . . . , d)$

であり，また $E_{\theta}$ は $p(x;\theta)$ に関して期待値を取ることを意味する．すなわち，
任意の (可積分) 関数 $f(x)$ に対して

$E_{\theta} \{f(x)\}:=\int_{\mathcal{X}}f(x)p(x;\theta)\nu(dx)..$

さてよく知られているように パラメトリックモデル $S$において , Kullback-
Leibler ダイバージエンス $\phi_{KL}$ が以下のように定義される．

任意の $p_{1}(x)=p(x;\theta_{1})$ , $p_{2}(x)=p(x;\theta_{2})\in S$ に対し，

$\phi_{KL}(p_{1},p_{2}):=\int_{\mathcal{X}}p_{2}(x)\log\frac{p_{2}(x)}{p_{1}(x)}\nu(dx)$ . (3)

条件 $(i)-(iii)$ の下で，$\phi_{KL}$ はパラメトリックモデル $S$上の (1つの) コントラス

ト関数となるが，ここから $S$に以下のような統計多様体の構造が誘導される．

Riemann計量 $g_{jk}(\theta)$ $:=g(\partial_{j_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}.\partial_{k})=E_{\theta}\{s^{j}(x, \theta)s^{k}(x, \theta)\}$ (4)

双対接続 $\{\begin{array}{l}\Gamma_{j} :=g(\nabla_{\partial_{i}}\partial_{j}, \partial =E_{\theta}[\{\partial_{i}s^{j}(x, \theta)\}s^{k}(x, \theta)](5)\Gamma_{ik,j}^{*}(\theta):=g(\partial_{j}, \nabla_{\partial_{i}}^{*}\partial_{k})=\int_{\mathcal{X}}s^{j}(x, \theta)\partial_{i}\partial_{k}p(x;\theta)_{lノ}(dx)\end{array}$
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但しここで，$\partial_{i}=\frac{\partial}{\partial\theta^{i}}(i=1, \ldots, d)$ とする 上記の Riemann計量 $g$ と双対
接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ はそれそ $n$ Fisher計量，指数接続 ( $e$-接続，$(+1)$-接続), 混合接続
( $m$-接続，$(-1)$-接続) と呼ばれ，統計的推論の微分幾何において最も基本的か
つ重要な役割を果たす ([2], [5]). 例えば，パラメトリック推測において最も
基本的な最尤推定量は，指数型分布族において，$m$-接続に関する測地線 (m-
測地線) の直交射影として捉えられる．

3 振れを許す統計多様体とプレコントフ-スト関数

3.1 振れを許す統計多様体

最初の節でも述べたように，振れを許す統計多様体 (statistical manifold

admitting torsion) は量子統計モデルに現れるような 双対接続の一方に挨れ

が生じる構造を数学的に抽象化した概念で，[6] によって導入されたものであ

る．それは，統計多様体の定義における (1) をより一般化することで，次のよ

うに定義される．

定義 3(振れを許す統計多様体)

$(M, g)$ を Riemann 多様体，$\nabla$ を $M$上のアファイン接続とする．このとき，
$(M_{9}, \nabla)$ が振れを許す統計多様体であるとは

$(\nabla_{X}g)(Y, Z)-(\nabla_{Y}g)(X, Z) = -g(T(X, Y), Z)$ (6)

$(\forall X, \forall Y, \forall Z\in \mathcal{X}(M))$

が成り立つことである．但し，$T$ は $\nabla$ の挨率テンソル場とする．

統計多様体の定義と異なる点は，アファイン接続 $\nabla$ に挨れが生じていても
よいということであり，(6) は，その下で $\nabla$ の ( $g$ に関する)双対接続 $\nabla^{*}$ が挨
れを持たないことと同値な条件である $(\nabla$ に振れがない場合は (1) に帰着す
ることに注意). 但し，$\nabla^{*}$ が挨れを持たないとは言っても，$(M, g, \nabla^{*})$ は必ず
しも統計多様体ではないことに注意する $((\nabla^{*})^{*}=\nabla$ に振れが生じている可

能性があるので). また上記の定義から，Riemann多様体 $(M, g)$ に振れのな
いアファイン接続 $\nabla$ が与えられたとき，$(M, g, \nabla^{*})$ は振れを許す統計多様体
となる．

挨れを許す統計多様体 $(M, g, \nabla)$ に対して，$\nabla$ の曲率テンソル場 $R$が (恒等
的に) $0$ となるとき，$\nabla$ は平坦とは限らないが，双対接続 $\nabla^{*}$ は平坦となる
$(R=0$ より $\nabla^{*}$ の曲率テンソル場 $R^{*}$ も $0$ となり，またもともと $\nabla^{*}$ は振れが

ないため). このとき，$(M, g, \nabla)$ を遠隔平行性空間と呼ぶ (ことにする) が，統
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計多様体の場合と異なり，$(M, g, \nabla, \nabla^{*})$ は必ずしも双対平坦空間にはならな
いことに注意すべきである．

3.2 プレコントラスト関数

2.2節でみたように，多様体上にコントラスト関数が与えられるとそこから
統計多様体の構造が誘導されるが，Riemann計量と双対接続を定義する際に
は，コントラスト関数を (ベクトル場で) 一回微分したものがあれば十分であ
る．そこで，コントラスト関数の微分の持つ性質を公理化し，[9] により，プ
レコントラスト関数 (pre-contrast function) と呼ばれる概念が導入されたが，
まずその定義に必要な記法を準備する．

一般に，多様体 $M$ とその接束 $TM$の直積 $TM\cross M$上の実数値関数 $\rho$ と $M$

上のベクトル場 $X_{1}$ , . . . , $X_{j_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}},$ $Y_{1}$ , . . . , $Y_{j}Z$ に対して，$M$上の関数

$\rho[X_{1}, . . . , X_{i}Z|Y_{1}, . . . , Y_{j}]$ を以下によって定める．$\forall r\in M$ に対して

$\rho[X_{1}, . . . , X_{i}Z|Y_{1}, . . . , Y_{j}](r)$ $:=(X_{1})_{p}\cdots(X_{i})_{p}(Y_{1})_{q}\cdots(Y_{\dot{j}})_{q}\rho(Z_{p}, q)|_{p=r,q=r}.$

この記法は，形式的にはコントラスト関数の場合と全く同じであるが，右辺
に含まれるベクトル場 $Z$の役割が異なることに注意されたい (その違いを強

調するためにここでは $Z$ という別の文字を用いている).

定義 4(プレコントラスト関数)

$TM\cross M_{-}\llcorner$の実数値関数 $\rho$が以下の条件を満たすとき，$\rho$ を $M$上のプレコン

トラスト関数という．

(a) $\rho(fiX_{1}+f_{2}X_{2}, q)=0(\forall f_{i}\in C^{\infty}(M), \forall X_{i}\in \mathcal{X}(M), \forall q\in M)$

(b) $\rho[X|]=0(\forall X\in \mathcal{X}(M))$ $i.e.$ $\rho(X_{p},p)=0(\forall p\in M)$

(c) $g(X, Y)$ $:=-\rho[X|Y](\forall X, \forall Y\in \mathcal{X}(M))$ は $M$上の Riemann計量である．

多様体 $M$上のコントラスト関数 $\phi$ に対し，

$\rho(X_{p}, q):=X_{p}\phi(p, q)(\forall p, \forall q\in M, \forall X_{p}\in T_{p}(M))$

によって定義される $TM\cross M$上の関数 $\rho$ は，(当然のことながら) プレコント

フスト関数となる．また，多様体 $M$上にプレコントラスト関数 $\rho$が与えられ

ると，コントラスト関数の場合と同様に

$g(\nabla_{X}YZ)=-\rho[XY|Z], g(Y, \nabla_{X}^{*}Z)=-\rho[Y|XZ]$
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によって，$M$上の 2つのアファイン接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が定まり，これらは $\rho$から誘

導される Riemann計量 $g$ (定義 4の (c) における g) に関して互いに $7Xy_{\backslash }\dagger$的で

ある．但しここで，$\nabla^{*}$ は (常に) 振れを持たないが，$\nabla$ の方には挨れが生じ

る可能性がある．したがってこのとき，$(M, g, \nabla)$ は挨れを許す統計多 $7\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}(k$ と

なる．

3.3 遠隔平行性空間とプレコントラスト関数

統計多様体 $(M, g, \nabla)$ において , 特に 2つの双対接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が平坦となる双

対平坦空間の場合には，もとの統計多様体の構造を誘導する標準的なコント

ラスト関数 ( $\nabla-$ダイバージェンス) が定まり，それに関してピタゴラスの定理

や射影定理などが成り立つことはよく知られている ([2], [5]). 一方，挨れを

許す統計多様体 $(M,$ $g,$
$\nabla$ においては，すでに述べたように $\nabla$ に振れが生じ

ている可能性があるため , その曲率テンソルが消えていても双対平坦になる

とは限らないが，少なくとも $\nabla$ の双対接続 $\nabla^{*}$ は平坦となり，この場合，以下

のような形で射影定理が成り立つ．

命題 1(標準的なプレコントラスト関数と一般化射影定理)

$(M, g, \nabla)$ を遠隔平行性空間 ( $i.e.\nabla^{*}$-平坦な振れを許す統計多様体) とし，$(U, \eta_{j}.)$

を $\nabla^{*}$ に関する任意のアファイン座標近傍とする．このとき，以下のことが

成り立つ．

(a) $U$ の任意の 2点 $p,$ $q$ に対し，$\gamma^{*}:[0, 1]arrow U$ を $\gamma*$ (0) $=p,$ $\gamma^{*}(1)=q$ となる

$\nabla^{*}$-測地線とし．$\dot{\gamma}^{*}(0)$ を $P$ における $\gamma^{*}$ の接ベクトルとする．このとき，

$\rho(Z_{p}, q) :=-g_{p}(Z_{p},\dot{\gamma}^{*}(0))(\forall p, \forall q\in U, \forall Z_{p}\in T_{p}(U))$ (7)

によって定まる $TU\cross U$上の関数 $\rho$ は，もとの振れを許す統計多様体の構造

(の $U$への制限) $(U, g, \nabla)$ を誘導する $U$上のプレコントラスト関数である．

(b) $\rho$ を (7) で定まるプレコントラスト関数とするとき，$U$の任意の部分多様

体 $N$ に対して，以下のことが成り立つ．

$q\in U$ を起点とする $\nabla^{*}$-測地線が $p\in N$ において $N$ と直交する

$\Leftrightarrow\forall Z_{p}\in T_{p}(N)$ , $\rho(Z_{p}, q)=0$ (8)
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$(M, g, \nabla)$ が特に統計多様体の場合は，(7) のプレコントラスト関数は双対平
坦空間における $\nabla-$ダイバージェンスを $(Z_{p}$ で $)$ 微分したものに一致する ([2],
[12]). そこで，(7) で定まる関数 $\rho$ を，$(遠隔平行性空間 (M_{9}, \nabla)$ における) 標
準的なプレコントラスト関数と呼ぶことにする．また，双対平坦空間の場合
には，(b) はダイバージェンスに関する射影定理に帰着する．そこで (b) を一
般化射影定理と呼ぶことにする．

4 推定関数とその標準化

4.1 推定関数

推定関数 (estimating function) とは，データを生成している確率分布に関

する未知パラメータを推定するために用いられる関数の一種であるが 本稿

では以下のように定義する．

定義 5 (パラメトリックモデルにおける推定関数)

$S=\{p(x;\theta)|\theta\in\Theta\}$ ( $\Theta$ は $R^{d}$ の開集合) をデータ空間 $(\mathcal{X}, \mathcal{B}, v)$ 上の確率密

度関数に対するパラメトリックモデルとする．このとき，$S$ における (不偏な)

推定関数とは，以下の条件を満たす $\mathcal{X}\cross\Theta$ 上の $R^{d}$値関数 $u$ のことである．

(i) $E_{\theta}\{u(x, \theta)\}=0(\forall\theta\in\Theta)$

(ii) $E_{\theta}\{\Vert u(x, \theta)\Vert^{2}\}<\infty(\forall\theta\in\Theta)$

(iii) $\det[E_{\theta}\{\frac{\partial u}{\partial\theta}(x, \theta \neq 0(\forall\theta\in\Theta)$

これらの条件のうち，特に (i) は推定関数の不偏性 (unbiasedness)と呼ばれ，

(推定関数から得られる)推定量の一致性を保証するための重要な条件である．
$S$ に属する未知の確率分布 $p(x;\theta_{0})$ からのランダムサンプル $X_{1}$ , . . . , $X_{n}$

(互いに独立に同一の分布 $p(x;\theta_{0})$ に従う $n$個の確率変数).が与えられたとき，
推定関数 $u(x, \theta)$ によって推定方程式

$\sum_{i=1}^{n}u(X_{i}, \theta)=0$

が立てられる．この解として得られる，未知パラメータ $\theta_{0}$ の推定量 $\hat{\theta}$ を (し

ばしば) $M$-推定量というが，$M$-推定量は上記の条件を含むいくつかの正則条
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件 (例えば [13] の第 5章等を参照) の下で，以下のような一致性と漸近正規性

を持つ

一致性 $\hat{\theta}arrow\theta_{0}$ ( $narrow\infty$ のとき確率収束)

漸近正規性 而 ( $\theta$
–

$\theta$0) $arrow N(0, Avar(\hat{\theta}))$ ( $narrow\infty$ のとき分布収束)

ここで，Avar $(\hat{\theta})$ は $\hat{\theta}$ の漸近分散共分散行列と呼ばれ，推定関数 $u(x, \theta)$ に

よって

Avar $(\hat{\theta})=\{A(\theta_{0})\}^{-1}B(\theta_{0})\{A(\theta_{0})\}^{-T}$ , (9)

但し $A(\theta)$ $:=E_{\theta} \{\frac{\partial u}{\partial\theta}(x, \theta)\},$ $B(\theta)$ $:=E_{\theta}\{u(x, \theta)u(x, \theta)^{T}\}$

と表されるが，これが (対称行列の順序関係の意味で) 小さいほど，$\hat{\theta}$ は (漸近
的に) 精度の良い推定量ということになる．
2.3節でも述べたように，パラメトリック推測 (パラメトリックモデル $S$ に

基づく統計的推測) における最も基本的なパラメータ推定法は最尤推定法 (最
尤法) である．最尤法ではスコア関数が推定関数の役割を果たし，またその意
味では上記のような推定関数に基づくパラメータ推定法は最尤法の拡張とも
見なせるが，よく知られているように，最尤推定量の漸近分散共分散行列は
Fisher情報行列の逆行列で与えられ，$M$-推定量を含む漸近正規性を持った推
定量のクラスにおいて最小の漸近分散共分散行列となる．したがって，パラ
メトリック推測においては多くの場合，最尤法が用いられるが，最尤法があ
まり適切ではないと考えられる場合にはそれ以外の方法が用いられることも
ある．例えば，データに外れ値が混入している場合には最尤法はその影響を
受けやすいので，(外れ値の影響を緩和するために) スコア関数をやや修正し
た形の推定関数を用いたり ([14], [15], [16]), 最尤法による計算が複雑あるい
は困難な場合には，計算がより単純となるような推定法 (推定関数) を用いた
りすることがある ([17]).
また推定関数は，パラメータ $\theta$ が興味あるパラメータと局外パラメータ (興
味のないパラメータ) から構成されている場合に，興味あるパラメータだけ
を直接推定するためにも用いられるが ([18]), 特に局外パラメータが無限次
元となるようなセミパラメトリックモデルにおいては，その局外パラメータ
の推定を介さずに有限次元の興味あるパラメータを直接推定する目的で 応
用上よく用いられる．セミパラメトリックモデルにおける推定関数について
は，[19] による情報幾何学の観点からの研究があるが，本稿で扱う推定関数
は定義 5のようなパラメトリックモデルにおける推定関数で，しかも確率分
布を規定するパラメータ全体を推定するためのものであり，そこから誘導さ
れる幾何構造として以下で議論するものは，[19] で扱われているものとは異
なる．
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4.2 推定関数の標準化

推定関数から誘導される幾何構造について述べる前に，そのために必要と
なる概念について述べておく．

パラメトリックモデノレ $S=\{p(x;\theta)|\theta\in\Theta\}$ ( $\Theta$ は $R^{d}$ の開集合) における

2つの推定関数 $u(x, \theta)$ と $v(x, \theta)$ に対し，パラメータ $\theta$ のみに依存するある
$d$次正則行列 $M(\theta)$ が存在して

$v(x, \theta)=M(\theta)u(x, \theta)(\forall\theta\in\Theta, \forall x\in \mathcal{X})$

と書けるとき，$u(x, \theta)$ と $v(x, \theta)$ は互いに同値であると言われる．同値と言
われる所以は，これらの与える $M$-推定量が同じものになるということであ
るが，実際，上記の推定関数 $v(x, \theta)$ に対し，( $S$ に属するある分布からの) ラ
ンダムサンプルに基づいて構成される推定方程式は，推定関数 $u(x, \theta)$ から

のものに帰着する．

一般に ( $S$ における) 推定関数 $u(x, \theta)$ が与えられたとき，それと同値な推
定関数は無数にあるが , 特に

$u_{*}(x, \theta)$ $:=E_{\theta}\{s(x, \theta)u(x, \theta)^{T}\}[E_{\theta}\{u(x, \theta)u(x, \theta)^{T}\}]^{-1}u(x, \theta)$

$= -A(\theta)\{B(\theta)\}^{-1}u(x, \theta)$ (10)

で与えられるものを推定関数 $u(x, \theta)$ の標準化 (standardization), あるい

は標準化された推定関数 (standardized esti1nating function) という ([20]). こ

れは，幾何学的には Hilbert空間

$\mathcal{H}_{\theta}:=\{a(x)|E_{\theta}\{a(x)\}=0, E_{\theta}\{a(x)^{2}\}<\infty\}$

内積 $<a(x)$ , $b(x)>_{\theta}:=E_{\theta}\{a(x)b(\theta)\}(\forall a(\theta), \forall b(x)\in \mathcal{H}_{\theta})$

において，$\theta$ に関するスコア関数 $s(x, \theta)$ の各成分を $u(x, \theta)$ の各成分が張る

( $d$次元)線型部分空間に直交射影することによって得られるものであるが (す
なわち $u_{*}(x, \theta)$ の第 $i$ 成分はスコア関数の第 $i$ 成分をこの部分空間へ直交射

影したもの), この標準化を用いると，推定関数 $u(x, \theta)$ から得られる $M$-推定

量 $\hat{\theta}$ の漸近分散共分散行列 (9) は以下のように表される．

Avar $(\hat{\theta})=\{G(\theta_{0})\}^{-1},$

但し $G(\theta):=E_{\theta}\{u_{*}(x, \theta)u_{*}(x, \theta)^{T}\}.$
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推定関数 $u(x, \theta)$ が特にスコア関数のときは，その標準化もまたスコア関数
であり，行列 $G(\theta)$ は Fisher情報行列に帰着するので，Fisher情報行列のあ
る種の一般化と見なされる．また，$G(\theta_{0})$ が (対称行列の順序関係の意味で)
大きいほど推定量 $\hat{\theta}$ の漸近分散共分散行列が小さくなる (漸近的に精度よく
推定できる) という意味で，行列 $G(\theta)$ は Fisher情報行列と同様の役割を果た
し，Godambe情報行列と呼ばれることもある．

推定関数 $u(x, \theta)$ に対し，その標準化と言った場合，

$u^{*}(x, \theta):=\{A(\theta)\}^{-1}u(x, \theta)$

で与えられるものを指すこともあるが ([21]), これは $u(x, \theta)$ から得られる M-

推定量 $\hat{\theta}$ の影響関数 (influence function) と呼ばれるものの (-1)倍に相当し，

またこれを用いると $\hat{\theta}$ の漸近分散共分散行列は以下のように表される．

Avar $(\hat{\theta})=E_{\theta_{0}}\{u^{*}(x, \theta_{0})u^{*}(x, \theta_{0})^{T}\}.$

すなわち，この場合は (逆行列を取らずに)標準化された推定関数の分散共分

散行列そのもので与えられるが，これは $u_{*}(x, \theta)$ と $-u^{*}(x, \theta)$ が以下の意味

で互いに双対な関係にあることによる．

$<u_{*i}(x, \theta), -u^{*j}(x, \theta)>_{\theta}=\delta_{i}^{j},$

但し $u_{*i}(x, \theta)$ , $u^{*i}(x, \theta)$ はそれぞれ $u_{*}(x, \theta)$ , $u^{*}(x, \theta)$の第 $i$成分 $(i=1, \ldots, d)$

を表し，また $\delta_{i}^{j}$ はクロネッカーのデルタである．

このように，推定関数の標準化には 2種類のものが存在しているが，以下
の議論で用いるのは前者，すなわち $u_{*}(x, \theta)$ の方であり，推定関数から誘導
される幾何構造 (振れを許す統計多様体) を論じる上で重要な役割を果たす．

5 推定関数から誘導される振れを許す統計多様体

5.1 推定関数から連想されるプレコントラスト関数

2.3節で見たように，パラメトリックモデル $S$ 上の Kullback-Leibler ダイ

バージェンス (3) はコントラスト関数であるから，これを 1回微分すること

により，以下のような $S$上のプレコントラスト関数 $\rho_{KL}$ が得られる．

$\rho_{KL}((\partial_{j})_{p_{1}},p_{2}) :=(\partial_{j})_{p_{1}}\phi_{KL}(p_{1},p_{2})$

$= - \int_{\mathcal{X}}s^{j}(x, \theta_{1})p(x;\theta_{2})v(dx)$ (11)
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但し，$p_{l}(x)=p(x;\theta_{l})(l=1,2)$ は $S$ の任意の元であり，また，$\partial_{j}=\frac{\partial}{\partial\theta^{j}}(i=$

$1$ , . . . , d) である．3.2節の手続きに従ってこのプレコントラスト関数から誘

導される幾何構造は，コントラスト関数としての Kullback-Leibler ダイバー
ジェンスから誘導される幾何構造 $($Fisher計$量と e, m- 接続)$ と同一のもので

あるが，この幾何構造は最尤推定量の幾何学的描像を与えるものである．一

方，プレコントラスト関数 (11) は最尤推定量を与える推定関数であるスコ

ァ関数 (のみ) によって記述されている．そこで，一般の推定関数についても

(11) と同様のものを考えれば，その $M$-推定量に関連する幾何構造を誘導す

るプレコントラスト関数が得られるであろうと期待される．しかしながら，
(11) におけるスコア関数 (の第 $j$ 成分) のところを単に一般の推定関数 (の第
$i$成分) に置き換えただけでは，プレコントラスト関数が得られるとは限らな

い．ここで重要な役割を果たすのが 推定関数の標準化である．

命題 2(推定関数から連想されるプレコントラスト関数)

パラメトリックモデル $S$ における推定関数 $u(x, \theta)$ に対し，

$\rho_{u}((\partial_{\dot{j}})_{p_{1}},p_{2}) :=-\int_{\mathcal{X}}u_{*}^{j}(x,\theta_{1})p(x;\theta_{2})\nu(dx)(j=1, \ldots, d)$ (12)

によって，$S$上のプレコントラスト関数 $\rho$、が定まる．但し，$u_{*}^{j}(x, \theta)$ は (10)
で与えられる，推定関数 $u(x, \theta)$ の標準化 $u_{*}(x, \theta)$ の第 $i$ 成分である．また，
この定義は座標系 (パラメータ) の取り方に依らない．

プレコントラスト関数は，3.2節の定義 4における $(a)$ によって与えられる

ベクトル場 (あるいは接ベクトル) に関する線型性を持つので，(もしプレコン

トラスト関数であるならば) (12) のように $S$ の任意の 2点 $p_{1},p_{2}$ と $p_{1}$ におけ

る接空間の基底に対して定義されていれば十分であるが，(12) の形から，こ
の定義において推定関数の標準化 (の各成分) $\{u_{*}^{1}(x, \theta), . . . , u_{*}^{d}(x, \theta)\}$ は $S$ の

接空間 $T_{p}(S)(p(x)=p(x;\theta))$ の基底 $\{(\partial_{1})_{p}, . . . , (\partial_{d})_{p}\}$ の役割を担っている

ものと考えられる．実際 座標変換 (パラメータ変換) $\eta=\Phi(\theta)$ に対して，$\Re\acute{\xi}$

定関数が $u(x, \theta)$ から $v(x, \eta)=u(x, \Phi^{-1}(\eta))$ へと変換されるものとすると，

これらの標準化の間には，多様体の座標変換に伴う接空間の基底変換ルール
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と同じものが成り立つ．すなわち，

$v_{*}(x, \eta)=(\frac{\partial\theta}{\partial\eta})^{T}u_{*}(x, \theta)$ .

またこのことから，(12) の定義が座標系の取り方に依らないことも言える．

式 (12) によって定義される $TS\cross S$上の関数 $\rho_{u}$ がプレコントラスト関数

の定義 4における 3つの条件を満たすことは以下のようにして分かる．まず，
$(a)$ のベクトル場 (接ベクトル) に関する線型性については，(これを前提にし

て (12) のように定義しているわけであるが) (12) の右辺の積分の線型性によ

る．次に (b)については，これは (ほとんど) 推定関数の不偏性そのものであ

る．すなわち，$\forall p(x)=p(x;\theta)\in S,$ $j=1$ , . . . , $d$ に対して

$\rho_{u}[\partial_{j}|](p)=\rho_{u}((\partial_{j})_{p},p)=-\int_{\mathcal{X}}u_{*}^{j}(x, \theta)p(x;\theta)v(dx)=0$

$(u(x, \theta)$ の不偏性からその標準化 $u_{*}(x, \theta)$ もまた不偏性を持つことに注意).

また $(c)$ については，$\forall p(x)=p(x;\theta)\in S,$ $i=1$ , . . . , $d,$ $k=1$ , . . . , $d$ に対

して

$g_{jk}(\theta)$ $:=-\rho_{u}[\partial_{j}|\partial_{k}]4(P)$

$=$ $\frac{\partial}{\partial\theta_{2}^{\lambda:}}|_{\theta_{1}=\theta_{2}=\theta}\int_{\mathcal{X}}u_{*}^{J}$ $\theta_{1})p(x;\theta_{2})l$ノ $(dx)$

$= E_{\theta}\{\cdot u_{*}^{\dot{\gamma}}(x, \theta)s^{k}(x, \theta)\}$

$=$ $E_{\theta}\{u_{*}^{j}(x, \theta)u_{*}^{k}(x, \theta)\}$ (推定関数の標準化の定義より)

$=$ $G(\theta)_{\dot{J}^{k}}$ $($Godambe $情報行列の第 (i, 紛成分)$ .

すなわち，定義 4の $(c)$ における $g$ は，今の場合，Godambe情報行列を (座標
系に関する)計量行列とするような Riemann計量となる．

5.2 振れを許す統計多様体

3.2節で述べたように，一般にプレコントラスト関数からは振れを許す統計
多様体の構造が誘導されるが，(12) によって与えられるプレコントラスト関

数 $\rho$u については，上記の Riemann計量に加えて以下のような接続係数をも
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つ双対接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ が誘導される．

$\Gamma_{ij.k}(\theta) :=g(\nabla_{\partial_{i}}.\partial_{j}, \partial_{k})$

$= -\rho_{u}[\partial_{i}\partial_{j}|\partial_{k}](P)$

$= \frac{\partial}{\partial\theta_{i}^{j}}|_{\theta_{1}=\theta_{2}=\theta}E_{\theta}\{u_{*}^{j}.(x, \theta_{1})s^{k}(x, \theta_{2})\}$

$= E_{\theta}[\{\partial_{i}u_{*}^{j}(x, \theta)\}s^{k}(x, \theta$

$\Gamma_{j_{ノ}k,j}^{*}(\theta):=g(\partial_{j}, \nabla_{\partial}^{*}$

$= -\rho_{u}[\partial_{J}\prime|\partial_{i}\partial_{\lambda}.](p)$

$= \frac{\partial}{\partial\theta_{2}^{i}}|_{\theta_{1}=\theta_{2}=\theta}\int_{\mathcal{X}}u_{*}^{j}(x, \theta_{1})\partial_{k}p(x;\theta_{2})\nu(dx)$

$= \int_{\mathcal{X}}u_{*}^{j^{1}}(x, \theta)\partial_{i-}\partial_{h}.p(x;\theta)v(dx)$ .

これらは形式的には，(Kullback-Leiblerダイバージェンスから誘導される) e-
接続と $m$-接続の接続係数の表式 (5) において，スコア関数のところの一部を
(一般の)推定関数の標準化に置き換えただけであり，$\nabla^{*}$ の方については，m-
接続の場合と同様に常に挨れがないが (実際 $\Gamma_{?}^{*}$ $=\Gamma_{ki,j}^{*}$ が成り立つ), 大き

く異なるのは，$\nabla$ の方で振れが生じ得るということである．但し，もし推定関
数 $u(x, \theta)$ の標準化 $u_{*}(x, \theta)$ がパラメータ $\theta$ に関して可積分であるならば，つ
まり，ある実数値関数 $\psi(x, \theta)$ が存在して $\partial_{j}\psi(x, \theta)=u_{*}^{j}(x, \theta)(i=1, \ldots, d)$

が成り立つならば，$\Gamma_{ij_{:}k}=\Gamma_{ji_{:}\lambda}$. となり，$\nabla$ にも振れがなくなる．またこの場

合は，上記の Riemann計量 9と双対接続 $\nabla,$ $\nabla^{*}$ を誘導する $S$上のコントラス

ト関数が，以下のように構成できる．
$\forall p_{1}(x)=p(x;\theta_{1})$ , $\forall p_{2}(x)=p(x;\theta_{2})\in S$ に対して，

$\phi_{u}(p_{1},p_{2})$ $:= \int_{\mathcal{X}}\psi(x, \theta_{2})p(x;\theta_{2})\nu(dx)-\int_{\mathcal{X}}\psi(x, \theta_{1})p(x;\theta_{2})\nu(dx)$

$= \int_{\mathcal{X}}\{\psi(x, \theta_{2})-\psi(x, \theta_{1})\}p(x;\theta_{2})_{lノ}(dx)$ .

しかしながら，$u_{*}(x, \theta)$ がパラメータ $\theta$ に関して非可積分な場合は，アファイ
ン接続 $\nabla$ に挨れが生じる可能性がある．
推定関数から ((12) のプレコントラスト関数を通じて) 誘導される，上記の
挨れを許す統計多様体の構造の具体的な例についてはここでは述べないが，
それについては [1] を参照されたい．そこでは，非可積分な推定関数として
[22] で取り上げられている例に対し，上記の Riemann計量と双対接続の導出
(計算) を行っているが，この場合，アファイン接続 $\nabla$ には実際忙振れが生じ
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ており，また $\nabla^{*}$ の方は特に平坦となっている．さらに，推定関数から連想さ
れるプレコントラスト関数 (12) は，(遠隔平行性空間における)標準的なプレ
コントラスト関数 (7) に一致している．

6 おわりに

本稿では 推定関数から (プレコントラスト関数を通じて) 誘導される振れ
を許す統計多様体の構造について，その背景となる基礎事項と共に解説を行っ
た．推定関数から連想されるプレコントラスト関数は 形式的には Kullback-
Leibler ダイバージェンスを微分して得られるプレコントラスト関数におい
て，そこに現れるスコア関数の部分を推定関数の標準化に置き換えただけの
ものであるが，標準化の役割や導出される Riemann計量が Godambe情報行
列で与えられることなどから，(少なくとも数学的には) 自然なプレコントラ
スト関数であると考えられる．しかしながら，そこから誘導される挨れを許
す統計多様体の統計的意味については，まだほとんどよく分かっていない．
例えば 第 3.3節の一般化射影定理において，仮に多様体 $M$ を有限離散分
布全体，$N$ をその中におけるある統計モデル (パラメトリックモデル) とし，
点 $q$ をデータから得られる経験分布，$\rho$ を $N$ におけるある推定関数から連想
されるプレコントラスト関数とすると，(8) はまさに推定方程式そのものであ
り，推定方程式の解としての $M$-推定量は，経験分布から統計モデルへの $\nabla^{*}-$

射影 ( $\nabla^{*}$-測地線による直交射影) で与えられることが期待される．しかしな
がら，プレコントラスト関数から直接誘導されるのは統計モデル $N$の幾何構
造 (振れを許す統計多様体の構造) のみであり，それが $M$全体にどのように
(自然に) 拡張されるのかはあまり自明ではない．
また，最尤法の (外れ値に対する) ロバスト化を目的として導入された $\beta-$ダ
イバージェンス ([14], [23]) もまた，Kullback-Leibler ダイバージェンスと同
様にパラメトリックな統計モデル上の 1つのコントラスト関数となるが，そ
れを微分して得られるプレコントラスト関数において現れる推定関数は，必
ずしも標準化されていない．これは，推定関数から (プレコントラスト関数
を通して) 幾何構造を誘導する際，標準化を行うことが唯一の方法というわ
けではないことを示唆しているが，仮に $\beta-$ダイバージエンスから得られるプ
レコントラスト関数が特別な例だとしても，そこから誘導される幾何構造と
標準化を行った場合の幾何構造が，(特に統計的推論との関わりにおいて) ど
のように異なるかもまだよく分かっていない．

他にも様々な観点から問題が考えられるが，本稿で論じた，推定関数から
誘導される幾何構造の統計的意味の解明は今後の課題である．
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