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1. はじめに

調和写像は，通常レビチビタ接続を用いて定義される．本発表ではヘッセ領域を
統計多様体とみなし，レビ・チビタ接続と限らない $\alpha$-接続による調和写像の定義・性
質例を統計部分多様体 (等位曲面など) に対して紹介する．まずヘッセ領域上の双対

平坦構造について確認する．次にヘッセ領域の等位曲面 (リーマン計量のポテンシャ

ル関数が一定の値をとるような曲面) の性質を述べる．そして通常の調和写像の定義，
$\alpha$-接続による調和写像の定義を (共同研究会場で述べなかった定義も含めて) 紹介し，

ヘッセ領域の等位曲面に関する例を挙げる．

背景を説明する．

リーマン多様体の調和写像の代表例として測地線，ケーラー多様体間の正則写像な
どが挙げられる．またリーマン多様体間の写像のホモトピー類の代表元として調和写

像がしばしば選ばれる．しかしある条件の下，エルミート多様体からリーマン多様体

への写像のホモトピー類の代表元として調和写像ではなく，エルミート調和写像を選
ぶことができるという報告がある [JY] [Ni] [GK]. かつエルミート調和写像の類似であ

るアファイン調和写像に関しても，ケーラー．アファイン多様体上で同様の定理があ

る [J\S ].

アファイン幾何学，ヘッセ幾何学にもレビ・チビタ接続以外の接続による調和写像

は現れる．野水佐々木は中心アファインはめ込みのラプラシアンを，情報幾何学の
言葉で言えば，双対接続に関し計算している [NS1] [NS2]. 志磨は $n$ 次元等位曲面から

$(n+1)$ 次元双対アファイン空間への調和写像を，情報幾何学の言葉で言えば，双対接
続に関し計算している [S1]. しかし双対接続によるその他の調和写像ならびに同次元

曲面間の調和写像について，あまり調べられていないようである．そこで等位曲面間
の $\alpha$-接続による調和写像についての結果を紹介する．

写像のホモトピーに関する応用も無く，統計学・データ解析学に関する応用も見つけ

ていない．しかし見通しの良くなる現象があることを期待しつつ定義・性質を挙げる．

2. ヘッセ領域の双対平坦構造
実アフアイン空間 $A^{n+1}$ (real affine space of $\dim(n+1)$ ) 上の標準平坦アファイン

接続 (canonical flat affine connection) を $D$ , アファイン座標系を $\{x^{1}, \cdots, x^{n+1}\}$ と

する $(ie. Ddx^{i}=0, i=1, \cdots, n+1)$ 領域 $\Omega\subset A^{n+1}$ と $\Omega$ 上の関数 $\varphi$ に対し，
$g=Dd\varphi=(\partial^{2}\varphi/\partial x^{i}\partial x^{j})dx^{i}dx^{j}$ を擬リーマン計量 (pseudo-Riemannian metric) とす
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る．このとき $(\Omega, D, g)$ をヘッセ領域 (Hessian domain) という．

多様体 $N$上の擬リーマン計量 $h$ と振率 $0$ のアファイン接続 $\nabla$ に対し， $\nabla h$が対称 $(0,3)-$

テンソル場であるとする．このとき $(N, \nabla, h)$ は統計多様体 (statistical manifold) と

よばれる (注 :統計多様体の定義は何通りかある [M]. しかしヘッセ領域との関連を調

べるため上述の定義とする．)

以下 $g$ を正定値とする．

ヘッセ領域 $(\Omega, D, g=Dd\varphi)$ は平坦統計多様体である．逆に，平坦統計多様体は局所

的にヘッセ領域となる [AN] [S2] [S3].
$A^{n+1}$ の双対アファイン空間 (dual affine space) を $A_{n+1}^{*}$ とする． $\{x^{1}, \cdots, x^{n+1}\}$ に関

する双対アファイン座標系を $\{x_{1}^{*}, . . . , x_{n+1}^{*}\}$ とし， $A_{n+1}^{*}$ 上の標準平坦アファイン接続

を $D^{*}$ とする．ヘッセ領域 $(\Omega, D, g)$ から $(A_{n+1}^{*}, D^{*})$ への勾配写像 (gradient mapping)
$\iota$ を次で定義する．

$x_{i}^{*}o\iota=-\underline{\partial\varphi} \dot{\iota}=1, \cdots, n+1$ (1)
$\partial x^{i}$

’

さらに $\Omega$ 上の平坦アファイン接続 D’を次で定義すると，D’は $D$ の双対平坦アファイ

ン接続 (dually flat affine connection) となる．ここで $l_{*}$ は写像 $l$ の微分である．

$\iota_{*}(D_{X}’Y)=D_{X}^{*}\iota_{*}(Y) , X, Y\in\Gamma(T\Omega)$ (2)

ここで $\Gamma$ (T$\Omega$ ) を $\Omega$ 上のなめらかなベクトル場全体とする．ヘッセ領域 $(\Omega, D, g)$ を統計

多様体とみなすとき， $(\Omega, D’, g)$ は $(\Omega, D, g)$ の双対平坦統計多様体である．

3. ヘッセ領域の等位曲面の 1-共形平坦性

ヘッセ領域の等位曲面に関する定理をいくつか紹介する．「等位曲面は 1-共形平坦統

計多様体 (1-conformally flat statistical manifold) である」 という定理と 「 $1$ -共形平坦

統計多様体からヘッセ領域が誘導される」 という定理に，大雑把だが分類することが

できる．

統計多様体や情報幾何学の研究に 1-共形平坦統計多様体がしばしば利用される理由

として，次の事実が挙げられる．

Fact 1. $([K])$ 統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が 1-共形平坦となるのは，双対接続 $\nabla$ が対称

リッチテンソルをもつ射影平坦接続となる場合に限る．

Fact 2. ([K]) 単連結統計多様体 $(M, \nabla, h)$ が $R^{n+1}$ へ実現可能なのは， $(M, \nabla, h)$ が

1-共形平坦となる場合に限る．

上記は文献 [K] Proposition 1, Corollary の和訳 (意訳) である．(注 :第 41回幾何学シ

ンポジウム講演要旨 (1994年，於筑波大学) の黒瀬俊先生の頁に，文献 [K] の内容が

日本語で記されている．そこには統計多様体ではなく 「統性多様体」 という絶滅危惧用

語が使われている．) Fact 2の「実現可能」 とは，「等積はめこみ (equiaffine immersion)

からアファイン接続 $\nabla$ とリーマン計量 $h$ が得られる」 という意味である．実現するた

めの等積はめこみは，アファイン変換の自由度を除き一意に定まる．
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$M$ を $(n+1)$ 次元ヘッセ領域 $(\Omega, D, g=Dd\varphi)$ 上の関数 $\varphi$ の，単連結な $n$次元等位曲
面 (level surface) とする $(n\geq 2)$ $M$上に誘導される部分多様体としての接続，リー

マン計量を同じ記号 $D,$ $g$ で表す．$(注 :文献 [HS], [UOFI] ではヘッセ領域を (\Omega,\tilde{D},\tilde{g})$ ,

等位曲面を $(M, D, g)$ と区別している．) このとき次が従う．

Theorem 1. ([UOFII) ヘッセ領域 $(\Omega, D, g)$ を平坦統計多様体とみなすとき，等位

曲面 $(M, D, g)$ は $(\Omega, D, g)$ の 1-共形平坦統計部分多様体となる．

Theorem 2. ([UOFI]) リーマン計量をもつ $n$ 次元 1-共形平坦統計多様体 $(n\geq 2)$

は，局所的に $(n+1)$ 次元平坦統計多様体の統計部分多様体として表される．

Theorem 1の証明概要: $\tilde{E}$ を $g$ による $\Omega$上の勾配ベクトル場とする．すなわち $X\in T\Omega$

に対し， $g(X,\tilde{E})=d\varphi(X)$ と定義する．領域 $\Omega$ の部分集合 $\Omega$

。
$=\{x\in\Omega|d\varphi_{x}\neq 0\}$ の

ベクトル場 $E$ を次で定める．

$E=-d\varphi(\tilde{E})^{-1}\tilde{E}$ on $\Omega$。:正規化された勾配ベクトル場 (3)

$x\in\Omega_{o}$ に対し，ベクトル $E_{x}$ はリーマン計量 $g$ に関して接空間 $T_{x}M$ に直交する． ここ

で $M$ は関数 $\varphi$ の等位曲面で $x$ を含むものとする ( $M$ は $n$次元であることに注意) $id$

を等位曲面 $M$ から $\Omega$ への標準的はめ込みとする．アファイン接続 $D$ とアファインは

め込み $(id, E)$ に対し， $M$ 上の誘導アファイン接続 $D^{E}$ , アファイン基本形式 $g^{E}$ を次

で定義する．

$D_{X}Y=D_{X}^{E}Y+g^{E}(X, Y)E$ for $X,$ $Y\in\Gamma(TM)$ (4)

このとき部分多様体としての構造 $(M, D, g)$ とアファインはめ込みとしての構造

$(M, D^{E}, g^{E})$ が一致することを，計算により確認することができる．また横断的ベクト
ル場 $E$ を次のように分解する．

$D_{X}E=S^{E}(X)+\tau^{E}(X)E for_{J}X\in\Gamma(TM)$ (5)

ここで $S$ をシェイプ作用素 (shape operator) , $\tau$ を横断的接続形式 (transversal con-
nection form) という．文献 [HS] には $\tau^{\tilde{E}}(X)=(d\log|d\varphi(\tilde{E})|)(X)$ が示されている．し

かし正規化された $E$ に対しては $\tau^{E}(X)=0$ が成り立つ．すなわち $(id, E)$ は非退化等

積アファインはめ込みであり，Fact 2より $(M, D^{E}, g^{E})$ は 1-共形平坦統計多様体とな

る．ゆえに統計部分多様体 $(M, D, g)$ は 1-共形平坦である．◇

Theorem 2を示すには，1-共形平坦統計多様体を実現するアファインはめ込みを，横
断的ベクトル場 $E$ に沿って各点を移動させ，次元が 1だけ高い統計多様体を構成すれ
ばよい．

さて Theorem 2は，1個の 1-共形平坦統計多様体が平坦統計多様体 (ヘッセ領域) の

部分多様体 (特に等位曲面) として表されるというものである．ゆえに次の問題が生

じる．
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問題 : 1-共形平坦統計多様体の複数個 (連続濃度) の集合 (葉層構造 (foliation))

が与えられたとき，それぞれを部分多様体とするような $(n+1)$ 次元平坦統計多様体

( $(n+1)$ 次元ヘッセ領域) を「共通に」 1つ選ぶことは可能だろうか．

それぞれの 1-共形平坦統計多様体を実現するアファインはめこみに対するシェイプ作

用素 $S$ , 横断的ベクトル場 $E$ がいくつかの条件をみたすとき，この問題は肯定的に解決

される (注 :文献 [U3] と [U5] に説明されている．[U5] の方がより正確である．). 葉層

構造上にアファイン接続とリーマン計量を定義し，それらがコダッチ方程式 (Codazzi

equation) をみたすことを示せばよい．なお平坦多様体において，リーマン計量 $g$ が

ヘッセ計量であることと，コダッチ方程式 $(D_{X}g)(Y, Z)=(D_{Y}g)(X, Z)$ をみたすこと

は同値である [S2] [S3].

4. 等位曲面とアファインはめこみ

同一ヘッセ領域の異なる等位曲面間の関係について述べる．そのため等位曲面を実

現するアファインはめこみ，余法線はめ込み， $\alpha$-共形同値性について最初に説明する．

統計多様体の立場で言えば，アファインはめこみが主座標に関連し，余法線はめ込み

が双対座標に関連する．なお次節以降の内容と直接には無関係の内容もあるが，第 3節

の問題の解決に必要な設定を，多く説明する [I] [NP] [NS1] [UOF2].

Theorem 1の証明概要に挙げられた等位曲面 $(M, D, g)$ , アファインはめ込み $(id, E)$ ,

分解 (4) を考える．このとき式 (1) で定義された勾配写像 $\iota$ の $M$への制限写像 (同じ記号

$\iota$ であらわす) は，アファインはめ込み $(id, E)$ の余法線はめ込み (conormal immersion)

となる．すなわち次をみたす．

$\langle\iota(p)$ , $Y_{p}\rangle=0$ for $Y_{p}\in T_{p}M,$ $\langle\iota(p)$ , $E_{p}\rangle=1$ for $p\in M$ (6)

ただし $T_{p}A^{n+1}$ を $A^{n+1}$ とみなし， $a\in A_{n+1}^{*}$ と $b\in A^{n+1}$ のペアリングを $\langle a,$ $b\rangle$ とする．

また余法線はめ込み $\iota$ とその微分 $\iota_{*}$ は次をみたすことが，知られている．

$\langle\iota_{*}(Y)$ , $E\rangle=0,$ $\langle\iota_{*}(Y)$ , $X\rangle=-g(Y, X)$ for $X,$ $Y\in\Gamma(TM)$ (7)

(注 :式 (6), (7) は勾配写像に限らない余法線はめ込みの性質である．) さらに余法線

はめ込み $\iota$ : $Marrow A_{n+1}^{*}-\{O\}$ は中心アファイン超曲面 (centro-affine hypersurface)

となる．ここで中心アファイン超曲面とは，横断的ベクトル場を各点の位置ベクトル

(の逆符号) とするアファインはめ込みから，得られる曲面である．統計多様体を意識

すれば，等位曲面 $M$ を双対座標で表示したものが余法線はめこみであると言える．

等位曲面間の写像を，双対座標による射影変換により定義しよう． $M$が含まれるヘッ

セ領域 $\Omega$ の， $n$ 次元等位曲面 $\hat{M}$ を考える． $\hat{M}$ のアファインはめこみに対応する余法

線はめ込みを， $\hat{\iota}:\hat{M}arrow A_{n+1}^{*}-\{0\}$ とする．(注 :2つの余法線はめ込み $l,\hat{\iota}$ は，いず

れも勾配写像 $\iota$ を等位曲面上へ制限したものである．記号が煩雑にならないよう， $\hat{M}$

に対する方のみを $\hat{\iota}$ と記す．) 以下局所的な話に限る． $M$ 上の関数 $\lambda$ を， $p\in M$ に対し

$e^{\lambda(p)}\iota(p)\in\hat{\iota}(\hat{M})$ をみたす値 $\lambda(p)\in R^{+}$ を対応させることで定義する．すなわち双対座

標に関し点 $p$ の位置ベクトルを，原点を基準に虚へ射影するときの「伸縮率」 を $e^{\lambda(p)}$
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とする．さらに $M$上の関数 $e^{\lambda}$ を， $(e^{\lambda})(p)=e^{\lambda(p)}$ により定義する．そして等位曲面間

の写像 $\pi$ : $Marrow\hat{M}$ を次により定義する．

$\hat{\iota}0\pi=e^{\lambda}\iota$ (8)

次に写像 $\pi$ とアファイン接続，リーマン計量との関係について考察する．等位曲面
$\hat{M}$ の統計多様体としての構造を $(\hat{M},\hat{D},\hat{g})$ とする．異なる曲面 $M$ と $\hat{M}$ の構造を直接

比較することはできない．そのため $\hat{M}$ 上の接続と計量を $M$ 上へ引き戻す．式 (9) (10)

で定義される $M$ 上のアファイン接続 $D,$ $D’$ を， $\hat{M}$ 上のアファイン接続 $\hat{D},$ $\hat{D}’(\hat{D}$ の

双対接続) の $M$ 上への引き戻しとする．

$\pi_{*}(D_{X}Y) = \hat{D}_{\pi.(X)}\pi_{*}(Y)$ , (9)

$\pi_{*}(D_{X}’Y)$ $=$ $\hat{D}_{\pi.(X)}’\pi_{*}(Y)$ for $X,$ $Y\in r(TM)$ (10)

式 (11) で定義される $\overline{g}$ を， $\hat{M}$ 上のリーマン計量 $\hat{g}$ の $M$ 上への引き戻しとする．

$\overline{g}(X, Y)=e^{\lambda}g(X, Y)=\hat{g}(\pi_{*}(X), \pi_{*}(Y))$ (11)

式 (11) 中辺，右辺間の等号は，中心アファイン超曲面の射影の性質による．このと

き $(M, D_{\overline{9}})$ は統計多様体であり，D’は の双対接続となる．したがって $(M, D, g)$

と $(\hat{M},\hat{D},\hat{g})$ ではなく， $(M, D, g)$ と $(M, D,\overline{g})$ の関係を示すことで等位曲面間の性質を

表す．

$D$ に対する $\alpha$ 接続 ( $\alpha$-connection) を $D^{(\alpha)}$ とし， $\overline{D}$ に対する $\alpha$ 接続を $D^{(\alpha)}$ とする．

$D^{(\alpha)}= \frac{(1+\alpha)D+(1-\alpha)D’}{2}, D^{(\alpha)}=\frac{(1+\alpha)D+(1-\alpha)\overline{D}’}{2}$ (12)

このとき，次の定理が成り立つ．

Theorem 3. $(M, D^{(\alpha)}, g)$ と $(M, D^{(\alpha)},\overline{g})-$ は $\alpha$-共形同値 ( $\alpha$-conformally equivalent)

である．

Theorem 3の証明は，以下に挙げる $\alpha$-共形同値性の定義と， $\alpha=1,$ $-1$ の場合の証明

([UOF2]) を基になされる．式 (13) (14) (15) の $\phi$ を $\lambda$ へ置き換えるなどすればよい．

$\alpha\in R$に対し，統計多様体 $(N, \nabla, h)$ と $(N, \nabla,\overline{h})$ が $\alpha$-共形同値 $(\alpha$-conformally equiv-
alent) であるとは次をみたす $N$ 上の関数 $\phi$ が存在することをいう．

$\overline{h}(X, Y) =e^{\phi}h(X, Y)$ , (13)

$h(\nabla_{X}Y, Z)-$ $=$ $h( \nabla_{X}Y, Z)-\frac{1+\alpha}{2}d\phi(Z)h(X, Y)$ (14)

$+ \frac{1-\alpha}{2}\{d\phi(X)h(Y, Z)+d\phi(Y)h(X, Z X, Y, Z\in\Gamma(TN)(15)$

さらに $\nabla-$ が平坦であるとき， $(N, \nabla, h)$ は $\alpha$-共形平坦 ( $\alpha$-conformally flat) であるとい

う $[K|.$
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第 3節で述べた 1-共形平坦， $(-1)$-共形平坦は，それぞれ $\alpha=1,$ $-1$ の場合である．

$\alpha=-1$ の場合は，旧来からの射影幾何学を起源とする性質が統計多様体 (等位曲面)

へ現れる．しかしその他の値に対する $\alpha$接続の性質は， $\alpha=-1$ に対する性質の変形に

より 「強引に」導かれた感がある．例えば式 (14) (15) をみたす $\nabla$ と $\nabla-$ は， $\alpha=-1$ の

場合射影同値とよばれ， $\alpha=1$ の場合双対射影同値とよばれる [I].

本共同研究中に，「調和写像やその他の事象が自然に定義できるよう，式 (14) (15) の

定義を変更すれば如何か」 という意見があった．(注 :式 (14) (15) の有用性の否定では
ない．)

5. 調和写像 (Harmonic maps)

第 5節から第 8節にかけては「調和」，「ラプラシアン」 に関する既出概念の解説が多

くを占める．詳細について該当論文書籍をご覧願う．まず調和写像の復習を，文献

[EL], [Ur] を参考に行う．

リーマン多様体 (Riemannian manifold) $(M, g)(\dim M=m)$ から $(N, h)(\dim N=$

n) への $C^{\infty}$ 級写像 $\phi$ が調和写像 (harmonic map) であるとは，写像 $\phi$ のエネルギー

(energy)

$E( \phi)=\int_{M}e(\phi)v_{g},$ $v_{g}$ :体積要素 (volume form) on $M$ for $g$ (16)

が $E$ の $C^{\infty}(M, N)$ ( $M$ から $N$への $C^{\infty}$ 級写像の集合) での臨界点 (critical point) とな

るときをいう．ここで $\phi$ の任意の滑らかな変形 $\phi_{t}\in C^{\infty}(M, N)$ , $-\epsilon<t<\epsilon,$ $\phi_{0}=\phi$

に対して

$\frac{d}{dt}|_{t=0}E(\phi_{t})=0$ (17)

をみたすとき， $\phi$ を臨界点という．ただし $e(\phi)\in C^{0}(M)$ は $\phi\in C^{1}(M, N)$ の密度関数

(density function) であり次で定義される．

$e( \phi)(x)=\frac{1}{2}Tr_{g}(\phi^{*}h)(x)=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{m}h(\phi_{*}u_{i}, \phi_{*}u_{i}) , x\in M$ (18)

ここで $\{u_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $g_{x}$ に対する $T_{x}M$ の正規直交基底 (orthonormal basis) とする．(実際

は各点 $x\in M$ の近傍で局所正規直交標構場 (local orthonormal frame) $\{e_{i}\}_{i=1}^{m}$ をとれ

ば，積分計算が楽である．) 調和写像はリーマン計量 $g$ , んにより定まる． $g$ , んに対す

る Levi-Civita接続 (Levi-Civita connection) を $\nabla,$
$\hat{\nabla}$ とし， $\hat{\nabla}$ の $M$ 上への引き戻し

を $\tilde{\nabla}$ で表すと， $\phi\in C^{\infty}(M, N)$ が調和写像であるための必要十分条件は

$\tau(\phi)\equiv 0$ , where $\tau(\phi)(x)$ $=$ $\sum_{i=1}^{m}(\tilde{\nabla}_{e_{i}}\phi_{*}e_{i}-\phi_{*}\nabla_{e_{i}}e_{i})(x)\sim$

’
$x\in M$ , (19)

$\tilde{\nabla}_{e_{i}}\phi_{*}e_{i}$ $=$ $\hat{\nabla}_{\phi_{*}e_{i}}\phi_{*}e_{i}$ :引き戻しの定義 (20)

となる． $\tau(\phi)$ は $\{e_{i}\}_{i=1}^{m}$ の取り方によらないため $\tau(\phi)\in\Gamma(\phi^{-1}TN)$ をみたし， $\phi$ のテ

ンション場 (tension field) とよばれる．また行 (19) の方程式 $\tau(\phi)\equiv 0$ をオイラー
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ラグランジュ方程式 (Euler-Lagrange equation) という． $M,$ $N$ の局所座標系 (local

coordinate system) $\{x^{1}, , x^{rn}\},$ $\{y^{1}, , y^{n}\}$ と $\nabla,$
$\hat{\nabla}$ に対する Christoffel記号 $\Gamma_{i}^{k_{j}},$

$\hat{\Gamma}_{\alpha\beta}^{\gamma}$ とを用いれば， $x\in M$ における $\tau(\phi)$ の第 $\gamma$成分の値は次で表される．

$\tau(\phi)^{\gamma}(x) = g^{ij}\{\frac{\partial^{2}\phi^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}-\underline{\Gamma_{ij}^{k}(x)\frac{\partial\phi^{\gamma}}{\partial x^{k}}}+\hat{\Gamma}_{\alpha\beta}^{\gamma}(\phi(x))\frac{\partial\phi^{\alpha}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\phi^{\beta}}{\partialx^{j}}\}$ (21)

$= \Delta\phi^{\gamma}+g^{ij}\hat{\Gamma}_{\alpha\beta}^{\gamma}(\phi(x))\frac{\partial\phi^{\alpha}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\phi^{\beta}}{\partial x^{j}}, \gamma=1, \cdots, n$ , (22)

where $\phi^{\alpha}$ $=$ $y^{\alpha}o\phi,$ $\tau(\phi)(x)=\tau(\phi)^{\gamma}(x)\frac{\partial}{\partial y^{\gamma}}$ (23)

ここで Einstein の縮約を用いた (以下同様) なお式 (21) 下線部–の 2項は式 (19)
の $\tilde{\nabla}_{e_{i}}\phi_{*}e_{i}$ に起因し，アンダーブレイス の項は式 (19) の $\phi_{*}\nabla_{e_{i}}e_{i}$ に起因する．

ラプラシアン $($Laplacian, Laplace $op\check{erato}r)$
$\triangle$ の定義を確認しよう．まずリーマン

計量 $g$ に関する $f\in C^{\infty}(M)$ の勾配ベクトル場 grad $f$ を，次をみたすものとして定義

する．

$g(Y, grad f) =df(Y)=Yf, Y\in\Gamma(TM)$ (24)

次に C$\infty$ 級ベクトル場 $X\in\Gamma(TM)$ の発散 (divergence) $div(X)\in C^{\infty}(M)$ を次で定義

する．

$div(X)= \sum_{i=1}^{m}g(e_{i}, \nabla_{e_{i}}X)$ (25)

定義 (25) は $M$ 上の Levi-Civita接続 $\nabla$ に依存することに注意せよ．関数 $f\in C^{\infty}(M)$

のラプラシアン $\triangle$ を次で定義する．

$\triangle f$ $=$ $div$ grad $f$ (26)

$=g^{ij}( \frac{\partial^{2}f}{\partial x^{i}\partial x^{j}}-\Gamma_{ij}^{k}\frac{\partial f}{\partial x^{k}})$ (27)

$= \sum_{i=1}^{m}\{e_{i}(e_{i}f)-(\nabla_{e_{i}}e_{i})f\}$ (28)

定義 (26) は [EL], [Ur] でのラプラシアンの定義と逆符号であることに注意せよ．

6. アファイン調和写像 (Affine harmonic maps)
$M$ をアファイン多様体 (affine manifold) (座標変換がアファイン変換となる多様体),

$\{x^{1}, , x^{m}\}$ を $M$ の局所アファイン座標系 (local affine coordinate) とする． $M$ がケー

ラーアファイン (K\"ahler affine) であるとは， $M$ 上の 2-tensor

$g_{ij}dx^{i}dx^{j}$ (29)

が存在し，局所的にある凸関数 $\varphi$ があり

$g_{ij}= \frac{\partial^{2}\varphi}{\partial x^{i}\partial x^{j}}$ (30)
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と表せるときをいう (文献 [J\S ] には，Chengと Yau により導入された ([CY]) と述べ

られている．) 行列 $[g_{ij]}$ は正定値対称でありリーマン計量を定める．したがってケー

ラーアファイン多様体 $M$ に対し， $(M, D, g)$ は局所的にヘッセ領域となる．ただし $D$

を $M$ 上の標準平坦アファイン接続とし， $g=Dd\varphi=(\partial^{2}\varphi/\partial x^{i}\partial x^{j})dx^{i}dx^{j}$ とする．

ケーラーアファイン構造 (30) は次のアファイン不変な微分作用素 (affinely invariant
operator) $L$ を定める．

$L=g_{ij} \frac{\partial^{2}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}$ (31)

関数 $f$ : $Marrow R$がアファイン調和 (affine harmonic) であるとは，次をみたすときを

いう．

$Lf=0$ (32)

ケーラーアファイン多様体 $(M, g)$ とリーマン多様体 $(N, h)$ に対し写像 $\phi:Marrow N$

がアファイン調和であるとは，次をみたすときをいう．

$g^{\dot{\iota}}( \frac{\partial^{2}\phi^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}+\hat{\Gamma}_{\alpha\beta}^{\gamma}\frac{\partial\phi^{\alpha}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\phi^{\beta}}{\partial x^{j}})=0, \gamma=1, \cdots, \dim N$ (33)

ただし $\hat{\Gamma}$ をんに関する Levi-Civita接続の Christofffel記号とする．

式 (31) 右辺は式 (27) に必ずしも一致しない．したがってアファイン調和関数は通常

の調和関数と必ずしも一致しない．また式 (33) 左辺は式 (21) 右辺に必ずしも一致しな

い．したがってアファイン調和写像は通常の調和写像と必ずしも一致しない．

7. 写像のラプラシアン (Laplacian of a maP)

第 5節のラプラシアンは関数に対するものであった．しかし本節では写像に対する

ラプラシアンについて述べる．

リーマン多様体 $(M, g)$ から $(N, h)$ への $C^{\infty}$ 写像 $\phi$ : $Marrow N$ のテンション場 (tension

field) を次で定義する [NSI][NS2].

$\tau(\phi) = \sum_{i=1}^{m}(\hat{\nabla}_{e_{i}}(\phi_{*}e_{i})-\phi_{*}(\nabla_{e_{i}}e_{i})) \in\Gamma(\phi^{-1}TN)$ (34)

$= g^{ij} \{\hat{\nabla}_{\frac{\partial}{\partial x}}(\phi_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\phi_{*}(\nabla_{\frac{\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (35)

ここで{ei}im$=1$
は $g$ に対する局所正規直交標構場，$\{x^{1}, \cdots, x^{m}\}$ は $M$ の局所座標系 (local

coordinate system), $\nabla$ は $g$ の Levi-Civita接続， $\hat{\nabla}$ は $N$上の振じれのないアファイン

接続 (torsion free affine connection) (注 :実際は $\hat{\nabla}$ の $M$ 上への引き戻しだが， $N$ 上

の接続と同じ記号を用いた) である． $N$上のアファイン接続 $\hat{\nabla}$ が Levi-Civita接続と限

らない点において，式 (19) のテンション場の定義と異なる．さらに方程式

$\tau(\phi) = \sum_{i=1}^{m}(\hat{\nabla}_{e_{i}}(\phi_{*}e_{i})-\phi_{*}(\nabla_{e_{i}}e_{i}))\equiv 0$ (36)

62



をみたすとき，写像 $\phi$ を $(g,\hat{\nabla})$ に関する調和写像 $($harmonic $map$ relative $to (g,\hat{\nabla})$ )

とよぶ．

多様体 $N$ が有限次元実ベクトル空間 (finite dimensional real vector sl ace) $V$ であ

るとき， $C^{\infty}$ 写像 $\phi$ : $Marrow V$ のテンション場 $\tau(\phi)$ を写像 $\phi$ のラプラシアン (Laplacian

of a map) とよぶ．通常のラプラシアンと同じ記号を用い

$\triangle\phi=\triangle_{(g,\hat{\nabla})}\phi=\tau(\phi):Marrow V$ (37)

と記されることも多い． $V=R$ (vector space of diml) のとき $\triangle\phi$ は関数に対する通

常のラプラシアン式 (26) (27) (28) である．文献 [NS1], [NS2] ではアファインはめ込み
の性質を，そして文献 [S1], [S2], [S3] ではヘッセ領域上の勾配写像の性質を，写像の
ラプラシアンを利用し調べている．

8. 写像のラプラシアンとアファイン調和写像 (Laplacian of a map and affine
harmonic maps)

ヘッセ領域上の勾配写像のラプラシアンを，アファイン調和写像の見地から考察する．

第 2節で定義したヘッセ領域 $(\Omega, D, g=Dd\varphi)$ ならびに勾配写像 $\iota$ を再び考察する．

勾配写像 $l$ の $(g, D^{*})$ に関するラプラシアン $\triangle$

(g,D $*$ )
$\iota$ は，式 (33) より次のように計算され

る [S1]. ここで $\nabla$ , $\Gamma$ は $g$ に対する Levi-Civita接続，Christoffel記号である．Einstein

の縮約を一部に用いた．

$\triangle_{(g,D^{*})}\iota = g^{ij}\{D_{\frac{*\partial}{\partial x^{l}}}(\iota_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\iota_{*}(\nabla_{\frac{\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (38)

$= \iota_{*}\{g^{ij}(D’-\nabla)_{\frac{\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}}\}$ (39)

$= \iota_{*}\{g^{ij}(\nabla-D)_{\frac{\partial}{\partial x}}\frac{\partial}{\partial x^{j}}\}$ (40)

$= \iota_{*}(\sum_{i}\alpha^{i}\frac{\partial}{\partial x^{i}})$ (41)

$\alpha^{i}$ は， $(D, g)$ の Koszul form $\alpha=d\log|det[g_{ij}]|^{\frac{1}{2}}$ の第 $i$成分 $\alpha_{i}$ の， $g$ による縮約である．

$\alpha_{i}=\sum_{r}\Gamma_{ri}^{r},$ $\alpha^{i}=\sum_{j}g^{ij}\alpha_{j}$
(42)

式 (39) から式 (40) への変形は双対接続の性質 $(D+D’)/2=\nabla$ による．(注 :Koszul
form の記号と $\alpha$-パラメータの記号は同じギリシア文字だが，両者は別物である．)

$\nabla^{*}$ を $\Omega^{*}=\iota(\Omega)$ 上のヘッセ計量 $g^{*}=D^{*}d\varphi^{*}$ ( $\varphi^{*}$ は $\varphi$ の Legendre 変換) に対する

Levi-Civita接続とする．このとき式 (40) は次のように表される．

$\triangle_{(g,D^{*})^{l}}=g^{ij}\{\nabla_{\frac{*\partial}{\partial x^{l}}}(\iota_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\iota_{*}(D_{\frac{\partial}{\partialx^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (43)

さらに第 $\gamma$成分は次のように表される $($ただし $\iota^{i}(x)=x_{i}^{*}o\iota(x))$ (注 :さらに簡略化

できるが，アファイン調和写像の定義と比較するため下記の形で書く．)

$( \triangle_{(g,D^{*})}\iota)^{\gamma}=g^{\dot{\iota}j}(\frac{\partial^{2}\iota^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}+\Gamma_{\alpha\beta}^{\gamma}\frac{\partial\iota^{\alpha}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\iota^{\beta}}{\partial x^{j}}) , \gamma=1, \cdots, n+1$ (44)
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ゆえに勾配写像 $\iota$ が $(g, D^{*})$ に関する調和写像，すなわち $\Delta_{(g,D^{*})}\iota\equiv 0$ のとき

$g^{\dot{\iota}j}( \frac{\partial^{2}\iota^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}+\Gamma_{\alpha\beta}^{\gamma}\frac{\partial\iota^{\alpha}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\iota^{\beta}}{\partial x^{j}})=0, \gamma=1, \cdots, n+1$ (45)

が成立する．方程式 (45) は式 (30) の写像 $\phi$ を $\iota$ へ置き換えたものである．したがって

ヘッセ領域 $\Omega$ をケーラー．アファイン多様体とみなせば，勾配写像 $\iota$ が $(g, D^{*})$ に関す

る調和写像であることと，勾配写像 $\iota$ : $(\Omega, D)arrow(A_{n+1}^{*}, \nabla^{*})$ がアファイン調和写像と

なることは同値である (このことは [S1], [S2], [S3] に明記されていない)

なお後者は「勾配写像 $\iota$ : $\Omegaarrow A_{n+1}^{*}$ が $(g, D, \nabla^{*})$ に関する調和写像となること」 と

正確には言うべきである．しかし簡単のためアファイン接続を多様体とのペア表記に

したり，リーマン計量を省略したりする．以降も同様の表記をしばしば行う．

文献 [S1], [S2], [S3] では，勾配写像 $\iota$ をポテンシャル関数 $\varphi$ の等位曲面 $M$ へ制限し

た場合のラプラシアンにより，調和写像を考察している．

9. $\alpha$ アファイン調和写像 ( $\alpha$-affine harmonic maP)

ヘッセ領域 $(\Omega, D, g)$ の双対 $(\Omega^{*}, D^{*}, g^{*})$ に対する $\alpha$-接続を $D^{(\alpha)*}$ とする．このと．き前
節と同様の計算により， $\Omega$ 上の勾配写像 $\iota$ の $(9^{D^{(\alpha)*})}$ に関するラプラシアンは次の様

になる．

$\Delta_{(g,D^{(a)*})}\iota = g^{ij}\{D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x}}^{*}(\iota_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\iota_{*}(\nabla_{\frac{\partial}{\partial x}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (46)

$= \iota_{*}\{g^{ij}(D^{(-\alpha)}-\nabla)_{\frac{\partial}{\partial x^{t}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}}\}$ (47)

$= \iota_{*}\{g^{ij}(\nabla-D^{(\alpha)})_{\frac{\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}}\}$ (48)

$= g^{ij} \{\nabla_{\frac{*\partial}{\partial x}}(\iota_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\iota_{*}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (49)

ゆえに $\triangle_{(g,D)}(\alpha)*\equiv 0$ のとき，式 (45) に $\alpha$-接続に関する項が加わった次式が成り立つ．

$g^{\dot{\iota}j} \{\frac{\partial^{2}\iota^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}-(1-\alpha)\Gamma_{ij}^{k}\frac{\partial\iota^{\gamma}}{\partial x^{k}}+\Gamma_{\delta\beta}^{\gamma}\frac{\partial\iota^{\delta}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\iota^{\beta}}{\partial x^{j}}\}=0, \gamma=1, \cdots, n+1$ (50)

式 (50) をヘッセ領域に限らない場合にも定義しよう．

ケーラー．アファイン多様体 $(M, g)$ とリーマン多様体 $(N, h)$ に対し写像 $\phi:Marrow N$

が次をみたすとき，写像は $\alpha-$アファイン調和 ( $\alpha$-affine harmonic)であるということと

する．ここで $\Gamma$ , $\hat{\Gamma}$ はそれぞれ $g$ , んに関する Levi-Civita接続の Christofffel記号である．

$g^{\dot{\iota}}.( \frac{\partial^{2}\phi^{\gamma}}{\partial x^{i}\partial x^{j}}-(1-\alpha)\Gamma_{ij}^{k}\frac{\partial\phi^{\gamma}}{\partial x^{k}}+\hat{\Gamma}_{\delta\beta}^{\gamma}\frac{\partial\phi^{\delta}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\phi^{\beta}}{\partial x^{j}})=0, \gamma=1, \cdots, \dim N$ (51)

方程式 (51) をみたす写像を $\alpha-$アファイン調和写像 ( $\alpha$-affine harmonic map) とよぶ．

このとき勾配写像 $\iota$ が $(g, D^{(\alpha)*})$ に関する調和写像であることと， $\iota$ : $(\Omega, D^{(\alpha)})arrow$

$(A_{n+1}^{*}, \nabla^{*})$ が $\alpha-$アファイン調和写像となることは同値である．
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$\alpha=1$ のとき，1-アファイン調和写像はアファイン調和写像である． $\alpha=0$ のとき，

0-アファイン調和写像は通常の調和写像である (式 (21) 参照)

$\alpha-$アファイン調和写像を定義したものの，筆者は応用例を見つけていない．よって

次を提示する．

問題 1 : ヘッセ領域または統計多様体上の $\alpha$-アファイン調和写像によりケーラー．

アファイン多様体，ヘッセ多様体，統計多様体に関する ”

面白い性質” を導くことが

できるか．既存のアファイン調和写像の性質の拡張または類似が存在するか．

10. 等位曲面間の調和写像 (harmonic map between level surfaces)

前節までで扱った写像は主として，多様体をベクトル空間またはアファイン空間へ

はめ込むための写像である．本節ではアファイン空間へはめ込まれた 2つの曲面間の

写像を扱う．特に等位曲面間の， $\alpha$-接続に関する調和写像を考察する．(注 :前節の $\alpha-$

アファイン調和写像とは異なる定義を用いる．)

以下，第 4節で定義した記号を用いる．すなわちヘッセ領域 $(\Omega, D, g=Dd\varphi)$ を $(n+1)$

次元平坦統計多様体とみなし，等位曲面 $(M, D, g)$ , $(\hat{M},\hat{D},\hat{g})$ を $n$次元統計部分多様体

とみなす．双対座標による射影変換により定義される写像を $\pi$ : $Marrow\hat{M}$ とし，射影す

るときの 「伸縮率」 を $e^{\lambda}$ とする．写像先 $(\hat{M},\hat{D},\hat{g})$ を写像元 $M$へ引き戻した統計多様

体を， $(M, D,\overline{g})$ とする．

さて等位曲面間の写像 $\pi$ : $Marrow\hat{M}$ の $\alpha$-接続によるテンション場を計算し， $\alpha$-接続に

よる調和写像となる条件を表そう．ただし $M,$ $\hat{M}$ について同じ $\alpha$値を用い，テンショ

ン場 $\tau_{(g,D(\alpha),\hat{D}(\alpha))}(\pi)$ を式 (52) で定義する．これは式 (43) の $\iota,$ $D,$ $\nabla^{*}$ を $\pi_{)}D^{(\alpha)},$ $\hat{D}^{(\alpha)}$

へ換えた式である．

$\tau_{()}g,D(\alpha),\hat{D}(\alpha)(\pi) = g^{ij}\{\hat{D}_{\frac{(\alpha)\^{o}}{\partial x^{l}}}(\pi_{*}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\pi_{*}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (52)

$= g^{ij} \{\pi_{*}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})-\pi_{*}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (53)

$= g^{ij} \{\pi_{*}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}^{-}\frac{\partial}{\partial x^{j}}-D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (54)

$= \pi_{*}\{g^{ij}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}}-D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})\}$ (55)

接空間 $T_{x}M$ と $T_{\pi(x)}M$ それぞれの法ベクトルは，勾配ベクトノ $\triangleright\iota$ (x) に平行である．し

たがって $T_{x}M$ と $T_{\pi(x)}M$ は，平行であるため同一視される (ここでの 「法」「平行」 は，

$A_{n+1}^{*}$ の通常の意味) 写像 $\pi$ の定義より次のようになる．

$\tau_{()}g,D(\alpha),\hat{D}(\alpha)(\pi) = e^{\lambda}g^{ij}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}^{-}\frac{\partial}{\partial x^{j}}-D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})$ (56)

Theorem 3 「 $(M, D^{(\alpha)}, g)$ と $(M, D^{(\alpha)},\overline{g})-$ は $\alpha$-共形同値である」 より，式 (14) (15) の

$\phi,$ $h,$ $\nabla$ , �をそれぞれ $\lambda,$

$g,$
$D^{(\alpha)},$ $D^{(\alpha)}$ とした式が成り立つ．式 (56) 右辺と $\partial/\partial x^{k}$

$(k=1, \cdots, n)$ の， $g$ による内積を計算すると次のようになる．
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$g(e^{\lambda}g^{ij}(D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x}}^{-} \frac{\partial}{\partial x^{j}}-D_{\frac{(\alpha)\partial}{\partial x}}\frac{\partial}{\partialx^{j}}), \frac{\partial}{\partial x^{k}})$ (57)

$= e^{\lambda}g^{ij} \{-\frac{1+\alpha}{2}d\lambda(\frac{\partial}{\partial x^{k}})g(\frac{\partial}{\partial x^{i}}, \frac{\partial}{\partial x^{j}})$ (58)

$+ \frac{1-\alpha}{2}\{d\lambda(\frac{\partial}{\partial x^{i}}). (\frac{\partial}{\partial x^{j}}, \frac{\partial}{\partial x^{k}})+d\lambda(\frac{\partial}{\partial x^{j}})g(\frac{\partial}{\partial x^{i}}, \frac{\partial}{\partial x^{k}})\}\}$ (59)

$1+\alpha\partial\lambda 1-\alpha\partial\lambda \partial\lambda$

$= e^{\lambda}g^{ij}\{-g_{ij}\overline{2}\overline{\partial x^{k}}+\overline{2}\overline{\partial x^{i}}(g_{jk}+\overline{\partial x^{j}}g_{ik})\}$ (60)

$= e^{\lambda} \{-\frac{1+\alpha}{2}\cdot n\frac{\partial\lambda}{\partial x^{k}}+\frac{1-\alpha}{2}(\frac{\partial\lambda}{\partial x^{i}}\delta_{ik}+\frac{\partial\lambda}{\partial x^{j}}\delta_{jk})\}$ (61)

$= (- \frac{1+\alpha}{2}\cdot n+\frac{1-\alpha}{2}\cdot 2)e^{\lambda}\frac{\partial\lambda}{\partial x^{k}}=-\frac{1}{2}\{(n+2)\alpha+(n-2)\}e^{\lambda}\frac{\partial\lambda}{\partial x^{k}}$ (62)

ゆえに式 (62) がすべての $k$ に対し $0$ となる条件を考えると，次の定理が成り立つ．

Theorem 4. ([U2] [U4]) $\alpha=-(n-2)/(n+2)$ または $\lambda$ が定数値関数 $(\lambda\equiv const.$

on $M)$ のとき，等位曲面間の写像 $\pi$ : $Marrow$ 血は $\alpha$-接続 $D^{(\alpha)},$ $\hat{D}^{(\alpha)}$ による調和写像

(harmonic map relative to $\alpha$-connections) となる．

関数 $\lambda$ が定数値関数でなければ調和写像とならないという予想があるかもしれない．

しかし次元 $n$ とパラメータ $\alpha$ の均衡が取れる場合，非自明な (すなわち $\lambda$ が定数値関

数でない) 調和写像が有り得ることを，Theorem4は示す．

Remark 1. $n=2$ の場合， $\alpha$-接続による調和写像 $\pi$ において $\lambda$ が定値関数でないの

は $\alpha=$ 0のときに限る．

Remark 2. $n\geq 3$ の場合， $\alpha$-接続による調和写像 $\pi$ において $\lambda$ が定値関数でないな

らば $-1<\alpha<0$ である，

Remark 3. $\alpha\leq-1$ または $\alpha$ $>0$ に対し， $\alpha$-接続による調和写像 $\pi$ で $\lambda$ が定値関数

でないのもは存在しない．

$\alpha$-接続による調和写像の例を挙げる．

Example 1. (正則凸錐 (Regular convex cone)) $\Omega,$ $\psi$ をそれぞれ正則凸錐，特性

関数とする． $(\Omega, D, g=Dd\log\psi)$ をヘッセ領域とみなす． $d\log\psi$ は $\Omega$ の頂点 $P$ での 1

パラメーター伸縮変換群 $(xarrow e^{t}(x-p)+p, t\in R)$ で不変である [HS][S2]. よって

$\log\psi$ の等位曲面間の (主座標についての) 1パラメーター伸縮変換による写像は，双

対座標についても伸縮変換となる．したがって $\log\psi$ の等位曲面間の 1パラメーター伸

縮変換による写像は，任意の $\alpha\in R$ に対し $\alpha$-接続による調和写像となる．

Example 2. (対称錐 (Symmetric cone)) $\Omega,$ $\psi=Det$ をそれぞれ対称錐，特性関数

とする ( $Det$ は，対称錐を生成するジョルダン代数 (Jordan algebra) としての $Det$)

$(\Omega, D, g=Dd\log\psi)$ をヘッセ領域とみなす．このとき Example 1と同様に， $\log\psi$ の

66



1パラメーター伸縮変換による写像は，任意の $\alpha\in R$ に対し $\alpha$-接続による調和写像と

なる．

11. 諸注意とまとめ

諸注意をいくつか述べる．

Remark 4. ( $\alpha$-共形同値な統計多様体間の写像) Theorem 4と同様のことは等位曲

面間の写像に限らず， $\alpha$-共形同値な統計多様体間の写像に対しても成立する．例えば等

位曲面 $(M, D, g)$ から $(\hat{M},\hat{D},\hat{g})$ への写像 $\pi$ ではなく， $(M, D, g)$ から引き戻し $(M, D,\overline{g})$

への写像 $\pi_{id}$ のテンション場を計算すると， $\pi$ のテンション場 (56) から $e^{\lambda}$ を除したもの

となる．しかし Theorem 4に挙げられた結果は $\pi,$ $\pi_{id}$ 双方に対して同じである [U2].

Remark 5. (射影と限らない写像) Theorem 4は双対座標による射影を用いた写像

$\pi$ についてである．これは，等位曲面間の他の写像が $\alpha$-接続による調和写像となるこ

とを，否定しない．

情報幾何学では一般に，主接続に関する平坦統計部分多様体へ，双対測地線に沿っ

て点を射影することがなされる．同様に，写像 $\pi$ は主接続に関する共形平坦統計部分

多様体へ，双対測地線に沿って点を射影することに当たる．したがって，まず写像 $\pi$ の

性質を調べた．

Remark 6. (可積分性) 通常の調和写像は「エネルギー汎関数の微分 $=0$」 により

得られるため，方程式「テンション場 $=0$」 は「可積分条件」 であると言える．しかし

本研究に挙げられたその他の調和写像は，「可積分条件」 を表すと限らない．すなわち

一般には「エネルギー汎関数の微分 $=0$」 を表していない．その他の調和写像に関す

る「テンション場
$|$

$=0$」 が表すものは何か (「ある汎関数の微分 $=0$」 を表すか) とい

う疑問が，共同研究中に起こった．

最後に，本研究で紹介した調和写像を分類すると次のようになる．

写像元，写像先それぞれの接続が

(i) 共にレビチビタ接続 : (通常の) 調和写像

(ii) 異なる $\alpha$-接続 : アファイン調和写像， $\alpha-$アファイン調和写像

(iii) 共に $\alpha$-接続 (同じ $\alpha$-値) : $\alpha$-接続による調和写像
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