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1 背景と目的

多変量解析の分野などでは長方形行列を変数とする統計モデルなどが

検討されている [F]. 行列変数の力学系，双対理論も研究されている ([Y]

の参考文献). また， $x$ を $m\cross n$ の複素行列とすると，関数

$f(X)=-\log\det(I_{n}+X^{*}X)$ (1.1)

はグラスマン多様体 $U(m+n)/U(m)\S_{\backslash }U(n)$ 上のケーラーポテンシャル

である．

そこで，本報告では不定値対称行列み $=diag(-1, \cdots, -1,1, \cdots, 1)$

$(-1$ が $r$ 個 $)$ および長方形行列のダブル変数 $(V, W)$ を用いたポテンシャ

ル関数

$f(V, W):=-\log\det(J_{r}+WV^{T})$ , $V,$ $W\in R^{(n+1)\cross m}$ (1.2)

に対する実カテゴリーでの双対理論の構築を試みた．
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Remark 1. $V$, が列ベクトル $(m=1)$ のとき，

$\det(J_{r}+WV^{T})$ $=$ $(-1)^{r}\det(I+J_{r}WV^{T})=(-1)^{r}(1+V^{T}J_{r}W)$

$=$ $(-1)^{r}(1+\langle V, T_{i}V\rangle_{r})$ , (1.3)

$\langle V,$ $W\rangle_{r}$ :不定値内積，i.e., $\langle$ V, $W \rangle_{r}=V^{T}J_{r}W=-\sum_{i=0}^{r-1}v_{i}\dot{w}_{i}+\sum_{i=r}^{n}v_{i}w_{i}.$

本研究テーマは発展途上でありますが，研究会「統計多様体の幾何学の
新展開」 にて講演の機会を与えてくださった研究代表者，松添博先生及び
関係機関の方々に厚く御礼申し上げます．

2 双対幾何の例

双対幾何での典型例である四元数ガウス分布とその実形を quasi-determinant

(準行列式) の観点から紹介し，双対理論を振り返る．四元数ガウス分布

に関しては [L], [VRS] などの先行研究がある．quasi-determinant につい

ては [GGRW], [Su],［玉手箱］を参照．

2. 1 Study行列式

四元数や行列代数など多元環の元を成分とする行列には目的に応じて

様々な行列式が定義されており，それらを総称して非可換行列式と呼ぶ．

ここでは四元数行列式 ([As]) の中の一つとして Study行列式を用いる．

四元数の集合を $H$ とする． $a,$ $b,$ $c,$ $d\in H$ に対し，Study行列式は次の

ように定義される ;

Sdet $((\begin{array}{ll}a bc d\end{array}))=|a|^{2}|d|^{2}+|b|^{2}|c|^{2}-a\overline{c}d\overline{b}-b\overline{d}c\overline{a}$ . (2.1)

$K=R,$ $C,$ $H$ とし， $K$ 成分の $N$次正方行列の集合を $K^{N\cross N}$ と表す． $H\in$

$H^{N\cross N}$ に対しては， $H=A+Bj,$ $A,$ $B\in C^{N\cross N}$ と分解して，

Sdet $(H)=\det(\begin{array}{ll}A B-\overline{B} \overline{A}\end{array})$ (2.2)

と定義される．
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Remark 2. 非可換行列式を統一的に扱う概念として，I.M. Gelfand and

V.S. Retakh$(1991)[GR]$ によって定義された quasi-determinant (準行列

式$)$ が有効であり，非可換可積分系や表現論などの分野で用いられてい

る． $(例えば [GKLLRT], [GN])$

quasi-determinant は行列式の比の非可換化であり，Schur complement

の一般化でもある．例えば

$A=(\begin{array}{ll}a_{11} a_{12}a_{21} a_{22}\end{array})$ (2.3)

の $(2, 2)$ -quasi-determinantとは

$|A|_{22}=a_{22}-a_{21}a_{11}^{-1}a_{12}$ . (2.4)

一般に $n$ 次正方行列 $A=(a_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ に対する $(i, j)-$quasi-determinant

は formal には次のように定義される ;

$A^{-1}=(|A|_{ji}^{-1})_{1\leq i,j\leq n}$ (2.5)

これを用いると，Study行列式は首座準小行列式の絶対値の積 (の 2乗)

に表せる．例えば， $a\neq 0$ の場合，

Sdet $((\begin{array}{ll}a bc d\end{array}))=|a|^{2}|d-ca^{-1}b|^{2}$ (2.6)

一般の四元数正方行列 $H=A+Bj,$ $A,$ $B\in C^{N\cross N}$ に対する Study

行列式も $|A|\neq 0$ のとき

Sdet $(H)=\det(\begin{array}{ll}A B-\overline{B} \overline{A}\end{array})=|A||A+\overline{B}A^{-1}B|$ (2.7)

と表される．

さて，

$A=A_{1}+iA_{2},$ $B=B_{1}+iB_{2},$ $A,$ $B\in C^{N\cross N},$ $A_{j},$ $B_{j}\in R^{N\cross N}$
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と分解する．特に， $H=A+Bj\in$ Herm(N, H) $+$ (正値四元数エルミー

ト行列) のとき $\det(_{-B^{-}}A$ $\overline{A}B)$ は正の実数で次の関係がある．

Sdet $(H)=\det(\begin{array}{ll}A B-\overline{B} A\end{array})=\{\det(\begin{array}{llll}A_{1} B_{1} -A_{2} -B_{2}-B_{1} A_{1} -B_{2} A_{2}A_{2} B_{2} A_{1} B_{1}B_{2} -A_{2} -B_{1} A_{1}\end{array})\}^{\frac{1}{2}}$

これより成分の次数を考慮して， $H\in Herm(N, H)_{+}$ に対し，

$\det H=$ $($ Sdet $(H))^{1/2}$ (2.8)

と定義する．

Remark 3.

$H$ が四元数エルミート $\Leftrightarrow$ $A$ :エルミート， $B$ :交代
$\Leftrightarrow$ Al:対称， $A_{2},$ $B_{1}$ , B2:交代

$\Leftrightarrow$ $X=(\begin{array}{ll}A_{1} B_{1}-B_{1} A_{1}\end{array})$ :対利$\epsilon$ $Y=(\begin{array}{ll}A_{2} B_{2}B_{2} -A_{2}\end{array})$ :交代

$\Leftrightarrow (\begin{array}{ll}X -YY X\end{array}) :\#\sim_{X\backslash }-\gamma 7^{ノ_{}\nearrow\Gamma\backslash }$
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2.2 実ガウス分布と四元数ガウス分布

実ガウス分布の確率密度関数は， $(\mu, \Sigma)\in R^{N}\cross Sym(N, R)_{+}$ に対し，

$p_{R}(x; \mu, \Sigma)=\frac{1}{(2\pi)^{N/2}(\det\Sigma)^{1/2}}\exp\{-\frac{1}{2}(x-\mu)^{T}\Sigma^{-1}(x-\mu)\}$ (2.9)

であった．これに対し，四元数ガウス分布の確率密度関数は， $(\mu, \Sigma)\in$

$H^{N}\cross Herm(N, H)_{+}$ に対し，

$p_{H}(x;\{\iota, \Sigma)$ $=$ $\frac{1}{(2\pi)^{2N}(\det\Sigma)^{2}}\exp\{-\frac{1}{2}(\overline{x}-\overline{\mu})^{T}\Sigma^{-1}(x-\mu)\}$ (2.10)

$= \exp\{-\frac{1}{2}\overline{x}^{T}\Sigma^{-1}x+\frac{1}{2}\overline{x}^{T}\Sigma^{-1}\mu+\frac{1}{2}\overline{\mu}^{\tau_{\Sigma^{-1_{X}}}}$

$-( \frac{1}{2}\overline{\mu}^{T}\Sigma^{-1}\mu+\log((\det\Sigma)^{2})+2N\log 2\pi)\}$

(2.11)

ここで， $\det\Sigma$ $:=(S\det\Sigma)^{\frac{1}{2}},$ $\Sigma\in Herm(N, H)_{+}$

と定義される．

2.3 主ポテンシャル関数

Yoshizawa-Tanabe [Y-T] に従い，次の主変数 (正準変数) を定義する :

$\theta_{H}:=\frac{1}{\sqrt{2}}\Sigma^{-1}\mu, \Theta_{H}:=\Sigma^{-1}$ (2.12)

このとき，

$\frac{1}{2}\overline{\mu}^{T}\Sigma^{-1}\mu+\log((\det\Sigma)^{2})=\overline{\theta}_{H}^{T}\Theta_{H}^{-1}\theta_{H}-\log((\det\Theta_{H})^{2})$ (2.13)

となることに注意する．主ポテンシャル関数は主変数に関して凸となる．
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ここまで四元数に注目してきたが，実数，複素数，及び四元数のカテ

ゴリーでのガウス積分を見比べることによって，以下のような統一的な

表記ができることがわかる．[SY]

$K=R,$ $C,$ $H,$ $d=\dim_{R}K=1$ , 2, 4とする．主ポテンシャル関数を

$\varphi_{K}(\theta_{K}, \Theta_{K})$ $:=\overline{\theta}_{K}^{T}\Theta_{K}^{-1}\theta_{K}-\log((\det\Theta_{K})^{d/2})+2N\log 2\pi$ (2.14)

と定義する．

2.4 双対ポテンシャル関数

双対変数を

$\overline{\eta}_{K}^{T}:=\theta_{K}^{T}\Theta_{K}^{-1},$ $H_{K}=H_{K}^{-\tau}:=-( \Theta_{K}^{-1}\theta_{K}\overline{\theta}_{K}^{T}\Theta_{K}^{-1}+\frac{d}{2}\Theta_{K}^{-1})$ (2.15)

と定義する．さらに非退化二次形式を

$<(\theta_{K}, \Theta_{K}) , (\eta_{K}, H_{K})>:=2{\rm Re}(\overline{\eta}_{K}^{T}\theta_{K})+Retr(H_{K}\Theta_{K})$ (2.16)

とし， $\varphi_{K}$ の Legendre 双対である，双対ポテンシャル関数を次のように

定義する :

$\varphi_{K}^{*}(\eta_{K}, H_{K})$ $:=$ $<(\theta_{K}, \Theta_{K})$ , $(\eta_{K}, H_{K})>-\varphi_{K}$ (2.17)

$= - \frac{d}{2}\log(\det\{-(H_{K}+\eta_{K}\overline{\eta}_{K}^{T})\})-\frac{dN}{2}\log(\frac{4}{d}\pi e)$

(2.18)
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2.5 ガウス分布から決まるダイバージェンス

ダイバージェンスは次のように定義される :

$D_{K}(p||q):=\varphi_{K}(\theta_{K}^{(p)}, \Theta_{K}^{(p)})+\varphi_{K}^{*}(\eta_{K}^{(q)}, H_{K}^{(q)})-<(\theta_{K}^{(p)}, \Theta_{K}^{(p)})$ , $(\eta_{K}^{(q)}, H_{K}^{(q)})>$

(2.19)

ここで $K=H$ のとき $d=\dim_{R}H=4$ としで，四元数カ
$\grave{}$

ウス分布
$p=(\hat{\mu},\hat{\Sigma})$ と $q=(\mu, \Sigma)\in H^{N}\cross Herm(N, H)_{+}$ のダイバージエンスは次

で与えられる :

$D_{H}(p||q)= \frac{1}{2}\{d\cdot\log(\frac{\det\Sigma\wedge}{\det\Sigma})+Retr(\Sigma^{-1}(d\cdot\Sigma\wedge+(\mu-\hat{\mu})(\overline{\mu}-\overline{\hat{\mu}})^{T}))-dN\}.$

(2.20)

Remark 4. (2.20) の $d$ を 1とすると実 $N$ 変数ガウス分布に対するダイ

バージェンスが得られる．従って，実 $4N$ 変数ガウス分布の場合， $p=$

$(\hat{\mu},\hat{\Sigma})$ , $q=(\mu, \Sigma)\in R^{4N}\cross Sym(4N, R)_{+}$ に対し，

$D_{R}(p||q)= \frac{1}{2}\{\log(\frac{\det\Sigma\wedge}{\det\Sigma})+tr(\hat{\Sigma}^{-1}(\Sigma+(\mu-\hat{\mu})(\mu-\hat{\mu})^{T}))-4N\}$

(2.21)

と比較することにより，

{四元数 $N$次正方行列} $\subset$ {実 $4N$次正方行列} (2.22)

という部分空間への制限がダイバージェンスの表示 (2.20) に反映されて

いると考えられる．
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3準備 vec-作用素とテンソル積

さて，行列変数のポテンシャルの計算に向けて，線形代数の準備をす

る [HJ].
$X\in R^{m\cross n}$ に対して，vec-作用素 $vec(X)$ を次のように定義する :

$X=(\begin{array}{lll}x_{11} \cdots x_{1n}\vdots x_{mI} \cdots x_{7nn}\end{array})$ に対し，vec(X) $=(\begin{array}{l}x_{11}\vdots x_{m1}\vdots x_{1n}\vdots x_{mn}\end{array})$
$\in R^{mn\cross 1}$ (3.1)

Proposition 1.

$vec(X^{T})=P(m, n)vec(X)$ $\forall X\in R^{m\cross n}$ (3.2)

ここで， $P(m, n)$ は $vec$-permutation行列と呼ばれる $mn$ 次正方行列

で，次で定義される

$P(m, n)= \sum_{i=1j}^{m}\sum_{=1}^{n}E_{ij}\Theta E_{ij}^{T},$ $E_{ij}$ は $m$ 行 $n$列の行列単位 (3.3)

例えば，

$P(3,2)$ $=E_{11}\otimes E_{11}^{T}+E_{12}y|E_{12}^{T}+E_{21}\otimes E_{21}^{T}+E_{22}\otimes E_{22}^{T}+E_{31}\otimes E_{31}^{T}+E_{32}\otimes E_{32}^{T}$

(3.4)

$=$ $(\begin{array}{ll}E_{11}^{T} E_{12}^{T}E_{21}^{T} E_{22}^{T}E_{31}^{T} E_{32}^{T}\end{array})$ (3.5)

$= (000001 000001 000001 000001 000001 000001)$ (3.6)
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vec-permutation行列は次のような性質を持つ．

$P(m, 1)=I_{m},$ $P(1, n)=I_{n},$ $P(m, n)=P(n, m)^{T}=P(n, m)^{-1}$

(3.7)

Hesse行列を抜き出すために，以下の公式を用いる :

Proposition 2. 一般に， $A\in R^{m\cross n},$ $B\in R^{p\cross q}$ に対し，次が成り立っ．

$B\otimes A=P(p, m)[A\otimes B]P(n, q)$ (3.8)

特に $p=q=k,$ $m=n$ として，

$B\otimes A=P(k, n)[A\otimes B]P(n, k)$ , $A\in R^{n\cross n},$ $B\in R^{k\cross k}$ (3.9)

さらに

$tr(AXBY^{T})=vec^{T}(Y)[B^{T}\otimes A]vec(X)$ (3.10)

が成り立つ．

4 主ポテンシャルとその Hessian

$R^{(n+1)\cross m}\cross R^{(n+1)\cross m}$ の開部分多様体

$M:=\{(V, W)\in R^{(n+1)\cross m}\cross R^{(n+1)\cross m}|\det(J_{r}+WV^{T})>0\}$ (4.1)

を考え， $M$上の関数

$f(VW)$ $:=-\log\det(J_{r}+WV^{T})=$ -tr $\log(J_{r}+WV^{T})$ (4.2)

の 2階微分を計算する．

$M$内の曲線 $(V, W)=(V(t), W(t))$ に対し，

$\frac{df}{dt}=$ -$tr$ $((J_{r}+WV^{T})^{-1}( \frac{dW}{dt}V^{T}+W\frac{dV^{T}}{dt}))$ (4.3)

ここで $A\equiv J_{r}+WV^{T}$ とおく．このとき，接ベクトル $(X, Y)\in T_{(V,W)}M$

に対し 1階微分は

$\frac{df}{dt}(X, Y)=$ -tr $[A^{-1}(YV^{T}+WX^{T})]=$ -tr $[YV^{T}A^{-1}+A^{-1}WX^{T}]$

(4.4)
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同様にして 2階微分を計算すると， $(X_{1}, Y_{1})$ , $(X_{2}, Y_{2})\in T_{(V,W)}M$ に対し

$\frac{d^{2}f}{dt^{2}}(X_{1}, Y_{1};X_{2}, Y_{2})$

$=$ tr $[A^{-1}(Y_{1}V^{T}+WX_{1}^{T})A^{-1}(Y_{2}V^{T}+WX_{2}^{T})]+tr[A^{-1}(Y_{1}X_{2}^{T}+Y_{2}X_{1}^{T})]$ (4.5)

$=$ $(vec^{T}(X_{2})$ $vec^{T}(Y_{2}))\cross$

$(^{P(m,n+1)[(A^{-1}W)_{\mathfrak{G}(A^{-1}W)^{T}](I+V^{T}A^{-1}W)^{T}\otimes A^{-1}}^{-}}(I+V^{T}A^{-1}W)\otimes(A^{-1})^{T}P(m, n+1)[(V^{T}A^{-1})^{T_{\otimes}}(V^{T}A^{-1})])(\begin{array}{l}vec(X_{1})vec(Y_{1})\end{array})$

(4.6)

Theorem 3. 上記の $2m(n+1)$ 次の Hesse行列が正定値であるための必

要十分条件は，

(i) $P(m, n+1)[(A^{-1}W)\otimes(A^{-1}M^{\gamma})^{T}]>0$ , (4.7)

(ii) $P(m, n+1)\{[(V^{T}A^{-1})_{i}^{T_{(^{\langle}}}\triangleleft(V^{T}A^{-1})]$

$-[(A^{-1})^{T}\otimes(I+V^{T}A^{-1}lV)][(A^{-1}W)^{T}\otimes(A^{-1}W)]^{-1}[(I+V^{T}A^{-1}W)^{T}\otimes A^{-1}]\}>0$

(4.8)

5 双対ポテンシャル関数

(4.4) より双対変数 $(P, Q)$ を

$P:=-A^{-1}W,$ $Q^{T}:=-V^{T}A^{-1}$ つまり $P:=-A^{-1}WQ:=-(A^{T})^{-1}V$

(5.1)

と定義する．

以後，簡単のため $m=1$ とする．すなわち

$V=(v_{0}, v_{1}, \cdots, v_{n})^{T}, W=(w_{0}, w_{1}, \cdots, w_{n})^{T}.$

このとき， $V^{T}J_{r}W=$ : $\langle$ V, $I^{j}f\prime^{\tau}\rangle_{r}$ (符号が $r$ の不定値内積) となるので，

$A=J_{r}+WV^{T}$ の行列式 $|A|$ は，ある種の双対性

$\det(I+XY^{T})=\det(I+Y^{T}X)$ (5.2)
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と $|J_{r}|=(-1)^{r}$ に注意して，

$|A|=(-1)^{r}(1+(V^{T}J_{r}W))=(-1)^{r}(1+\langle V, M^{7}/\rangle_{r})$ , (5.3)

さらに $A$ の余因子行列 $\tilde{A}=|A|A^{-1}$ は

$\tilde{A}=(-1)^{r}[J_{r}+\{(V^{T}J_{r}W)J_{r}-(J_{r}W)(J_{r}V)^{T}\}]$ (5.4)

で与えられる．さらに

$\{(V^{T}J_{r}W)J_{r}-(J_{r}W)(J_{r}V)^{T}\}W=O$ (5.5)

が成り立つので，

$P$ $=$ $-A^{-1}W=- \frac{1}{|A|}\tilde{A}W=(-1)^{r+1}\frac{1}{|A|}J_{r}\mathfrak{s}_{j}V$ (5.6)

$= \frac{(-1)^{r+1}}{(-1)^{r}(1+\langle v,w\rangle_{r})}(-w_{0}, -w_{1}, \cdots, -w_{r-1}, w_{r}, \cdots, w_{n})^{T}(5.7)$

$= (- \frac{\partial}{(\partial v_{i}}\log((-1)^{r}(1+\langle V, \mathcal{W}^{\Gamma}\rangle_{r})))_{i=0,1,\cdots,n}$ (5.8)

$Q$ の方も同様に

$Q = (-1)^{r+1} \frac{1}{|A|}J_{7}.V$ (5.9)

$= (- \frac{\partial}{\partial w_{i}}\log((-1)^{r}(1+\langle V, W\rangle_{r})))_{i=0,1,\cdots,n}$ (5.10)

が成り立つ．これにより， $\{P, Q\}$ は，アファイン座標系 $\{V, W\}$ の双対

アファイン座標系とみなせる．

さて， $P=-A^{-1}W,$ $Q^{T}=-V^{T}A^{-1}$ に対し，

$|A| = (-1)^{r}(1+\langle VW\rangle_{r})$ (5.11)

及び

$\langle P, Q\rangle_{r} = \frac{1}{|A|^{2}}\langle V, W\rangle_{r}$ (5.12)

$\Rightarrow |A| = \frac{(-1)^{r}\pm\sqrt{1-4\langle P,Q\rangle_{r}}}{2\langle P,Q\rangle_{r}}$ (5.13)
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ここでは $r$ が奇数のときを考える． $|A|>0$ の条件から，双対変数 $(P, Q)$

の範囲と $|A|$ のプラスマイナスの符号を次のようにとる．

$\langle P,$ $Q\rangle_{r}<0,$ $|A|= \frac{-1-\sqrt{1-4\langle P,Q\rangle_{r}}}{2\langle P,Q\rangle_{r}}$ (5.14)

さらに非退化二次形式を

$\langle(V, 7\eta_{/}^{\gamma})$ , $(P, Q)\rangle:=tr[WQ^{T}+PV^{T}]$ (5.15)

とおき，双対ポテンシャル関数を次のように定義する :

$f^{*}(P, Q)$ $:=$ $\langle(V, W)$ , $(P, Q)\rangle-f$

$= -1- \sqrt{1-4\langle P,Q\rangle_{r}}+\log\frac{-1-\sqrt{1-4\langle P,Q\rangle_{r}}}{2\langle P,Q\rangle_{r}}$

(5.16)

6 ダイバージエンス

ダイバージェンスは次のように定義される :

$D(V_{1}, W_{1}||P_{2}, Q_{2})$ $:=$ $f(V_{1}, W_{1})+f^{*}(P_{2}, Q_{2})-\langle(V_{1}, W_{1})$ , $(P_{2}, Q_{2})\rangle$ (6.1)

$= \frac{\langle V_{1},\mathcal{W}_{2}^{r}\rangle_{r}+\langle V_{2},W_{1}\rangle_{r}-2\langle V_{2},W_{2}\rangle_{r}}{1+\langle V_{2},W_{2}\rangle_{r}}-\log\frac{1+\langle V_{1},W_{1}\rangle_{r}}{1+\langle V_{2},W_{2}\rangle_{r}}$

(6.2)

$= \frac{x_{12}+x_{21}-2x_{22}}{1+x_{22}}-\log\frac{1+x_{11}}{1+x_{22}}$ (6.3)

ここで $x_{ij}:=\langle V_{i},$ $W_{j}\rangle_{r}$ とおいた．
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7 Legendre変換と擬球

$r=1,$ $V=W\in R^{(n+1)\cross 1,},A^{T}=(J_{r}+VV^{T})^{T}=A,$ $P=Q=-A^{-1}V$

とする． $(R^{(n+1)\cross 1}, \langle, \rangle_{1})$ をミンコフスキー空間 $R_{1}^{n+1}$ と考え，パラメー

タ $\alpha>0$ を導入して次のポテンシャル関数を考える :

$f_{\alpha}(V)$ $:=-\log\det(J_{1}+\alpha VV^{T})=-\log\{-(1+\alpha\langle V, V\rangle_{1})\}$ (7.1)

変数 $V$ と双対変数 $P$ の関係は，

$\langle P, P\rangle_{1}=\frac{4\alpha^{2}\langle V,V\rangle_{1}}{(1+\alpha\langle V,V\rangle_{1})^{2}}$ (7.2)

$\langle$ V, $V\rangle_{1}$ と $\langle P,$ $P\rangle_{1}$ の対応は一般の点では一対一ではないが，“極大点 “ で

一対一となり， $\alpha=\frac{1}{c^{2}}$ とおくと，pseudo-sphere (de Sitter space)

$S_{1}^{n}(c^{2})=\{V\in R_{1}^{n+1}|\langle V, V\rangle_{1}=c^{2}\}$

と

$S_{1}^{n}( \frac{1}{c^{2}})=\{P\in(R_{1}^{n+1})^{*}|\langle P, P\rangle_{1}=\frac{1}{c^{2}}\}$

が対応する．

8 まとめと展望

$\bullet$ ガウス分布の双対幾何を実数，複素数，および四元数のカテゴリー

で比較したこれまでの結果を紹介した．これらの結果と対応するパ

ラメータ空間の幾何との関係を理解することは今後の課題である．

$\bullet$ 不定値対称行列，および長方形行列のダブル変数 $(V, W)$ を用いた

ポテンシャル関数に対する実カテゴリーでの双対理論の構築を試み

た．今後はこの応用を考察していく．
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