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概要

本稿では，統計学における一般化線形回帰と情報幾何との関わりについて解説す

る．特に，正規線形回帰におけるパラメータ推定手法のひとつである Least Angle

Regression (LARS) アルゴリズムと正則化を軸に話を進める．一般化線形回帰の問

題設定と情報幾何の関連を述べ，情報幾何に基づくいくつかのパラメータ推定手法

を紹介する．文献 [8] において提案された推定手法 bisector regression, 文献 [4] の

DGLARS (Differential Geometric LARS) はいずれも情報幾何と関連の深いパラ

メータ推定手法である．

1 導入

本稿では，統計学における一般化線形回帰と情報幾何との関わりについて解説する．特

に，正規線形回帰におけるパラメータ推定手法のひとつである Least Angle Regression

(LARS, [5]) アルゴリズムと正則化を軸に話を進める．

統計学における基本的な問題のひとつに線形回帰問題がある．興味のある変数 (反応変

数 $)$ をその他の変数 (説明変数) で表現するのが回帰問題であり，特に反応変数が説明変

数の 1次式で表されることを仮定したのが線形回帰問題である．反応変数と説明変数の組

がいくつか観測されたもとで，パラメータである回帰係数 (説明変数の線形結合の係数)

を推定する．線形回帰は数学的に扱いやすく，また広く使われている方法であり，理論的

にも応用上も重要な問題である．確率分布としては分散既知の正規分布を利用しており，

ユークリッド幾何を用いて説明することができる．たとえば，有名な推定手法のひとつで

ある最小二乗法は最尤法と一致し，得られる推定量は観測された反応変数ベクトルを説明

変数ベクトルの張る線形部分空間に直交射影したものである．

線形回帰問題におけるパラメータ推定手法のひとつとして LARS がある．LARSアル

ゴリズムは，ユークリッド空間内で推定量を表す点を移動させることにより複数の推定値

を出力するアルゴリズムである．推定量の点を移動させる際に角の二等分線を利用してい

る．ユークリッド幾何における内積 (あるいは角度) は，統計学における相関に対応する
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ものであり，LARSは反応変数と各説明変数の間の相関 (内積あるいは角度) に基づいて

パラメータを推定する．相関に基づいてパラメータ推定を行う手法はそれまでにもあった

が，LARSはその一部を含み，さらに計算が容易に行えるアルゴリズムである．

LARS は正則化の一種である LASSO [14, 15] と関連があることが知られている．正則

化とは，最尤法のように尤度だけを最大化するのではなく，得られる推定値に制約を加え

て尤度を最大化する手法である．LASSOは正則化の代表的な手法であり，近年，関連し

た多くの研究がなされてきた．LASSOは $l_{1}$ 制約付きの対数尤度最大化の問題であり，特

に得られる推定値が疎になるという特徴がある．ここで推定値が疎であるとは，パラメー

タの一部の成分が厳密に $0$ になることを意味する．つまり，LASSOはパラメータ推定と

同時に説明変数の選択を行う手法であり，LARSも同様の性質をもつ．

一般化線形回帰問題とは，線形回帰問題において仮定されていた仮定，つまり反応変数

が説明変数の 1次式で表現されるという仮定を緩めたものである．一般化線形回帰問題に

おいては，反応変数をある関数で変換して得られる変数が説明変数の 1次式で表現される

と仮定する．反応変数の変換は考える問題ごとに異なり，変換に用いられる関数はリンク

関数と呼ばれる．線形回帰問題では，リンク関数として恒等関数を用いていると考えるこ

とができ，一般化線形回帰問題が線形回帰問題を含むより広い問題であることが分かる．

また，線形回帰問題はユークリッド幾何により説明することができたが，一般化線形回帰

問題を説明するためにはより一般的な微分幾何学的アプローチとして情報幾何 [1, 2, 11]

が必要になる．線形回帰では分散既知の正規分布を考えていたのに対し，一般化線形回帰

では指数型分布族を考える必要があるからである．

情報幾何はユークリッド幾何の一般化のひとつである．確率分布のなす多様体上で

フィッシャー情報量を計量として用いる．通常のリーマン幾何ではレビーチビタ接続が利

用されることが多いが，情報幾何においてはパラメータ付けられたアファイン接続の族が

重要な役割を担う．接続が与えられると測地線や平坦さを扱うことができるようになる．

特に， $\pm 1$-接続と呼ばれる接続はたがいに双対で，指数型分布族の多様体を平坦にする自

然な接続であり，指数型分布族に関係する様々な場面で利用される． $0$-接続がレビーチビ

タ接続に対応する．1-接続に関して平坦な空間は $-1$-接続の意味でも平坦であることが知

られており，その逆も成り立つ．そのため $\pm 1$-接続に関して平坦な空間は双対平坦空間と

呼ばれる．指数型分布族のなす多様体は $\pm 1$-平坦であることが知られており， $\pm 1$-接続に

関する双対構造をもとに統計的推定を行うことができる．なお，統計学において自然パラ

メータと期待値パラメータとして知られているパラメータが幾何学的にはそれぞれの接続

に関するアファイン座標系に対応している．情報幾何は，たとえば統計学において高次の

漸近論などで有用であり，さらに制御論や最適化などの分野でも有用である．
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一般化線形回帰に対して情報幾何を利用したパラメータ推定手法がいくつか提案されて

いる．Bisector regression [8] は，LARS が推定量の移動で利用していた角の二等分線を

一般化し，その曲線上で推定量を移動させることによりいくつかの推定値を出力するアル

ゴリズムである．DGLARS (Differential Geometric LARS, [4]) も微分幾何的な手法で

LARSを拡張したものである．これらの手法の簡単な解説を行うことが本稿の目的のひ

とつである．

本稿の構成は以下の通りである．第 2章において線形回帰問題と一般化線形回帰問題を

紹介する．特に，一般化線形回帰問題を情報幾何的視点から解説する．第 2章までが主に

回帰問題と情報幾何との関わりを述べた部分である．第 3章以降は主に情報幾何を利用し

たパラメータ推定手法の紹介である．第 3章では線形回帰におけるパラメータ推定手法を

紹介する．主に LARSアルゴリズムについて簡単に説明する．第 4章は情報幾何を利用

したパラメータ推定手法の紹介である．線形回帰のパラメータ推定手法である LARSア

ルゴリズムを一般化線形回帰の場合にまで拡張させた bisector regression, DGLARSを

紹介する．本稿のまとめを第 5章で行う．

2 回帰問題

線形回帰問題と一般化線形回帰問題について説明する．2.1節では線形回帰の，2.2節

では一般化線形回帰の解説をする．2.3節において，本稿の目的のひとつである，一般化

線形回帰と情報幾何との関わりを説明する．

以下では， $n>d$ とし， $\{y_{a}, x^{a}=(x_{1}^{a}, x_{2}^{a}, \ldots, x_{d}^{\alpha})\}_{a}=1,2,\ldots,n$ が観測されているも

のとする．説明変数を行列として表した計画行列 $X$ は， $X=(x_{i}^{a})_{1\leq a\leq n},$ $1\leq i\leq d=$

$(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{d})$ で与えられ， $n\cross d$ 行列である．ただし，説明変数ベクトノレは $x_{i}=$

$(x_{i}^{1}, x_{i}^{2}, \ldots, x_{i}^{n})^{T}(i=1,2, \ldots, d)$ である．1を $n$ 個の 1をもつベクトル，すなわち $1=$

$(1,1, \ldots, 1)^{T}$ とし，$n\cross(d+1)$ 行列愛を文 $=(1|X)$ と定義する． $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}$

を $x_{i}(i=1,2, \ldots, d)$ で表現するのが回帰問題である．

2.1 線形回帰

線形回帰では反応変数を各説明変数の線形結合で説明することを仮定する．特に，誤差

の確率分布として分散既知の正規分布を仮定した正規線形回帰は扱いやすさなどにより広

く利用されている．線形回帰では以下が仮定されている:

$E[y]=\tilde{X}\tilde{\theta}.$
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ただし， $\theta=(\theta^{1}, \theta^{2}, \ldots, \theta^{p})^{T}\in R^{d},$ $\tilde{\theta}=(\theta^{0}, \theta^{T})^{T}\in R^{d+1}$ である．パラメータである

回帰係数 $\tilde{\theta}$ (あるいは $\theta$ ) を推定することが目的である．

一般化線形回帰を情報幾何で扱うための準備として，正規線形回帰を確率分布の幾何

(ここではユークリッド幾何) の視点から説明する．分散既知 (簡単のため分散 1) で平均

$\mu\in R^{n}$ の $n$ 変量正規分布の確率密度関数は

$f(y| \mu)=\frac{1}{(2\pi)^{n/2}}\exp\{-\frac{(y-\mu)^{T}(y-\mu)}{2}\}$

である．反応変数の各成分 $y_{a}$ は，各説明変数が与えられた下で独立に正規分布にしたが

う． $\mu=E[y]=\tilde{X}\tilde{\theta}$ であるから，反応変数 $y$ の確率密度関数は

$f(y| \tilde{\theta})=\frac{1}{(2\pi)^{n/2}}\exp\{-\frac{(y-\tilde{X}\tilde{\theta})^{T}(y-\tilde{X}\tilde{\theta})}{2}I$

である．

$n$ 変量正規分布の間の離れ具合をユークリッド距離 (の二乗) で測ることにする．これ

は推定において対数尤度 $\log f(y|\mu)$ で距離を測ることに対応する．パラメータ推定法と

して有名な最小二乗法は，正規分布の場合には最尤法と一致することが分かる． $R^{n}$ にお

いて，計画行列の各列ベクトルの張る線形部分空間に $y$ を直交射影して得られるのが

最尤推定量 (最小二乗推定量) である．対数尤度に基づくパラメータ推定はユークリッド

幾何で説明することができ，さらに次節以降で説明される情報幾何の特別な場合に相当

する．

最後に，切片の直交化について簡単に説明する．線形回帰においては計画行列 $X$ の正

規化と呼ばれる前処理を仮定することが多い．具体的には，

$\frac{1}{n}\sum_{a=1}^{n}(x_{i}^{a})^{2}=1, \sum_{a=1}^{n}x_{i}^{a}=0 (i=1,2, \ldots, d)$ (1)

を仮定して切片 $\theta^{0}$ を推定しない問題設定を扱う．与えられた計画行列 $X$ を式 (1) を満た

すように線形変換することを考える．式 (1) の第 2式より，ベクトル 1と各列ベクトル

は直交することになる．以上のように切片を直交化することで，切片 $\theta^{0}$ の分だけ次元を

下げて推定を行うことができる．切片 $\theta^{0}$ の推定はパラメータ $\theta$ とは独立に行うことがで

きる．

2.2 一般化線形回帰

一般化線形回帰におけるパラメータ推定は，対応する指数型分布族の中から確率分布

をひとつ選択する問題である ([12]). 指数型分布族とは，確率密度関数 (あるいは確率関
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数 $)$ が

$f(y|\xi)=\exp(y^{T}\xi-\psi(\xi))$

と表される確率分布の族のことである．ただし， $\xi=(\xi^{1}, \xi^{2}, \ldots, \xi^{n})^{T}$ である． $\psi$ は $y$

について積分して 1になるよう正規化するための関数で凸関数である．パラメータ $\xi$ は自

然パラメータと呼ばれ， $\psi$ は $\xi$ のポテンシャル関数と呼ばれる．自然パラメータ $\xi$ を指

定することで確率分布がひとつに決まる．

一般化線形回帰問題では， $\xi=\tilde{X}\tilde{\theta}$ を仮定する．ただし， $\theta=(\theta^{1}, \theta^{2}, \ldots, \theta^{p})^{T}\in R^{d},$

$\tilde{\theta}=(\theta^{0}, \theta^{T})^{T}\in R^{d+1}$ である．パラメータである回帰係数 $\tilde{\theta}$ (あるいは $\theta$ ) を推定する

ことが目的である． $y$ の期待値 $\mu=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n})^{T}=(E[y_{1}], \ldots, E[y_{n}])^{T}$ は期待値パラ

メータと呼ばれ，期待値パラメータを指定することで確率分布がひとつに決まる．自然パ

ラメータ $\xi$ と期待値パラメータ $\mu$ の間にはリンク関数と呼ばれる関数 $g$ により $\xi=g(\mu)$

という関係がある．

一般化線形回帰の例としてロジスティック回帰を考える．考える指数型分布族は

$f(y| \xi)=\prod_{a=1}^{n}\frac{\exp(y_{a}\xi^{a})}{1+\exp\xi^{a}}=\exp(\sum_{a=1}^{n}y_{a}\xi^{a}-\psi(\xi))$

である．ただし， $\xi=(\xi^{1}, \xi^{2}, \ldots, \xi^{n})^{T}$ は自然パラメータであり， $y\in\{0, 1\}^{n}$ である．

$\xi$ に関するポテンシャル関数は $\psi(\xi)=\sum_{a=1}^{n}\log(1+\exp\xi^{a})$ である．期待値パラメー

タ $\mu$ は $\mu_{a}=E[y_{a}]=\exp\xi^{a}/(1+\exp\xi^{a})(a=1,2, \ldots, n)$ で与えられる．リンク関数は

$g( \mu)=\log\frac{\mu}{1-\mu}$ である．

2.3 一般化線形回帰と情報幾何

本節では，一般化線形回帰について情報幾何の視点から解説する．そのために，まず必

要な情報幾何の説明を行う．双対平坦空間の情報幾何はユークリッド幾何の一般化のひと

つである．双対平坦空間においては，ユークリッド空間と同様に直線や距離に対応する量

を扱うことができる．そのためユークリッド幾何により記述されていた LARSアルゴリ

ズムをもとにして，情報幾何を利用した推定手法がいくつか提案されている．情報幾何の

詳細については，文献 [1], [2], [11] などを参照のこと．

$\subseteq R^{n}$ をパラメータ空間とし，指数型分布族のなす空間 $S=\{f(\cdot|\xi)|\xi\in\Xi\}$ を考

える:

$f(y| \xi)=\exp(\sum_{a=1}^{n}y_{a}\xi^{a}-\psi(\xi))$ .

ここで， $\partial_{a}=\partial/\partial\xi^{a},$ $\partial^{a}=\partial/\partial\mu_{a}$ と略記することにする．対数尤度を $l(\xi, y)=$
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$\log f(y|\xi)$ , 確率密度関数の対数をとった確率変数を $l(\xi, Y)=\log f(Y|\xi)$ と書くこと

にする．接ベクトル $\partial_{a}$ は確率変数 $\partial_{a}l(\xi, Y)$ と同一視される．特に， $E[\partial_{a}l(\xi, Y)]=0$ が

成り立つ．計量としてフィッシャー情報

$g_{ab}=E[(\partial_{a}l(\xi, Y))(\partial_{b}l(\xi, Y$

を用いる． $\alpha$-接続と呼ばれる接続の族を考え，特に $\alpha=\pm 1$ に注目する．1-接続と $-1$-接

続はそれぞれ $e$ 接続， $m$-接続とも呼ばれ，互いに双対な構造をもつ．自然パラメータ $\xi$

に関する $\alpha$-接続の係数 $\Gamma_{abc}^{(\alpha)}$ は

$\Gamma_{abc}^{(\alpha)}=E[(\partial_{a}\partial_{b}l(\xi, Y)+\frac{1-\alpha}{2}\partial_{a}l(\xi, Y)\partial_{b}l(\xi, Y))\partial_{c}l(\xi, Y)]$

で与えられる．

一般に，あるパラメータに関して接続の係数がすべて $0$ であるとき空間 $S$ は $\alpha$-平坦で

あると言われ，そのパラメータは $\alpha$-アファイン座標系と呼ばれる． $S$ が $\alpha$-平坦であれば

$-\alpha$-平坦であり，その逆も成り立つ．このことから， $\pm\alpha$-平坦な空間を双対平坦空間と呼

ぶ．いま $S$ は指数型分布族であり， $\pm 1$-接続に関して双対平坦空間になることが知られ

ている．自然パラメータ $\xi$ が 1-アファイン座標系であり，期待値パラメータ $\mu$ が $-1-$ア

ファイン座標系である．

期待値パラメータ $\mu$ に関するポテンシャル関数 $\phi$ を $\phi(\mu)=E[\log f(Y|\mu)]=$

$E[l(\mu, Y)]$ で定義する．このとき，関係式

$\partial_{a}\psi=\mu_{a}, \partial^{a}\phi=\xi^{a}, \partial_{a}\partial_{b}\psi=g_{ab}, \partial^{a}\partial^{b}\phi=g^{ab},$

$\phi(\mu)+\psi(\xi)-\mu^{T}\xi=0$

が成り立つ．ただし， $(g^{ab})$ はフィッシャー情報行列 $(g_{a}b)$ の逆行列である．

$\alpha$-接続に関する測地線， $\alpha$-測地線を定義する． $S$ の曲線 $\gamma$ : $t\mapsto\gamma(t)$ が $\alpha$-測地線であ

るとは，任意の $t\in[0, 1]$ と $c=1$ , 2, . . . , $n$ に対して

$\ddot{\gamma}^{c}(t)+\sum\dot{\gamma}^{a}(t)\dot{\gamma}^{b}(t)(\Gamma_{a}^{(\alpha)c}b)_{\gamma(t)}=0$

$a,b$

が成り立つことである．ただし， $\Gamma_{a}^{(\alpha)c}b$ は $\Gamma_{a}^{(\alpha)c}b$

$=$ $\sum_{lbe}\Gamma_{a}^{(\alpha)}g^{ec}$ で与えられ，

$(\gamma^{1}(t), \gamma^{2}(t), \ldots, \gamma^{n}(t))^{T}$ は曲線 $\gamma(t)$ の $\alpha-$アファイン座標である．測地線は直線

に対応するものである． $\alpha=1$ とすると， $\xi_{(1)}$ と $\xi_{(2)}$ を結ぶ 1-測地線は，1-アファイン座

標系である自然パラメータが

$\xi_{\gamma}(t)=t\xi_{(1)}+(1-t)\xi_{(2)}, t\in[0, 1 ]$
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と表される曲線である．同様に， $\mu_{(1)}$ と $\mu_{(2)}$ を結ぶ $-1$-測地線は，期待値パラメータが

$\mu_{\gamma}(t)=t\mu(1)+(1-t)\mu_{(2)}, t\in[0, 1 ]$

と表される曲線である．

点 $\mu_{(1)}$ から点 $\xi_{(2)}$ へのカルバックーライブラーダイバージェンス (KL ダイバージェン

ス $)$ は

$D( \mu_{(1)}|\xi_{(2)})=E_{\mu_{(1)}}[\log\frac{f(Y|\mu_{(1)})}{f(Y|\xi_{(2)})}]$

で定義される．KL ダイバージェンスはユークリッド距離の二乗に対応する量である．

KL ダイバージエンスはポテンシャル関数 $\psi,$ $\phi$ を用いて

$D(\mu_{(1)}|\xi_{(2)})=\phi(\mu_{(1)})+\psi(\xi_{(2)})-\mu_{(1)}^{T}\xi_{(2)}$

と表すことができる．

$-1$-射影を定義する． $S’$ を $S$ の部分空間とし， $p\in S$ とする．点 $p$ の S’への $-1$-射影

とは， $P$ からの KL ダイバージェンスが最小であるような S’の点である．

$\tilde{M}=\{f(\cdot|\xi)|\xi=\tilde{X}\tilde{\theta}\}$ とおく．一般化線形回帰のパラメータ $\tilde{\theta}$ は $\tilde{M}$ における 1-ア

ファイン座標系であり， $\tilde{\eta}=\tilde{X}^{T}\mu$ は $\tilde{M}$ の $-1-$アファイン座標系である． $S$ における $\xi$

と $\mu$ についての上述の定義が， $\tilde{M}$ において $\tilde{\theta}$ と $\tilde{\eta}$ についても同様に定義できる．以後，

$\partial_{i}=\partial/\partial\theta^{i},$ $\partial^{i}=\partial/\partial\eta_{i}$ と略記し，添え字 $a,$ $b,$ $c$ は $\xi$ と $\mu$ に対して，添え字 $i,$ $j,$ $k$ は $\theta$

と $\eta$ に対して使用することにする．最尤分布は， $S$ において，観測 $y$ に対応する確率分布

$f(\cdot|\mu=y)$ を $\tilde{M}$ に $-1$-射影して得られる．

線形回帰における切片の直交化との対応を考える． $\tilde{\theta}$ の最尤推定量を $\hat{\theta}_{MLE},$
$\tilde{\eta}$ の最尤

推定量を $\hat{\eta}MLE$ とおき， $M=\{f(\cdot|\xi)\in\tilde{M}|\eta 0=(\hat{\eta}_{MLE})_{0}\}$ とおく． $M$ は $-1$-平坦なサ

ブモデルであり，双対平坦空間である． $N=\{f(\cdot|\xi)|\xi=\theta^{0}1\}$ とおくと， $N$ は切片だけ

からなるサブモデルである． $M$ と $N$ は直交することが分かり， $\theta^{0}$ の推定とは別に $M$ に

おいて $\theta$ を推定することができる．ただし， $M$ は $(\hat{\eta}_{MLE})_{0}$ の値に依存するサブモデルで

あり，線形回帰のように切片 $\theta^{0}$ と $\theta$ を独立に推定することはできない点に注意が必要で

ある．なお，説明変数選択の観点から考えると，どのような変数の組合せでも最尤推定量

が $M$ 上にあることが知られている．

今後， $\tilde{M}$ の元 $f(\cdot|\tilde{X}\tilde{\theta})$ のことを $f(\cdot|\tilde{\theta})$ , $M$ の元を $f(\cdot|\theta)$ とも表記することとする．

3 LARSと正則化

線形回帰におけるパラメータ推定手法として LARS と LASSO を紹介する．LARSは

線形回帰問題におけるパラメータ推定 (回帰係数の推定) のために提案されたアルゴリズ
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ムであり，同時にモデル推定も行う．アルゴリズムの出力としてパラメータの推定値とモ

デルの系列が得られる．説明変数間の相関を内積 (角度) とみなし，推定量の構成におい

て反応変数との相関が大きな (角度の小さな) 説明変数を順次追加することで推定値の系

列を構成する．LARSアルゴリズムはユークリッド幾何により記述され，幾何学的に単

純であり統計学的にも自然に解釈される．また，LARSは正則化の代表的な手法である

LASSO との関連が指摘されている．LARS 自体は正則化ではないが，LARSアルゴリズ

ムを修正することで LASSOによる推定値を出力できることが知られている．正則化と

は，最尤推定量の過学習を避けるために，対数尤度に正則化項 (罰則化項) を加えたもの

を最大化する手法である ([7]).

計画行列は正規化されているものとする．つまり，式 (1) が成り立つことを仮定する．

推定するパラメータは線形結合の係数 $\theta\in R^{d}$ である．

3.1 LASSO

LASSO はもともと Least Absolute Shrinkage and Selection Operator の略称であっ

たが，略称の LASSOという呼び方が広く普及している．正則化の代表的な手法であり，

統計学や機械学習の分野で関連した話題が盛んに研究されている．LASSOは最適化問

題として定式化され，何らかのアルゴリズムによりその問題を解くことで推定値が得ら

れる．

LASSOは以下の制約付き最小二乗法 (制約付き対数尤度最大化問題) として定義さ

れる:

$\min_{\theta\in R^{d}}\Vert y-X\theta\Vert_{2}^{2} s.t. \Vert\theta\Vert_{1}\leq c.$

あるいはラグランジュ形式

$\min_{\theta\in R^{d}}\Vert y-X\theta\Vert_{2}^{2}+\lambda\Vert\theta\Vert_{1}$

を LASSOと呼ぶこともある．ただし， $\Vert\cdot\Vert_{2}$ はユークリッドノルム ( $l_{2^{-}}$ノルム), $\Vert\theta\Vert_{1}=$

$\sum_{i=1}^{d}|\theta^{i}|$ は $l_{1^{-}}$ノルム， $c\geq 0$ と $\lambda\geq 0$ は問題を特徴づけるパラメータである．パラメー

タを変化させることで得られる推定値も変化する．たとえば， $c$ が十分大きな値をとる場

合 (あるいは $\lambda=0$ の場合), 得られる推定値 $\hat{\theta}$ は最尤推定値 $\hat{\theta}_{MLE}$ となる． $c=0$ の場

合 (あるいは $\lambda$ が十分大きな値をとる場合), $\hat{\theta}=0$ となる．LASSO により得られる推定

値は疎になるという特徴をもつ．推定値が疎であるとは，成分のいくつかが厳密に $0$ に

なることをいう．パラメータ値が変化することの推定値を知るために，推定量の描くパ

スを求めるという問題が出てくる (図 4など). 次節で説明する LARSアルゴリズムは，

LASSO推定量のパスを求めるためのアルゴリズムという側面をもつ．
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3.2 LARS

LARS (Least Angle Regression) は相関をもとにパラメータ推定を行うアルゴリズム

である．相関は幾何学的には内積 (あるいは角度) に対応しており，LARSアルゴリズム

はユークリッド幾何で記述することができる．

説明変数の添え字集合 $\{$ 1, 2, . . ., $d\}$ の部分集合 $\mathcal{A}$ に対して $n\cross|\mathcal{A}|$ 行列 $X_{\mathcal{A}}$ を

$X_{\mathcal{A}}=(s_{j}x_{j})_{j\in \mathcal{A}}$

と定義する．ただし，$\mathcal{S}_{j}=\pm 1$ として，このあと考える相関の符号を表すものとする．さ

らに，
$G_{\mathcal{A}}=X_{\mathcal{A}}^{T}X_{\mathcal{A}}, A_{\mathcal{A}}=(1_{\mathcal{A}}^{T}G_{\mathcal{A}}^{-1}1_{\mathcal{A}})^{-1/2}$

とおく．ただし，$1_{\mathcal{A}}$ はすべての成分が 1の $|\mathcal{A}|$ 次元ベクトルであり，また $A_{\mathcal{A}}$ はスカラー

であることに注意する．

今，$X_{\mathcal{A}}$ の列ベクトルに対して同じ角度をなすような $n$ 次元単位ベクトル $u_{\mathcal{A}}$ は

$u_{\mathcal{A}}=X_{A}w_{\mathcal{A}}, w_{\mathcal{A}}=A_{\mathcal{A}}G_{\mathcal{A}}^{-1}1_{\mathcal{A}}$ (2)

と表すことができ，実際
$X_{\mathcal{A}}^{T}u_{\mathcal{A}}=A_{\mathcal{A}}1_{\mathcal{A}}, \Vert u_{\mathcal{A}}\Vert^{2}=1$ (3)

が成り立つ．

LARS アルゴリズムは以下の通りである．ただし，行列 $X_{\mathcal{A}_{k}}$ を $X_{k}$ と表すことにする．

$u_{\mathcal{A}_{k}},$
$A_{\mathcal{A}_{k}}$ などについても同様とする．

LARS

入力 : 計画行列 $X=(x_{i}^{a})_{1\leq a\leq n},$ $1\leq i\leq d=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{d})$ ,

反応変数 $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}$

出力 : 推定値の系列 $\hat{\theta}_{(0)},$ $\hat{\theta}_{(1)}$ , . . . , $\hat{\theta}_{(d)}$ , あるいは推定値のパス

1. $\hat{\mu}0=0,$ $k=0$ とする．

2. $\hat{c}_{k+1}=X^{T}(y-\hat{\mu}_{k})$ とおく．

3. $\hat{C}_{k+1}=\max_{j}\{|\hat{c}_{k+1,j}|\},$ $\mathcal{A}_{k+1}=\{j :|\hat{c}_{k+1,j}|=\sim k+1\}$ とおく．

4. $sj=sign\{\hat{c}_{k+1,j}\}$ $(j\in \mathcal{A}_{k+1})$ を用いて，$X_{k+1},$ $A_{k+1},$ $u_{k+1}$ を計算する．

5. $a_{k+1}=X^{T}u_{k+1}$ とおく
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6. $\mathcal{A}_{k+1}\neq\{1, 2, . . . , d\}$ の場合， $\hat{\gamma}$ を

$\hat{\gamma}=\min_{j\in \mathcal{A}_{k+1}^{c}}^{+}\{\frac{\hat{C}_{k+1}-\hat{c}_{k+1,j}}{A_{k+1}-a_{k+1,j}}, \frac{\hat{C}_{k+1}+\hat{c}_{k+1,j}}{A_{k+1}+a_{k+1,j}}\}>0$ ,
(4)

$\hat{\mu}_{k+1}:=\hat{\mu}_{k}+\hat{\gamma}u_{k+1}, k:=k+1$

として，ステップ 2へ戻る． $\mathcal{A}_{k+1}=\{1, 2, . . . , d\}$ の場合，ステップ 7へ．

7. $\hat{\gamma}$ を

$\hat{\gamma}=\frac{\hat{C}_{k+1}}{A_{k+1}}$

と定め，
$\hat{\mu}_{k+1}:=\hat{\mu}_{k}+\hat{\gamma}u_{k+1}$

として，アルゴリズムを終了する．

ただし，ステップ 7のminj$+\in \mathcal{A}$。は正の値のうちで最小値をとることを意味する．

この節の残りでは LARSのアルゴリズムのステップ 6に説明を加える．$\gamma>0$ に対して

$\mu(\gamma)=\hat{\mu}_{k}+\gamma u_{k+1}$

と定義すると，賜と残差 $y-\mu(\gamma)$ の相関は

$c_{j}(\gamma)=x_{j}^{T}(y-\mu(\gamma))$

$=x_{j}^{T}(y-\hat{\mu}_{k})-\gamma x_{j}^{T}u_{k+1}$ (5)

$=\hat{c}_{k,j}-\gamma a_{k+1,j}$

となる．$j\in \mathcal{A}_{k+1}$ に対して

$|c_{j}(\gamma)|=|\hat{c}_{j}-\gamma a_{j}|$

$=|\hat{C}_{k+1}-\gamma A_{k+1}|$ (6)

$=\hat{C}_{k+1}-\gamma A_{k+1}$

が成り立つので，相関の絶対値の最大値 $|c_{j}(\gamma)|(i\in \mathcal{A}_{k+1})$ は各成分で同じように減少

することが分かる． $i\in \mathcal{A}_{k+1}^{c}$ に対しては，式 (5) と式 (6) により $c_{j}(\gamma)$ が相関の最大

値 $\hat{C}_{k+1}-\gamma A_{k+1}$ と一致するのは $\gamma=(\hat{C}-\hat{c}_{j})/(A_{\mathcal{A}}-a_{j})$ のときだと分かる．同様に，

$-c_{j}(\gamma)$ が最大値と一致するのは $\gamma=(\hat{C}+\hat{c}_{j})/(A_{\mathcal{A}}+a_{j})$ のときだと分かる．したがっ

て，式 (4) の $\hat{\gamma}$ はこのような $\gamma$ のうちで最小のものをとっていることになる．そして，そ

の最小の $\gamma$ を与えたインデックス $\hat{j}$ が次の反復の時に集合 $\mathcal{A}_{k+2}$ に含まれることになる．
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4 情報幾何を利用した推定手法

一般化線形回帰に対して情報幾何を利用したパラメータ手法をいくつか紹介する．これ

らの手法は一般化線形回帰以外の問題に対しても拡張されるが [9, 10], 本稿では一般化線

形回帰の文脈で紹介する．パラメータである回帰係数 $\theta\in R^{d}$ を推定することが目的であ

る．ここでは切片などの局外パラメータの推定は扱わず，それぞれの手法の主要な部分を

説明する．指数型分布族のなす双対平坦空間における推定量の移動更新である．

情報幾何を利用しない LASSOの一般化として [6] や [13] などがある．情報幾何を使っ

た手法としては，ここで紹介する以外にも [3], [16] がある．

4.1 Bisector Regression

Hirose and Komaki (2010) で提案された Bisector Regression (BR) アルゴリズム

を説明する． $i\in \mathcal{A}\subseteq\{1, 2, . . . , d\},$ $s\in R$ に対して，ふたつのサブモデル $M(\mathcal{A})$ と

$M(i, s, \mathcal{A})$ を

$M(\mathcal{A})=\{f(\cdot|\theta)|\theta^{j}=0(j\not\in \mathcal{A})\},$

$M(i, s, \mathcal{A})=\{f(\cdot|\theta)|\theta^{i}=s, \theta^{j}=0(j\not\in \mathcal{A})\}$

により定義する．

まず BR アルゴリズムで何をしようとしているのかについて幾何学的な説明をし，そ

の後に BR アルゴリズムを紹介する．BR アルゴリズムは LARSの拡張を目指したもの

である．アルゴリズムの反復ごとにパラメータの推定値を出力し，推定値の入るモデルが

入れ子状に順に小さくなっていくのが特徴である．これによりアルゴリズムの反復はパラ

メータの次元 $d$ と同じ回数だけであることが分かり，考える説明変数の組合せの候補数が

大幅に削減される．

LARSでは，説明変数と反応変数の相関を内積 (角度) として扱い，反応変数となす相

関の大きい (角度の小さい) 説明変数を推定量の構成に順次取り込んでいた．すでに推定

量を構成している説明変数同士は反応変数となす相関 (角度) が互いに一致しており，幾

何学的には推定量が角の二等分線上を動いているものとみなせる．双対平坦空間の情報

幾何を利用して LARSの拡張を行うにあたって，角の二等分線を距離を用いた形で一般

化し，BR アルゴリズムはその曲線上を推定量が動くようなアルゴリズムになっている．

ただし，BR は LARSの厳密な拡張ではない．LARSでは原点を出発点にしてアルゴリ

ズムが始まり，フルモデルの最尤推定量を推定量の最終的な到達点にしていた．しかし，

113



BR では，推定量はフルモデルの最尤推定量を出発し，最終的に原点にたどりつくように

なっている．これはユークリッド空間を双対平坦空間に一般化する際に生じる困難を避け

るためであった．推定量の移動 (更新) によりパラメータの推定値とモデルの組の系列を

出力する点は同じである．

BR アルゴリズムは 2.3節で導入したサブモデル $M$ ににおいて働くアルゴリズムであ

る． $M$ 内を動く推定量の点を考え， $M(\mathcal{A})$ の形で表される $M$ のサブモデルに推定量が

順次動いていく手続きを記述する．図 1は推定量の点が角の二等分線に対応する曲線に

沿って移動する様子を表したものであり，BR アルゴリズムではこの手続きを反復するこ

とになる．推定量の点が $k$ 回目の反復で得られた推定値 $\hat{\theta}_{(k)}$ にいるものとする．アルゴ

リズム開始時には $\hat{\theta}_{(0)}=\hat{\theta}_{MLE}$ である． $\hat{\theta}_{(k)}$ は $d-k$ 個の非零成分をもち， $|\mathcal{A}|=d-k$

を満たすある $\mathcal{A}\subseteq\{1, 2, . . . , d\}$ に対して $\hat{\theta}_{(k)}\in M(\mathcal{A})$ となっている．各 $i\in \mathcal{A}$ に対し

て，サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ を考える．サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ は， $M(\mathcal{A})$ よりも一次元

だけ次元の小さなサブモデルで $M(\mathcal{A})$ に含まれている．現在の推定値 $\hat{\theta}_{(k)}$ から各サブモ

デル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ への KL ダイバージェンスを測り，その最小値をがとおくことにする．

$\hat{\theta}_{(k)}$ からの KL ダイバージェンスが $t^{*}$ になるように各サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ を平行移動

したものは，それぞれ $M(i, s_{i}^{*}, \mathcal{A})$ の形で表される． $M(\mathcal{A})$ における各 $M(i, s_{i}^{*}, \mathcal{A})$ の交

点を $\hat{\theta}_{(k+1)}$ と決める．このとき，がを達成した $i^{*}\in \mathcal{A}$ に対して $\hat{\theta}_{(k+1)}\in M(\mathcal{A}\backslash \{i^{*}\})$ で

あるから，推定値を含むサブモデルの次元がひとつ小さくなったことが分かる．なお，上

述の説明では角の二等分線に対応する曲線を陽に用いていないが，曲線の両端がそれぞれ

推定値 $\hat{\theta}_{(k)}$ と $\hat{\theta}_{(k+1)}$ に対応している．

角の二等分線に対応する曲線について図 1にしたがって簡単に説明する．現在の推定値

$\hat{\theta}_{(k)}$ から各サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ -の $-1$-射影を $\overline{\theta}_{(k)}^{-i}$ とおく． $\hat{\theta}_{(k)}$ から各 $\overline{\theta_{(k)}}^{i}$ への KL

ダイバージェンスのうち最小値が $t^{*}$ であり，最小値を達成するのは $i^{*}\in \mathcal{A}$ である． $\hat{\theta}_{(k)}$

から $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’}$ への KL ダイバージェンスが $\hat{\theta}_{(k)}$ から $\overline{\theta}_{(k)}^{-i^{*}}$ への KL ダイバージェンスと一致

するように，サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i’\})$ を平行移動して $M(i’, s_{i}^{*},, \mathcal{A})$ とする．ただし， $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’}$

は $\hat{\theta}_{(k)}$ の $M(i’, s_{i}^{*},, \mathcal{A})$ への $-1$-射影であり， $s_{i}^{*}$, は $D(\hat{\theta}_{(k)}|\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’})=$ がを満たす値とし

て決まる． $i$ に対して同様のごとを考えると， $s_{i^{*}}^{*}=0,$ $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i^{*}}=\overline{\theta_{(k)}}^{i^{*}}$ であることが分かる．

新しい推定値 $\hat{\theta}_{(k+1)}$ は $M(i’, s_{i}^{*},, \mathcal{A})$ と $M(i^{*}, 0, \mathcal{A})=M(\mathcal{A}\backslash \{i^{*}\})$ との交点であった．

ここで， $0\leq t\leq t^{*}$ なる $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して， $t^{*}$ の代わりに $t$ を使って $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’}$ と $\theta 蔚^{}*$ に対応する

点を作ることができる．そして，それらをそれぞれ含むようなサブモデル $M(i’, 8_{1’}(t), \mathcal{A})$

と $M(i^{*}, s_{i^{*}}(t), \mathcal{A})$ の交点 $\hat{\theta}(t)$ を考えることができる (図 1における点線上の点になる).

特に， $t=0$ のとき $\hat{\theta}(t)=\hat{\theta}_{(k)}$ であり， $t=t^{*}$ のとき $\hat{\theta}(t)=\hat{\theta}_{(k+1)}$ である．拡張ピタゴ
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図 1推定量の更新．$\mathcal{A}\subseteq\{1, 2, . . . , d\}$ : 説明変数を指定するインデックス．

$M(i, s, \mathcal{A})=\{\theta|\theta^{i}=s,$ $\theta^{j}=0(j\not\in \mathcal{A}$ $0$ :原点． $\hat{\theta}_{(k)}:k$ 番目の推定量． $\hat{\theta}_{(k+1)}$ :

$k+1$ 番目の推定量． $\overline{\theta}_{(k)}^{-i}$ : サブモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})=M(i, 0, \mathcal{A})$ における最尤

推定量，あるいは $\hat{\theta}_{(k)}$ の $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ への $-1$-射影でも同じ． $D(\hat{\theta}_{(k)}|\overline{\theta}_{(k)}^{-i’})>$

$D(\hat{\theta}_{(k)}|\overline{\theta}_{(k)}^{-i^{*}})$ である． $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’}$ : $\hat{\theta}_{(k)}$ の $M(i’, s_{i’}^{*}, \mathcal{A})$ への $-1$-射影． $s_{i}^{*}$ : 条件

$D(\hat{\theta}_{(k)}|\tilde{\theta}_{(k)}^{-i’})$ $=D(\hat{\theta}_{(k)}|\overline{\theta}_{(k)}^{-i^{*}})$ より決まる値． $\hat{\theta}_{(k)}$ は $M(\mathcal{A}\backslash \{i’\})$ よりも

$M(\mathcal{A}\backslash \{i^{*}\})$ に近いので $\tilde{\theta}_{(k}^{-*}=\overline{\theta}_{(k)}^{-i^{*}}$ である． $\hat{\theta}_{(k+1)}$ Iは $M(i^{*}, 0, \mathcal{A})$ と $M(i’, s_{i}^{*}, , \mathcal{A})$

の交点として定義される．点線は角の二等分線に対応する曲線である．BR アルゴリズ

ムでは，推定量がこの曲線に沿って動いていると見ることができる．

ラスの定理より，

$D(\hat{\theta}_{(k)}|\tilde{\theta}^{-i’}(t))=D(\hat{\theta}_{(k)}|\tilde{\theta}^{-i^{*}}(t))$ ,

$D(\tilde{\theta}^{-i’}(t)|\hat{\theta}(t))=D(\tilde{\theta}^{-i^{*}}(t)|\hat{\theta}(t))$

が成り立つ．このことから $\{\hat{\theta}(t)|0\leq t\leq t^{*}\}$ が角の二等分線に対応する曲線になってい

ることが分かる．

BR アルゴリズムは以下の通りである．ステップ 2から 6が反復され，反復ごとにパラ

メータの推定値とモデルが出力される．ステップ 4の $l_{(k)}^{-i}$ は， $\hat{\theta}_{(k)}$ と $\overline{\theta}_{(k)}^{-i}$ を結ぶ $-1$-測

地線である．

BR

入力 : 計画行列 $X=(x_{i}^{a})_{1}\leq a\leq n,$ $1\leq i\leq d=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{d})$ ,
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反応変数 $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}$

出力 : 推定値の系列 $\hat{\theta}_{(0)},$ $\hat{\theta}_{(1)}$ , . . . , $\hat{\theta}_{(d)},$

1. $\hat{\theta}_{(0)}:=\hat{\theta}_{MLE},$ $\mathcal{A}:=\{i|1\leq i\leq d\},$ $k$ $:=0$ とおく．

2. 各 $i\in \mathcal{A}$ に対してモデル $M(\mathcal{A}\backslash \{i\})$ の最尤推定量 $\overline{\theta}_{(k)}^{-i}$ を計算する．

3. $t^{*}:= \min_{i\in \mathcal{A}}D(\hat{\theta}_{(k)}|\overline{\theta}_{(k)}^{-i})$ , $i^{*}:= \arg\min_{i\in \mathcal{A}}D(\hat{\theta}_{(k)}|\overline{\theta}_{(k)}^{-i})$ とおく．

4. 各 $i\in \mathcal{A}$ に対して，二条件 $D(\hat{\theta}_{(k)}|\tilde{\theta}_{(k)}^{-i})=t^{*},$ $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i}\in M(i_{\mathcal{S}_{i}^{*}}, \mathcal{A})$ を満たす

ような $s_{i}^{*}$ と $\tilde{\theta}_{(k)}^{-i}\in l_{(k)}^{-i}$ を求める．

5. $i\in \mathcal{A}$ に対して $\hat{\theta}_{(k+1)}^{i}:=\mathcal{S}_{i)}^{*}j\not\in \mathcal{A}$ に対して $\hat{\theta}_{(k+1)}^{j}:=0$ とする．

6. $k+1<d-1$ の場合， $k:=k+1,$ $\mathcal{A}:=\mathcal{A}\backslash \{i^{*}\}$ としてステップ 2へ戻る．

$k+1=d\cdot-1$ の場合，ステップ 7へ進む．

7. $\hat{\theta}_{(d)}:=0$ とし，アルゴリズム終了．

ステップ 5では， $i^{*}\in \mathcal{A}$ であるが $\hat{\theta}_{(k+1)}^{i^{*}}=0$ であることに注意が必要である．このこ

とにより，1回の反復において $\theta$ の成分がひとつ $0$ になり，モデルが入れ子状に小さく

なつていくことになる．

4.2 Differential Geometric LARS

[4] において提案された Differential Geometric Least Angle Regression (DGLARS)

アルゴリズムを紹介する．DGLARS アルゴリズムも LARSアルゴリズムと同様に推定

値の系列とその間の (近似的な) パスを出力する．パスのパラメータを $\gamma$ で表わすこと

にする．推定量 $\hat{\theta}$ を構成している説明変数の添え字集合を active set と呼ぶ．この active

set は単調増加するので，active set が変化する点を $0\leq\gamma^{(p)}\leq\gamma^{(p-1)}\leq\cdots\leq\gamma^{(1)}$ とお

く．DGLARS アルゴリズムではパラメータ $\gamma$ は $\gamma_{(1)}$ から始まり，単調減少して $0$ に到

る． $\gamma=0$ がフルモデルの最尤推定量に対応する．

DGLARS アルゴリズムの概要を幾何学的に説明する．推定量の出発点は原点 $\hat{\theta}=0$ で

ある．最終的には推定量はフルモデルの最尤推定量に到る．現時点での推定量による 「残

差」 と最も小さな 「角度」 をもつ説明変数を用いて推定量を構成する．ある曲線上を推定

量が移動すると，これまで推定量を構成していなかった説明変数が新しく 「残差」 と小さ

な「角度」 をなすようになる．そこで新しい説明変数を active set に追加し，active set

を更新する．このような手順で逐次 active setを大きくしながら推定量を更新する．

ユークリッド空間と違い，一般の双対平坦空間では 「残差」 と説明変数のなす 「角度」
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が自明で憶ない．DGLARS では，点 $f(\cdot|\theta)$ の接空間 $T_{f(\cdot|\theta)}S$ の元である残差ベクトル

$r( \mu(\theta), y, Y)=\sum_{a=1}^{n}\{y_{a}-\mu_{a}(\theta)\}\partial^{a}l(\mu(\theta), Y)$

を考える．各説明変数に対応する接ベクトルとして $\partial_{i}l(\theta, Y)\in T_{f(\cdot|\theta)}M$ をとる．残差ベ

クトル $r(\mu(\theta), y, Y)$ と基底ベクトル $\partial_{i}l(\theta, Y)$ との内積については

$\partial_{i}l(\theta, y)=\langle\partial_{i}l(\theta, Y) , r(\mu(\theta), y, Y)\rangle_{T_{f(\cdot|\theta)}S}$ (7)

が成り立つ．推定量 $\hat{\theta}(\gamma)$ における接空間 $T_{f(}.{}_{1\hat{\theta}(\gamma))}S$ において，これらのベクトルのなす

内積にもとついて推定量を移動させる．DGLARSアルゴリズムでは，接ベクトル間の内

積を直接計算するのではなく，符号付きラオスコア統計量

$r_{i}^{u}(\gamma)=(g_{ii})^{-1/2}\partial_{i}l(\theta(\gamma), y)$

$=\Vert r(\theta(\gamma), y, Y)\Vert_{T_{f(\cdot|\theta)}S}\cos\rho_{i}(\theta(\gamma))$

を利用する．ただし，$\rho_{i}(\theta)$ は，点 $f(\cdot|\theta)$ の接空間 $T_{f(\cdot|\theta)}S$ における残差ベクトル $r(\theta, y, Y)$

と基底ベクトル $\partial_{i}l(\theta, Y)$ とのなす角度であり，ふたっめの等号は式 (7) から導かれる．

$\Vert r(\theta(\gamma), y, Y)\Vert_{T_{f(\cdot|\theta)}S}$ Iは $i$ によらない量であり，角度の大きさが $r_{i}^{u}(\gamma)$ で測られることが

分かる．

DGLARS アルゴリズムの概要は以下の通りである．文献 [4] において，式 (8) は

generalized equiangularity condition と呼ばれている．より詳しい内容は文献 [4] を参照

のこと．

DGLARS

入力 : 計画行列 $X=(x_{i}^{a})_{1\leq a\leq n},$ $1\leq i\leq d=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{d})$ ,

反応変数 $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}$

出力 : 推定値の系列 $\hat{\theta}_{(0)},$ $\hat{\theta}_{(1)}$ , . . . , $\hat{\theta}_{(d)}$ , あるいは推定値のパス

1. $\hat{\theta}_{(0)}=0,$ $k=1$ とおく．

2. $\mathcal{A}_{1}=\{a_{1}\}=\arg\max_{j\in 1,2,\ldots,d}|r_{j}^{u}(0)|,$ $\gamma_{(1)}=|r_{a、}^{u}(0)|$ とおく．

3. $\gamma\leq\gamma(k)$ に対して，条件

$|r_{a_{i}}^{u}(\gamma)|=|r_{a_{j}}^{u}(\gamma)|, \forall a_{i}, a_{j}\in \mathcal{A}_{k},$

(8)
$|r_{a_{h}^{c}}^{u}(\gamma)|<|r_{a_{i}}^{u}(\gamma)|, \forall a_{h}^{c}\not\in \mathcal{A}_{k}, \forall a_{i}\in \mathcal{A}_{k}$

を満たすような $\hat{\theta}(\gamma)$ を求める．
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4. $\gamma$ を小さくしていき，ある $a_{h}^{c}\not\in \mathcal{A}_{k}$ に対して

$|r_{a_{h}^{c}}^{u}(\gamma)|=|r_{a_{i}}^{u}(\gamma)|, \forall a_{i}\in \mathcal{A}_{k}$

が成り立ったら， $\hat{\theta}_{(k)}=\hat{\theta}(\gamma)$ , $\gamma_{(k+1)}=\gamma,$
$\mathcal{A}_{k+1}=\arg\max_{j\in 1,2,\ldots,d}|r_{j}^{u}(\gamma)|,$

$k=k+1$ とおいてステップ 3に進む．

5. $\gamma=0$ となったらアルゴリズムを終了する．

4.3 例

一般化線形回帰のひとつとしてロジスティック回帰を考える．ロジスティック回帰に

ついては 2.2節で簡単に説明した．データとして South African Heart Disease (SAHD)

データを使用した ([7]). SAHD データは 9個の説明変数 $x_{1},$ $x_{2}$ , . . . , $x_{9}$ と反応変数 $y$ か

らなり， $n=462$ 人分のデータが集められている．

SAHDデータに対する BR の結果を図 2に示す．横軸は BR が出力した各推定値の $l_{1^{-}}$

ノルムを示している．縦軸は説明変数 $x_{i}(i=1,2, \ldots, 9)$ の回帰係数 $\theta^{i}(i=1,2, \ldots, 9)$

の値を表している．BR の出発点であるフルモデルの最尤推定値が図 2の右端に対応す

る．BR アルゴリズムは図の右端から左端に向かって進む．図に入っている縦線はそれぞ

れ BRGLMアルゴリズムが出力した推定値に対応している．左に進むにしたがって非零

成分の個数がひとつずつ減っており，縦線の上の数字は非零成分の個数を示している．図

2より，
$\hat{\theta}$ の成分が $0$ になった順番は $\theta^{8},$ $\theta^{4},$ $\theta^{1},$ $\theta^{7},$ $\theta^{3},$ $\theta^{2},$ $\theta^{6},$ $\theta^{5},$

$\theta^{9}$ である．

DGLARSによる結果を図 3に示す．計算には $R$ の dglarsパッケージを利用した．図

3の横軸は推定値の $l_{1^{-}}$ノルムを，縦軸はパラメータ $\theta^{i}(i=1,2, \ldots, 9)$ の値を示してい

る．アルゴリズムは図の左端からスタートし，右端に到る．

情報幾何を利用していない [13] の方法による結果を図 4に示す．この方法は LASSO

を一般化線形回帰に拡張した正則化の方法である．計算には $R$ の glmpathパッケージを

利用した．図 4の横軸は推定値の $l_{1^{-}}$ノルムを，縦軸はパラメータ $\theta^{i}$ $(i=1,2, . .., 9)$ の

値を示している．縦線の上の数字は非零成分の個数を示している．図 4の右端から左端に

見ていくと，パラメータが $0$ になる順番は $\theta^{8},$ $\theta^{4},$ $\theta^{7},$ $\theta^{1},$ $\theta^{6},$ $\theta^{3},$ $\theta^{2},$ $\theta^{5},$
$\theta^{9}$ であったことが

分かる．

5 まとめ

統計学における一般化線形回帰と情報幾何について説明した．一般化線形回帰の問題を

紹介して，情報幾何の視点から局外パラメータの説明をした．線形回帰におけるパラメー
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図 2 SAHDデータのロジスティック回帰に対する BR の結果．横軸は各推定値の
$l_{1^{-}}$ノルムをを示している．縦軸は説明変数 $x_{i}(i=1,2, \ldots, 9)$ の回帰係数 $\theta^{i}(i=$

$1$ , 2, . . . , 9) の値を表す．図の右端はフルモデルの最尤推定値であり，BR アルゴリズ

ムの出発点を表している．左端は BR アルゴリズムの出力した最後の推定値であり，推
定したいパラメータがすべて $0$ になっている．図に入っている縦線はそれぞれ BR ア

ルゴリズムが出力した推定値に対応している．左に進むにしたがって非零成分の個数

がひとつずつ減っていく．縦線の上の数字は非零成分の個数を示している．パラメー

タが $0$ になる順番は $\theta^{8},$ $\theta^{4},$ $\theta^{1},$ $\theta^{7},$ $\theta^{3},$ $\theta^{2},$ $\theta^{6},$ $\theta^{5},$
$\theta^{9}$ であった．

夕推定手法である LARS と LASSO を紹介した．特に，LARSはユークリッド幾何によ

り記述できるアルゴリズムであり，変数間の相関を内積 (角度) として扱うことにより，

相関にもとつく推定を行っている点を確認した．また，情報幾何を利用したパラメータ推

定法を紹介した．特に，LARSの拡張という観点から関連した手法を紹介した．ダイバー

ジェンス，あるいは接ベクトル間の内積を利用することにより，ユークリッド空間におけ

る角の二等分線を拡張し，得られた曲線を利用してパラメータ推定を行っていた．
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