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1 序

Gelfand-Cetlin系とは Guillemin-Sternberg [11] により導入された旗多

様体 $F=GL(n, \mathbb{C})/P$ 上の完全可積分系

$\Phi:Farrow \mathbb{R}^{(\dim_{\mathbb{R}}F)/2},$

すなわち，関数的に独立で，互いに Poisson可換な関数の組である．その
像 $\triangle=\Phi(F)$ は Gelfand-Cetlin多面体と呼ばれる凸多面体になり，$\triangle$ の

内点のファイバーが Lagrangeトーラスになるなど，トーリック多様体上

の運動量写像とよく似た性質を持っている．一方で，$\Phi$ は $\Delta$ の余次元 3

のある面で滑らかではなく，その上にはトーラスではない Lagrangeファ

イバーが存在するなど，トーリック多様体の場合とは異なる面もある．本
稿では，そのような非トーラス Lagrange ファイバーに対する Floerコホ

モロジーについて考える．

トーリック多様体の Lagrange トーラス軌道に対する Floer理論とそ

のミラー対称性への応用は深谷-Oh-太田-小野 [8] により非常に深く研究

されている．その結果の一部を簡単に思い出しておく．$(X, \omega)$ を複素 $N$

次元のコンパクトなトーリック多様体，$\Phi$ : $Xarrow \mathbb{R}^{N}$ をトーラス作用の運

動量写像とし，その運動量多面体を $\triangle=\Phi(X)$ とする．各内点 $u\in Int\triangle$

$*$本研究は科研費 (23740055) の助成を受けたものである．
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に対し，そのファイバーを $L(u)=\Phi^{-1}(u)$ と書くことにすると，$L(u)$

に境界を持つ正則円盤を $\zeta$‘数える “ ことにより，$L(u)$ のコホモロジー群

$H^{*}(L(u);A_{0})$ に $A_{\infty}$ 構造が入る．ただし

$\Lambda_{0}=\Lambda_{0}^{\mathbb{C}}=\{\sum_{i=1}^{\infty}a_{i}T^{\lambda_{i}}a_{i}\in \mathbb{C}, \lambda_{i}\geq 0, \lim_{iarrow\infty}\lambda_{i}=\infty\}$

は Novikov環である．このとき，次が成り立つ．

$\bullet$ $A_{\infty}$ 構造により定義されるポテンシャル関数 $\mathfrak{P}\mathfrak{Q}$ は，

$\bigcup_{u\in Int\triangle}H^{1}(L(u);\Lambda_{0}/2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z})\cong Int\triangle\cross(\Lambda_{0}/2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z})^{N}$ (1)

上の関数と見なすことができる．$A_{0}$ の代わりに $\sqrt{-1}\mathbb{R}$ を考えると，
$H^{1}(L(u);\sqrt{-1}\mathbb{R}/2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z})$ は $L(u)$ の双対トーラスであり，(1) は

代数トーラス $(\mathbb{C}^{*})^{N}$ (の開集合) だと思うことができる．$X$ が Fano

多様体の場合には，$\mathfrak{P}O$ は適当な変数変換のもとで Laurent多項式

となり，$X$ の Landau-Ginzburg ミラーのスーパーポテンシャルに

一致する．

$\bullet$ ポテンシャル関数 $\mathfrak{P}O$ の臨界点は，Floerコホモロジーが非自明
な Lagrange ファイバー $L(u)$ と $b\in H^{1}(L(u)$ ; $\Lambda$0/2$\pi\sqrt{}$-1 $\mathbb{Z}$

$)$ の組

$(L(u), b)$ に対応する．

$\bullet$ $X$ の量子コホモロジー $QH(X)$ はポテンシャル関数の Jaobi 環
$Jac(\mathfrak{P}\mathfrak{Q})$ と同型である．

$\bullet$ ポテンシャル関数の臨界値は $c_{1}(X)\in QH(X)$ の量子カップ積の固

有値と一致する．

詳細は [8] や [9] を参照されたい．特にポテンシャル関数の臨界点がすべて

非退化ならば，その個数は $X$ のコホモロジー群の次元 $\dim H^{*}(X;\mathbb{Q})$ に一

致し，したがって Floer コホモロジーが非自明な $(L(u), b)$ が $\dim H^{*}(X)$

個存在する．

旗多様体上の場合には，Gelfand-Cetlin系の場合のトーリック退化を用
いることによりトーラスファイバーのポテンシャル関数を計算することが

でき，それが Givental [10], Batyrev, Ciocan-Fontanine, Kim, van Straten

田により与えられた旗多様体のミラーのスーパーポテンシャルに一致す
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ることが分かる (西納-野原-植田 [13]). この場合もポテンシャル関数の臨

界点は Floer コホモロジーが非自明な Lagrange トーラスファイバーに対

応しているので，ポテンシャル関数からそのようなトーラスファイバー

を求めることもできるようになる．しかし，トーリック多様体の場合とは

異なり，その数は一般に $H^{*}(F)$ の次元より小さい．江ロー堀-Xiong [3] や

Rietsch [14] は旗多様体のミラーを代数的トーラス $(\mathbb{C}^{*})^{N}$ の部分コンパク

ト化として構成し，スーパーポテンシャルが正しい数の臨界点を持つこと
を示している．この (‘無限遠 “ の臨界点が何らかの意味で Gelfand-Cetlin

多面体の境界に現れる Lagrangeファイバーと対応していると期待するこ
とは自然なことだと思われる．本稿では 3次元旗多様体 F1(3) と $\mathbb{C}^{4}$ 内

の 2次元部分空間のなす Grassmann多様体 $Gr(2,4)$ の場合に，非トーラ
スファイバーの Floer コホモロジーについて述べたい．なお，これは植田
ー石氏 (大阪大学) との共同研究による．

2 Gelfand-Cetlin系

2.1 旗多様体

記号の準備を兼ねて，旗多様体の基本的な事実を思い出しておく．整数
の列 $0=n_{0}<n_{1}<\cdots<n_{r}<n_{r+1}=n\backslash$ に対し，$F=F(n_{1}, \ldots, n_{r}, n)$

を部分空間の列

$0=V_{0}\subset V_{1}\subset\ldots V_{r}\subset V_{r+1}=\mathbb{C}^{n}, \dim V_{i}=n_{i}$

全体のなす旗多様体とする．各 $i=1$ , . . . , $r+1$ に対し $k_{i}=n_{i}-n_{i-1}$ と

おけば，旗多様体は

$F=U(n)/(U(k_{1})\cross\cdots\cross U(k_{r+1}))$

で与えられる．旗多様体の次元は

$N=N(n_{1}, \ldots, n_{r}, n)$ $:= \dim_{C}F(n_{1}, \ldots, n_{r}, n)=\sum_{i=1}^{r}(n_{i}-n_{i-1})(n-n_{i})$

で与えられる．例えば完備旗多様体 F1(3) $=F(1,2,3)$ は 3次元，$\mathbb{C}^{4}$ 内の

2次元部分空間のなす Grassmann 多様体 $Gr(2,4)=F(2,4)$ は 4次元で

ある．
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ユニタリ群 $U(n)$ の Lie環 $u(n)$ に $U(n)$ 不変な内積を固定し，その双
対空間 $u(n)^{*}$ を Hermite行列の空間 $\sqrt{-1}u(n)$ と同一視しておく．対角
行列 $\lambda=$ diag ( $\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})$ で

$\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{n_{1}}>\lambda_{n_{1}+1}=\cdots=\lambda_{n_{2}}>\cdots>\lambda_{n_{r}+1}=\cdots=\lambda_{n}$

$\overline{k_{1}} \overline{k_{2}} \overline{k_{r+1}}$

を満たすものをとると，$F(n_{1}, \ldots, n_{r}, n)$ ’は $\lambda$ の随伴軌道 $\mathcal{O}_{\lambda}\subset\sqrt{-1}u(n)$

と同一視できる． $\mathcal{O}_{\lambda}$ は固有値が $\lambda_{1}$ , . . . , $\lambda_{n}$ であるような Hermite 行列

からなる空間であることに注意する．$\mathcal{O}_{\lambda}$ 上の Kostant-Kirillov 形式を $\omega$

とする．

旗多様体の Pl\"ucker 埋め込みについても思い出しておく．各 $i=1$ , . . . , $r$

に対し $\mathbb{P}_{i}=\mathbb{P}(\wedge^{n_{-:}}\mathbb{C}^{n})$ とおくと，旗多様体は

$\iota:F\mapsto\prod_{i=1}^{r}\mathbb{P}_{i},$ $(0\subset V_{1}\subset\cdots\subset V_{r}\subset \mathbb{C}^{n})\mapsto(\wedge^{n_{1}}V_{1}, \ldots, \wedge^{n_{r}}V_{r})$

により射影空間の直積に埋め込まれる．射影空間 $\mathbb{P}_{i}$ の Fubini-Study 形
式を $\omega_{\mathbb{P}_{i}}$ と書くと，Kostant-Kirillov 形式は

$\omega=\sum_{i=1}^{r}(\lambda_{n_{i}}-\lambda_{n_{i+1}})\omega_{\mathbb{P}_{i}}$

と書ける．また，$F$ の第 1Chern類は

$c_{1}(F)=2 \sum_{i=1}^{r}\omega_{\mathbb{P}_{i}}$

で与えられる．

例 2.1. 3次元旗多様体 F1(3) は Pl\"ucker埋め込みで

$\mathbb{P}_{1}\cross \mathbb{P}_{2}=\mathbb{P}(\mathbb{C}^{3})\cross \mathbb{P}(\wedge^{2}\mathbb{C}^{3})\cong \mathbb{P}^{2}\cross \mathbb{P}^{2}$

に超曲面として埋め込まれる．$\mathbb{P}_{1},$ $\mathbb{P}_{2}$ の斉次座標をそれぞれ $[Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}],$

$[Z_{23}:Z_{31}:Z_{12}]$ とすると，旗多様体の像は Plfucker 関係式

$Z_{1}Z_{23}+Z_{2}Z_{31}+Z_{3}Z_{12}=0$

で与えられる．
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例 2.2. Grassmann 多様体 $Gr(2,4)$ は $\mathbb{P}(\wedge^{2}\mathbb{C}^{4}.)\cong \mathbb{P}^{5}$ に超曲面として埋

め込まれる．Pl\"ucker 座標を $[Z_{12}:Z_{13}:Z_{14}:Z_{23}:Z_{24}:Z_{34}]$ とすると，
Pl\"ucker 関係式は

$Z_{12}Z_{34}-Z_{13}Z_{24}+Z_{14}Z_{23}=0$

で与えられる．

2.2 Gelfand-Cetlin 系

各 $x\in \mathcal{O}_{\lambda}$ と $k=1$ , . . . , $n-1$ に対し，$x^{(k)}$ を $x$ の左上の $k\cross k$ 部分

行列とする．$x^{(k)}$ も Hermite 行列だから，実数の固有値

$\lambda_{1}^{(k)}(x)\geq\lambda_{2}^{(k)}(x)\geq\cdots\geq\lambda_{k}^{(k)}(x)$

を持つ．これをすべての $k=1$ , . . . , $n-1$ に対して考えることにより，
$n(n-1)/2$ 個の関数の組 $(\lambda_{i}^{(k)})_{1\leq i\leq k\leq n-1}$ が得られる．これらの固有値た

ちは

$\lambda_{1}$ $\lambda_{2}$ $\lambda_{3}$ . . . $\lambda_{n-1}$ $\lambda_{n}$

$\backslash \Delta$

$\eta_{/}$
$\backslash \Delta$

$\prime l/$
$\backslash \Delta$ 佑

$\lambda_{1}^{(n-1)} \lambda_{2}^{(n-1)} \lambda_{n-1}^{(n-1)}$

$\backslash \Delta \eta_{/} \prime l/$

$\lambda_{1}^{(n-2)} \lambda_{n-2}^{(n-2)}$ (2)

嬉 $\prime l/$

$\backslash \Delta \eta_{/}$

$\lambda_{1}^{(1)}$

という関係を満たす． $\lambda_{i}$ たちの中に等しいものがあるとき，すなわち $F$

が完備旗多様体 $F(1,2, \ldots, n)$ ではない場合，一部の $\lambda_{i}^{(k)}$ が定数関数に

なる．定数でない $\lambda^{(k)}$ の数はちょうど $N=\dim_{\mathbb{C}}F$ に等しいことが分か

る．そのような $i$ と $k$ の組 $(i, k)$ の集合を $I$ とすると，Gelfand-Cetlin
系は

$\Phi=(\lambda_{i}^{(k)})_{(i,k)\in I}:F(n_{1}, . . . , n_{r}, n)arrow \mathbb{R}^{N(n\ldots n_{f},n)}1,)$

で定義される．
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図 1: $F1(3)$ の Gelfand-Cetlin 多面体．

命題 2.3 (Guillemin-Sternberg [11]). 上のようにして構成された $\Phi$ は旗

多様体 $(F, \omega)$ 上の完全可積分系である．さらに $\lambda_{i}^{(k)}$ たちは作用変数であ

り，像 $\triangle=\Phi(F)$ は不等式 (2) で定義される凸多面体となる．したがっ

て，各内点 $u\in Int\triangle$ のファイバー $L(u)=\Phi^{-1}(u)$ は Lagrange トーラ
スである．

像 $\triangle$ を Gelfand-Cetlin 多面体とよぶ．

2.3 F1(3) の場合

$\lambda_{1},$ $\lambda_{2}>0$ をとり，F1(3) を $\lambda=diag(\lambda_{1},0, -\lambda_{2})$ の随伴軌道と同一視す
る．このとき Gelfand-Cetlin 多面体は

$\lambda_{1} 0 -\lambda_{2}$

$\backslash ^{\Delta}$

$\prime l/$
$\backslash 4$ 7/

$u_{1} u_{2}$

$\backslash ^{\Delta} \eta_{/}$

$u_{3}$

で定義される 3次元凸多面体である．Gelfand-Cetlin 系は，4つの辺が集
まっている頂点 $u_{0}=(0,0,0)$ (図 1で手前にある頂点) 以外では滑らかで

あり，したがって， $\in\triangle\backslash \{u_{0}\}$ のファイバー $\Phi^{-1}(u)$ はトーリック多様

体の場合と同様に，$u$ を内点として含む面と同じ次元のトーラスになる．

-方，$u_{0}$ にはトーラスでないファイバーがのってぃる．
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命題 2.4. 頂点 $u_{0}$ のファイバー $L_{0}=\Phi^{-1}(u_{0})$ は

$L_{0}=\{(\begin{array}{lll}0 0 z_{l}0 0 z_{2}\overline{z}_{1} \overline{z}_{2} \lambda_{1}-\lambda_{2}\end{array})\in \mathcal{O}_{\lambda}||z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}=\lambda_{1}\lambda_{2}\}$

で与えられる 3次元球面 $S^{3}$ と同相な Lagrange部分多様体である．ま

た，このファイバーは

$\{(\begin{array}{ll}P 00 1\end{array})\in SU(3)|P\in SU(2)\}\cong SU(2|)$

の作用の軌道になっている．

Pl\"ucker埋め込み $\iota$ : $F1(3)arrow \mathbb{P}_{1}\cross \mathbb{P}_{2}$ による $L_{0}$ の像は

$\iota(L_{0})=\{([a_{1}:a_{2}:\sqrt{\lambda_{1}/\lambda_{2}}], [\overline{a}_{1}.:\overline{a}_{2}:-\sqrt{\lambda_{2}/\lambda_{1}}])||a_{1}|^{2}+|a_{2}|^{2}=1\}$

となる．F1(3) の反正則対合 $\tau$ を

$\tau([Z_{1}:Z_{2}:Z_{3}], [Z_{23}:Z_{31}:Z_{12}])$

$= ([ \overline{Z}_{23}: \overline{Z}_{31}:-\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}}\overline{Z}_{12}], [\overline{Z}_{1}: \overline{Z}_{2}: -\prime\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}\overline{Z}_{3}])$ (3)

により定義すると，$L_{0}$ は $\tau$ の固定点集合である．また，$\omega=\lambda_{1}\omega_{\mathbb{P}_{1}}+\lambda_{2}\omega_{\mathbb{P}_{2}}$

だから，$\lambda_{1}=\lambda_{2}$ のときは $\tau$ は反シンプレクティック対合でもある．

24 $Gr(2,4)$ の場合

$\lambda>0$ を固定し，Gr を diag $(\lambda, \lambda, -\lambda, -\lambda)$ の軌道と同一視する．こ

のとき Gelfand-Cetlin 多面体 $\triangle$ は

$\lambda \lambda -\lambda -\lambda$

$\backslash$
/ $\backslash ^{\Delta} \eta_{/}$ $\backslash \backslash$ /

$\lambda u_{1} -\lambda$

$\backslash ^{\Delta} \eta_{/} \backslash ^{\Delta}\backslash$

$u_{2} u_{3}$

嬉 7/

$u_{4}$
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図 2: The Gelfand-Cetlin polytope for $Gr(2,4)$

で定義される 4次元凸多面体となる．図 2は射影

$\Deltaarrow[-\lambda, \lambda u=(u_{1}, u_{2}, u_{3}, u_{4})\mapsto u_{1}$

を表している．この場合，トーラスでないファイバーは $u_{1}=u_{2}=u_{3}=u_{4}$

で定まる辺上に現れる．これは図 2では，各 3次元多面体の 4本の辺が集
まっている頂点を並べてできるのがこの辺である．

命題 2.5. 各 $-\lambda<t<\lambda$ に対し，辺上の点 $(t, t, t, t)$ 上のファイバー

$L_{t}=\Phi^{-1}(t, t, t, t)$ は

$L_{t}=\{(_{\sqrt{\lambda^{2}-t^{2}}P^{*}}tI_{2} \sqrt{\lambda^{2}-t^{2}}P(-t)I_{2})\in\sqrt{-1}\iota\downarrow(4)|P\in U(2)\}$ (4)

で与えられる $U(2)$ と同相な Lagrange 部分多様体である．また，$L_{t}$ は

$\{(\begin{array}{ll}P 00 1_{2}\end{array})\in U(4) P\in U(2)\}\cong U(2)$

の作用の軌道になっている．

$L_{t}\cong U(2)$ を $S^{1}\cross S^{3}\cong U(1)\cross SU(2)$ と

$U(1)\cross SU(2)arrow U(2)$ , $(a_{0}, (\begin{array}{ll}a_{l} -\overline{a}_{2}a_{2} \overline{a}_{1}\end{array}))\mapsto(\begin{array}{ll}a_{0} 00 1\end{array})(\begin{array}{ll}a_{1} -\backslash \overline{a}_{2}a_{2} \overline{a}_{l}\end{array})$
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により同一視すると，Pl\"ucker埋め込み $\iota$ : $Gr(2,4)arrow \mathbb{P}(\wedge^{2}\mathbb{C}^{4})\cong \mathbb{P}^{5}$ に

よる $L_{t}$ の像は

$\{[\sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}a_{0}$ : $a_{0}\overline{a}_{2}$ : $a_{0}a_{1}$ : $-\overline{a}_{1}$ : $a_{2}$ : $\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}\backslash ]$ $|a_{0}|^{2}=|a_{1}|^{2}+|a_{2}|^{2}=1\}$

となる．そこで各 $t\in(-\lambda, \lambda)$ に対し，$Gr(2,4)$ の反正則対合 $\tau_{t}$ を

$\tau_{t}([Z_{12}:Z_{13}:Z_{14}:Z_{23}:Z_{24}:Z_{34}])$

$=[ \frac{\lambda+t}{\lambda-t}\overline{Z}_{34}:\overline{Z}_{24}:-\overline{Z}_{23}:-\overline{Z}_{14}:\overline{Z}_{13}:\frac{\lambda-t}{\lambda+t}\overline{Z}_{12}]$ (5)

により定義すると，現は $\tau_{t}$ の固定点集合となる．$t=0$ のとき，$\tau_{0}$ は反

シンプレクティック対合でもあり，$\tau_{0}(L_{t})=L_{-t}$ となる．また，次も成り
立つ．

命題 2.6. $t\neq 0$ のとき現は displaceable, すなわち $Gr(2,4)$ の Hamilton

同相写像 $\varphi$ で，$L_{t}\cap\varphi(L_{t})=\emptyset$ となるものが存在する．実際，

$g=(\begin{array}{ll}0 I_{2}I_{2} 0\end{array})\in U(4)$

とおくと，$g(L_{t})=L_{-t}$ となる．

3 Gelfand-Cetlin系のポテンシャル関数

シンプレクティック多様体 $(X, \omega)$ の Lagrange部分多様体 $L$ (とそれ

に付随するいくつかのデータ) に対し，$L$ のコホモロジー群 $H^{*}$ ( $L$ ;Ao) 上

に $A_{\infty}$ 構造

$\mathfrak{m}_{k}=\sum_{\beta\in\pi_{2}(X,L)}T^{\omega(\beta)}\mathfrak{m}_{k,\beta}:H^{*}(L;\Lambda_{0})^{\otimes k}arrow H^{*}(L;\Lambda_{0})$
, $k=0$ , 1, 2, . . .

が定まる ([5, Theorem $A$ 技術的なことはすべて省略すると，$\mathfrak{m}_{k,\beta}$ は

だいたい次のようにして構成される．シンプレクティック形式と整合

的な概複素構造 $J$ をとり，$\beta\in\pi_{2}(X, L)$ を代表する $J$-正則円盤 $v$ :
$(D^{2}, \partial D^{2})arrow(X, L)$ と $k+1$ 個の点 $z_{0}$ , . . . , $z_{k}\in\partial D^{2}$ の組のモジュ

ライ空間を $\mathcal{M}_{k+1}(J, \beta)$ とする．また，代入写像を

ev $=(ev_{0}, \ldots, ev_{k})$ : $\mathcal{M}_{k+1}(J, \beta)arrow L^{k+1}$

$[v, (z_{0}, \ldots, z_{k})]\mapsto(v(z_{0}), \ldots , v(z_{k}))$
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とすると，$\mathfrak{m}_{k,\beta}$ : $H^{*}(L;\Lambda_{0}$ $arrow H^{*}(L;\Lambda_{0})$ は

$\mathfrak{m}_{k,\beta}(x_{1}, \ldots, x_{k})=(ev_{0})_{*}(ev_{1}^{*}x_{1}\cup\cdots\cup ev_{k}^{*}x_{k})$

により定義される．1

Novikov環 $\Lambda_{0}$ の極大イデアルと商体をそれぞれ $\Lambda_{+},$
$\Lambda$ とする．$H^{1}(L;\Lambda_{+})$

$($ または $H^{1}(L;\Lambda_{0}))$ の元 $b$ がMaurer-Cartan 方程式

$\sum_{k=0}^{\infty}\mathfrak{m}_{k}(b, \ldots, b)\equiv 0$ mod $PD([L])$ (6)

を満たすとき，$b$ を weak bounding cochain とよぶ．ただし，$PD([L])$

は基本類 $[L]$ の Poincar\’e 双対である．ポテンシャル関数は weak bounding
cochaip の集合 $\hat{\mathcal{M}}_{weak}(L)$ 上の関数 $\mathfrak{P}O$ : $\hat{\mathcal{M}}_{weak}(L)arrow\Lambda_{0}$ であり，

$\sum_{k=0}^{\infty}\mathfrak{m}_{k}(b, . . . , b)=\mathfrak{P}O(b)\cdot PD([L])$

によって定義される．各 $b\in\hat{\mathcal{M}}_{weak}(L)$ に対し，Floer微分 $\mathfrak{m}_{1}$ を

$\mathfrak{m}_{1}^{b} =\sum_{k,l\tilde{k}\check{l}}).$

により変形すると，Maurer-Cartan 方程式 (6) から $\mathfrak{m}_{1}^{b}\circ \mathfrak{m}_{1}^{b}=0$ が成り立

つ．これにより定まるコホモロジー

$HF((L, b), (L, b);\Lambda_{0})=Ker\mathfrak{m}_{1}^{b}/{\rm Im} \mathfrak{m}_{1}^{b}$

を $(L,.b)$ の Floer コホモロジーという．

トーリック多様体の Lagrange トーラス軌道の場合には，Cho-Oh [2,
Section 15], 深谷-Oh-太田-小野 [7, Proposition 3.2, Theorem 3.4] に

よりポテンシャル関数が計算されている．Gelfand-Cetlin 系 $\Phi$ : $F=$

$F(n_{1}, \ldots, n_{r}, n)arrow\triangle$ の Lagrange トーラスファイバーに対しては，トー
リック退化を用いることでポテンシャル関数を計算することができる．そ

の結果を述べるために，少し記号の準備をする．作用変数 $\lambda_{i}^{(k)}$ の双対で

ある角変数を $\theta_{i}^{(k)}$ とし，内点 $u\in$ Int $\triangle$ 上のファイバー $L(u)$ に対し，
$H^{1}(L(u);\Lambda_{0})$ と $A_{0}^{N}$ を

$b= \sum x_{i}^{(k)}d\theta_{i}^{(k)}\in H^{1}(L(u)|\Lambda_{0})rightarrow(x_{i}^{(k)})_{(i,k)\in I}\in\Lambda_{0}^{N}$

$(i,k)\in 1$

$\overline{1\backslash }$に $\mathcal{M}_{k+1}(I, \beta)$ は正しい 元の多様体ではなく，また境界や角を持つため，正し
く定義をするためには倉西構造を導入したうえでチェインレベルで考える必要がある．
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により同一視する．また，$(u_{i}^{(k)})_{i,k}$ を $\mathbb{R}^{N}\supset\triangle$ の座標とし，

$y_{i}^{(k)}=e^{x^{(k)}}T^{u_{i}^{(k)}},$

$Q_{j}=T^{\lambda_{n_{j}}},$ $j=1$ , . . . , $r+1,$

とおく．

定理 3.1 ([13, Theorem 10.1]). 各内点 $u\in Int\triangle$ , に対し $H^{1}(L(u);\Lambda_{0})\subset$

$\hat{\mathcal{M}}_{weak}(L(u))$ である．ポテンシャル関数は

$\bigcup_{u\in Int\Delta}H^{1}(L(u);\Lambda_{0})\cong Int\Delta\cross\Lambda_{0}^{N}$

上の関数として

$\mathfrak{P}\mathfrak{O}(u_{\rangle}x)=\sum_{(i,k)\in I}(\frac{y_{i}^{(k+1)}}{y_{i}^{(k)}}+\frac{y_{i}^{(k)}}{y_{i+1}^{(k+1)}})$

で与えられる．ただし，$\lambda_{i}^{(k+1)}=\lambda_{n_{j}}$ が定数の場合は $y_{i}^{(k+1)}=Q_{j}$ とする．

例 3.2. 3次元旗多様体 F1(3) の場合，ポテンシャル関数は

$\mathfrak{P}\mathfrak{Q}=e^{-x_{1}}T^{-u_{1}+\lambda_{1}}+e^{x_{1}}T^{u_{1}-\lambda_{2}}+e^{-x_{2}}T^{-u_{2}+\lambda_{2}}$

$+e^{x_{2}}T^{u2}-\lambda_{333}+e^{x_{1}-x}T^{u_{1}-u}+e^{-x2+x}3T^{-u_{2}+u_{3}}$

$= \frac{Q_{1}}{y_{1}}+\frac{y_{1}}{Q_{2}}+\frac{Q_{2}}{y_{2}}+\frac{y_{2}}{Q_{3}}+\frac{y_{1}}{y_{3}}+\frac{y_{3}}{y_{2}}$

で与えられる．この臨界点は

$y_{1}=y_{3}^{2}/y_{2},$

$y_{2}=\pm\sqrt{Q_{3}(y_{3}+Q_{2})},$

$y_{3}=\sqrt[3]{Q_{1}Q_{2}Q_{3}}, e^{2\pi\sqrt{-1}/3}\sqrt[3]{Q_{1}Q_{2}Q_{3}}, e^{4\pi\sqrt{-1}/3}\sqrt[3]{Q_{1}Q_{2}Q_{3}}$

の 6つである．これらはすべて非退化な臨界点であり，付値は Gelfand-
Cetlin 多面体の内部にある．つまり，F1(3) の場合は $\dim H^{*}(F1(3))=6$

と同じ数の臨界点が得られる．したがって，Floerコホモロジーが非自明
な組 $(L(u), b)$ も 6つ存在する．
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例 3.3. Grassmann 多様体 $Gr(2,4)$ の場合，すなわち $\lambda_{1}=\lambda_{2}>\lambda_{3}=\lambda_{4}$

のとき，ポテンシヤル関数は

$\mathfrak{P}=e^{-x_{2}}+eT^{-u+u}+e^{x_{1}-x_{3}}T^{u_{1}-u_{3}}$

$+e^{x_{3}}Tu_{3}-\lambda_{32}+e^{x-x_{4}}T^{u_{2}-u_{4}}+e^{-x_{3}+x_{4}}T^{-u_{3}+u_{4}}$

$= \frac{Q_{1}}{y_{2}}+\frac{y_{2}}{y_{1}}+\frac{y_{1}}{y_{3}}+\frac{y_{3}}{Q_{3}}+\frac{y_{2}}{y_{4}}+\frac{y_{4}}{y_{3}},$

となり，その臨界点は

$y_{1}=y_{4}=\pm\sqrt{Q_{1}Q_{3}}, y_{2}=Q_{1}Q_{3}/y_{3}, y_{3}=\pm\sqrt{2Q_{3}y_{1}}$

の 4つである．これらはすべて非退化であり，付値は Gelfand-Cetlin 多面
体の内部にある．従って Floerコホモロジーが非自明な $(L(u), b)$ も 4つ

ある．一方，$\dim H^{*}(Gr(2,4))=6$ だから，この場合は臨界点や $(L(u), b)$

が 2つ足りない．

4 $F1(3)$ の $S^{3}$ ファイバーの Floer コホモロジー

2.3節と同様に F1(3) を diag $(\lambda_{1},0, -\lambda_{2})$ の随伴軌道と同一視する．す

なわち，$\omega=\lambda_{1}\omega_{\mathbb{P}_{1}}+\lambda_{2}\omega_{\mathbb{P}_{2}}$ である．

4.1 $(F1(3), L_{0})$ の正則円盤

$\pi_{2}(F1(3))\cong \mathbb{Z}^{2}$ は 1次元の Schubert 多様体 $X_{1},$ $X_{2}$ で生成されること

を思い出しておく．Pl\"ucker埋め込みにより $F1(3)$ を $\mathbb{P}_{1}\cross \mathbb{P}_{2}\cong \mathbb{P}^{2}\cross \mathbb{P}^{2}$

の超曲面と思うと，$X_{1},$ $X_{2}$ はそれぞれ次数 $(1, 0)$ , $(0,1)$ の有理曲線であ

る． $L_{0}\cong S^{3}$ だから，ホモトピー完全列から

$\pi_{2}(F1(3), L_{0})\cong\pi_{2}(F1(3))\cong \mathbb{Z}^{2}$

が分かる． $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ をそれぞれ $X_{1},$ $X_{2}$ に対応する $\pi_{2}(F1(3), L_{0})$ の生成元

とすると，これらのシンプレクティック面積 $\omega(\beta_{i})$ とMaslov指数 $\mu(\beta_{i})$

は

$\omega(\beta_{i})=\lambda_{i}\omega_{\mathbb{P}_{i}}([X_{i}])=\lambda_{i}, \mu(\beta_{i})=4$

で与えられる．

109



$\tau$ を (3) で定義される F1(3) の反正則対合とする．正則円盤 $v:(D^{2}, \partial D^{2})arrow$

$(F1(3), L_{0})$ に対し，$\tau_{*}v$ : $(D^{2}, \partial D^{2})arrow(F1(3), L_{0})$ を

$\tau_{*}v(z)=\tau(v(\overline{z}))$

で定める．$L_{0}$ は $\tau$ の固定点集合だったから，$v$ と $\tau_{*}v$ を境界に沿っで張

り合わせることにより，正則曲線 $w=v\#\tau_{*}v$ : $\mathbb{P}^{1}arrow F1(3)$ ができる． $\tau_{*}$

が誘導する $\pi_{2}(F1(3), L_{0})$ の対合も $\tau$、と書くこ．とにすると，$\beta_{1},$ $\beta_{2}$ の取り

方から $\tau_{*}\beta_{1}=\beta_{2}$ となる．したがって，$[v]=\beta_{1}$ もしくは $[v]=\beta_{2}$ のと

き， $[w]=\beta_{1}+\beta_{2}$ , すなわち $w$ は次数 $(1, 1)$ の有理曲線になる．以下，単
位円盤 $D^{2}\subset \mathbb{C}$ を上半平面 $\mathbb{H}=\mathbb{H}_{+}$ と同一視する．

補題 4.1. $v:(\mathbb{H}, \partial \mathbb{H})arrow(F1(3), L_{0})$ を次数 $(1, 1)$ の有理曲線に拡張で

きる正則円盤する．$SU(2)$ 作用により $v(\infty)=([1:0:\sqrt{\lambda_{1}}/\lambda_{2}],$ $[1:0$ :
$-\sqrt{\lambda_{2}}/\lambda_{1}])$ とし，

$v(O)=([a_{1}:a_{2}:\sqrt{\lambda_{1}/\lambda_{2}}], [\overline{a}_{1}:\overline{a}_{2}:-\sqrt{\lambda_{2}/\lambda_{1}}])\in L_{0}$

$(a_{1}\neq 1)$ とおく．このとき $v$ は $c/\overline{c}=-(a_{1}-1)/(\overline{a}_{1}-1)$ を満たす $c\in \mathbb{C}$

を用いて

$v(z)=([cz+a_{1}$ : $a_{2}:\sqrt{\lambda_{1}/\lambda_{2}}(cz+1)],$ $[\overline{c}z+\overline{a}_{1}:\overline{a}_{2}:-\sqrt{\lambda_{2}/\lambda_{1}}(\overline{c}z+1)])$

で与えられる．特に，$\arg c$ は $a_{1}$ から符号を除いて一意的に定まる．

上半平面への

$\{g\in PSL(2, \mathbb{R})|g(O)=0, g(\infty)=\infty\}\cong \mathbb{R}_{>0}$

の作用により $|c|=1$ としてよい．

例 4.2. $(a_{1}, a_{2})=(-1,0)$ のとき $c^{2}=-1$ となり，対応する正則円盤は

$v_{\pm}(z)=([z\pm\sqrt{-1}:0:\sqrt{\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{2}}}(z\mp\sqrt{-1})],$ $[z\mp\sqrt{-1}:0:-\sqrt{\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}}}(z\pm\sqrt{-1})])$

で与えられる．これらの像 $v_{+}(\mathbb{H})$ (resp. $v_{-}(\mathbb{H})$ ) は $u_{1}=u_{3},$ $u_{2}=0$ (resp.

$u_{1}=0,$ $u_{2}=u_{3})$ で定義される $\triangle$ の辺の $\Phi$ による逆像になる．図 1

では頂点 $u_{0}$ から上に (resp. 下に) 出ているのがこの辺である．また，
$\beta_{1}=[v_{+}],$ $\beta_{2}=[v_{-}]$ となっていることもすぐに分かる．
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4.2 $L_{0}$ の Floer コホモロジー

$H^{1}(L_{0};\Lambda_{0})=0$ だから，この場合は Floer微分 $\mathfrak{m}_{1}$ は非自明な変形を持

たないことに注意する．最小Maslov指数は $\mu(\beta_{1})=\mu(\beta_{2})=4$ であり，

$\mathfrak{m}_{1,\beta}:H^{*}(L_{0;}\Lambda_{0})arrow H^{*+1-\mu(\beta)}(L_{0;}\Lambda_{0})$

だから，Floer 微分 $\mathfrak{m}_{1}=\sum_{\beta}T^{\omega(\beta)}\mathfrak{m}_{1,\beta}$ のうちで非自明な部分は

$\mathfrak{m}_{1,\beta_{i}}$ : $H^{3}(L_{0})\cong H_{0}(L_{0})arrow H^{0}(L_{0})\cong H_{3}(L_{0})$ , $i=1$ , 2

のみである．

命題 2.4より組 (Fl(3), $L_{0}$ ) は Evans-Lekili [4, Definition 1.1.1] の意味
で $SU(2)$ 等質なので，次が従う．

命題 4.3 ([4, Proposition 3.2.1]). $(F1(3), L_{0})$ の任意の正則円盤は Fred-
holm 正則である．従って，標準的な複素構造 $J$ に対して $\mathcal{M}_{k+1}(J, \beta)$ は

滑らかな多様体で，その次元は

$\dim \mathcal{M}_{k+1}(J, \beta)=\dim L_{0}+\mu(\beta)+k+1-3$

$=\mu(\beta)+k+1$

で与えられる．

特に $\beta=\beta_{1},$ $\beta_{2}$ のとき，$\dim \mathcal{M}_{2}(I, \beta_{i})=6$ である．これと補題 4.1か

ら次が従う．

系 4.4. $U=SU(2)\backslash \{1\}\cong\{(a_{1}, a_{2})\in S^{3}|.a_{1}\neq 1\}$ . とおくと，$\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{i})$

は $SU(2)\cross U$ と同相な稠密な開集合を持ち，代入写像 ev $=(ev_{0}, ev_{1})$ :
$\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{i})arrow$ $\cross L_{0}$ はその上で

$SU(2)\cross Uarrow L_{0}\cross L_{0}\cong SU(2)\cross SU(2)$ , $(g_{1}, g_{2})\mapsto(g_{1}, g_{1}g_{2})$

で与えられる．特に，ev は genericに 1対 1である．

$\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{1})$ , $\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{2})$ の向きについては深谷-Oh-太田-小野 [5] の結果
を用いることができる．$\tau_{*}\beta_{1}=\beta_{2}$ であることを思い出しておく．$\lambda_{1}=\lambda_{2}$

のとき $\tau$ は反シンプレクティック対合でもあったので，[5, Theorem 1.5]
より

$\mathfrak{m}_{1,\beta、}=(-1)^{\mu(\beta_{1})/2+2}\mathfrak{m}_{1,\tau_{*}\beta_{1}}=\mathfrak{m}_{1,\beta_{2}}$

となる．系 4.4より $\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{i})$ は $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}|$ に連続的に依っているので，向き
に関する結果は一般の $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ の場合にも成り立つ．
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命題 4.5. 一般の $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ に対して $\mathfrak{m}_{1,\beta_{1}}=\mathfrak{m}_{1,\beta_{2}}$ が成り立つ．

系 4.4より，点のホモロジー類回 $\in H_{0}(L_{0})$ に対して

$\mathfrak{m}_{1,\beta_{i}}([p])=ev_{0*}[\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{i})_{ev_{1}}\cross\{p\}]=\pm[L_{0}]$

となる．命題 4.5と合わせて

$\mathfrak{m}_{1}([p])=\sum_{i=1}^{2}\mathfrak{m}_{1,\beta_{i}}([p])\cdot T^{\omega(\beta_{i})}=\pm(T^{\lambda_{1}}+T^{\lambda_{2}})[L_{0}]$

を得る．つまり，次が分かったことになる．

定理 4.6. $L_{0}$ の Novikov環 $\Lambda_{0}$ 上の Floer コホモロジーは

$HF(L_{0}, L_{0};\Lambda_{0})\cong\Lambda_{0}/T^{\min\{\lambda_{1},\lambda_{2}\}}\Lambda_{0}$

となる．したがって，Novikov 体 $\Lambda$ 上の Floer コホモロジーは自明である:

$HF(L_{0}, L_{0;}\Lambda)=0.$

5 $Gr(2,4)$

ジ $-$

の $U(2)$ ファイバーの Floer コホモロ

2.4節と同じ設定で考える．とくに $Gr(2,4)$ のシンプレクテイック形式

は $\omega=2\lambda\omega_{\mathbb{P}(\wedge^{2}\mathbb{C}^{4})}$ である．

5.1 $(Gr(2,4), L_{t})$ の正則円盤

$\pi_{2}(Gr(2,4))\cong \mathbb{Z}$ は 1次元 Schubert 多様体 $X_{1}$ で生成される． $X_{1}$

は $\mathbb{P}(\wedge^{2}\mathbb{C}^{4})$ 内の曲線としては次数 1の有理曲線である．$\pi_{1}(Gr(2,4))=$

$\pi_{2}(L_{t})=0,$ $\pi_{1}(L_{t})\cong \mathbb{Z}$ と完全列

$0arrow\pi_{2}(Gr(2,4))arrow\pi_{2}(Gr(2,4), L_{t})arrow\pi_{1}(L_{t})arrow 0$

から $\pi_{2}(Gr(2,4), L_{t})\cong \mathbb{Z}^{2}$ である．そこで，$\pi_{2}(Gr(2,4), L_{t})$ の生成元

$\beta_{1},$ $\beta_{2}$ を $\beta_{1}+\beta_{2}=[X_{1}]\in\pi_{2}(Gr(2,4))$ となるようにとる．

正則円盤 $v:(D^{2}, \partial D^{2})arrow(Gr(2,4), L_{t})$ を一つとる．現は (5) で

定義した反正則対合 $\tau_{t}$ の固定点集合だったので，$v$ と $(\tau_{t})_{*}v$ を境界に
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沿って張り合わせることにより，正則曲線 $w:\mathbb{P}^{1}arrow Gr(2,4)$ が得られる．
$(\tau_{t})_{*}\beta_{1}=\beta_{2}$ より，$v$ が $\beta_{1}$ または $\beta_{2}$ を代表するとき $[w]=\beta_{1}+\beta_{2}=[X_{1}],$

すなわち $w$ は次数 1の正則曲線となる．再び $D^{2}$ を上半平面 $\mathbb{H}$ と同一視

すると，このような $w$ は次で与えられる．

補題 5.1. $w:\mathbb{P}^{1}arrow Gr(2,4)$ を次数 1の正則曲線で，$w(\mathbb{R}\cup\{\infty\})\subset L_{t}$

となっているものとする．$Gr(2,4)$ への $U(2)$ 作用により，

$w(\infty)=[\sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}:0:1.|-1:0:\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}],$

$w(O)=[\sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}a_{0}:^{-}a_{0}\overline{a}_{2}:a_{0}a_{1}:-\overline{a}_{1}:a_{2}:\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}],$

$|a_{0}|^{2}=|a_{1}|^{2}+|a_{2}|^{2}=1$ , と仮定して良い．$\mathbb{R}_{>0}$ の作用により $\mathbb{H}$ の座標を

適当に選ぶと $w$ は

$w(z)=[\sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}(z+c):c\overline{a}_{2}:.z.+ca_{1}:--z-\overline{ca}_{1}:\overline{c}a_{2}:\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}(z+\overline{c})]$

(7)
で与えられる．ただし $c,$ $a_{0}\in U(1)$ , $(a_{1}, a_{2})\in S^{3}$ は $a_{0}\neq$ $c^{2}=a_{0}$ を満

たし，さらに $a_{1}\neq 1$ のとき $a_{0}$ は

$a_{0}=- \frac{\overline{a}_{1}-1}{a_{1}-1}$

となる．

例 5.2. $(a_{1}, a_{2})=(1,0$ $c=-\not\in-1$ とし，$w$ の上半平面 $\mathbb{H}_{+}$ , 下半平面
$\mathbb{H}_{-}$ への制限を

$v_{+}=w|_{\mathbb{H}_{+}}:(\mathbb{H}_{+}, \partial \mathbb{H}_{+})arrow(Gr(2,4), L_{t})$ ,

$v_{-}=w|_{\mathbb{H}-}:(\mathbb{H}_{-}, \partial \mathbb{H}_{-})arrow(Gr(2,4), L_{t})$

と書くことにすると，$v_{+}$ は

$v_{+}(z)=[\sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}(z-\sqrt{-1}):0:z-\sqrt{-1}:-z-\sqrt{-1}:0:\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}(z+\sqrt{-1})]$

となる．このシンプレクティック面積は

$\omega(\beta_{1})=\int_{\mathbb{H}}v_{+}^{*}\omega=\lambda+t$
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で与えられる． $t=0$ のとき，正則円盤 $v_{+}$ は $v_{+}(\sqrt{-1})=[0$ : $0$ : $0$ :
$-1$ : $0$ : 1] を通る．この点は $\lambda_{1}^{(2)}=\lambda_{1}^{(1)}=\lambda,$ $\lambda_{2}^{(2)}=0$ で定まる

点 $u_{1}\in\triangle$ 上のファイバー $\Phi^{-1}(u_{1})$ にのっている (図 2参照). 一方，
$v_{-}:(\mathbb{H}_{-}, \partial \mathbb{H}_{-})arrow(Gr(2,4), L_{t})$ はシンプレクテイツク面積が

$\omega(\beta_{2})=\omega([X_{1}])-\omega(\beta_{1})=\lambda-t$

の正則円盤である．$t=0$ の時には，$v_{-}(-\sqrt{-1})=[1:0^{-}:1:0:0:0]$ は

$\lambda^{(2)}=\lambda_{1}^{(1)}=-\lambda,$ $\lambda_{1}^{(2)}=0$ で定まる点 $u_{2}\in$ 上のファイバーに含まれ

る．以下，$\pi_{2}(Gr(2,4), L_{t})$ の生成元は $\beta_{1}=[v_{+}],$ $\beta_{2}=[v_{-}]$ となるように

選ぶことにする．

5.2 $L_{t}$ の Floer コホモロジー

$L_{t}$ は $U(2)\cong S^{1}\cross S^{3}$ と同相だったので，そのコホモロジー群は

$H^{*}(L_{t})\cong H^{*}(S^{1})\otimes H^{*}(S^{3})$

で与えられる．$e_{1}=dvo1_{S^{1}}=(1/2\pi)d\log a_{0}\in H^{1}(S^{1};\mathbb{Z})$ , $e_{3}=dvo1_{S^{3}}\in$

$H^{3}(S^{3};\mathbb{Z})$ をそれぞれの生成元として，$b=xe_{1}\in H^{1}(L_{t};\Lambda_{0})\cong H^{1}(S^{1};\Lambda_{0})$

$(x\in\Lambda_{0})$ と書くことにする．$\deg \mathfrak{m}_{1,\beta}^{b}=1-\mu(\beta)$ であることと最小 Maslov

数が 4であることから，Floer微分 $\mathfrak{m}_{1}^{b}$ の非自明な成分は

$\mathfrak{m}_{1,\beta}^{b}$ : $H^{4}(L_{t})\cong H^{1}(S^{1})\otimes H^{3}(S^{3})arrow H^{1}(L_{t})\cong H^{1}(S^{1})$ ,

$\mathfrak{m}_{1,\beta}^{b}$ : $H^{3}(L_{t})\cong H^{3}(S^{3})arrow H^{0}(L_{t})\cong\Lambda_{0}$

$(i=1,2)$ だけである．

組 $(Gr(2,4), L_{t})$ は $U(2)$ 等質だから，再び [4, Proposition 3.2.1] より任

意の正則円盤は Fredholm 正則であることが分かる．したがって $i=1$ , 2
に対し $\dim \mathcal{M}_{2}(I, \beta_{i})=7$ であり，補題 5.1より次が分かる．

系 5.3. $U(2)$ の部分多様体を

$U=\{(\begin{array}{ll}a_{0} 00 1\end{array})(\begin{array}{ll}a_{1} -\overline{a}_{2}a_{2} \overline{a}_{1}\end{array})||a_{1}|^{2}+|a_{2}|^{2}=1,$ $a_{0}=$
- $\frac{\overline {}a_{1}-1}{a_{1}-1},$ $a_{1}\neq 1\}$

$\cong SU(2)\backslash \{1\}$
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で定める．このとき，$\mathcal{M}_{2}(J, \beta_{i})$ は $U(2)\cross U$ と微分同相な稠密開集合を

持ち，その上で代入写像は

$U(2)\cross Uarrow L_{t}\cross L_{t}\cong U(2)\cross U(2)$ , $(g_{1}, g_{2})\mapsto(g_{1},91g_{2})$

で与えられる．

次に $\mathcal{M}_{k+l+2}(J, \beta_{i})$ を考える．正則円盤 (7) は境界の点 $x\in \mathbb{R}$ を

$w(x)=[ \sqrt{\frac{\lambda+t}{\lambda-t}}\frac{x+c}{x+\overline{c}}:\frac{c\overline{a}_{2}}{x+\overline{c}}:\frac{x+ca_{1}}{x+\overline{c}}:-\frac{x+\overline{ca}_{1}}{x+\overline{c}}:\frac{\overline{c}a_{2}}{x+\overline{c}}:\sqrt{\frac{\lambda-t}{\lambda+t}}]\in L_{t}$

にうつすことに注意する．このとき，$x$ は $w(x)\in L_{t}\cong S^{1}\cross S^{3}$ の $S^{1}$ 成

分 $(x+c)/(x+\overline{c})$ から決まる． $0$ 番目と $(k+1)$ 番目の境界の marked
point を固定すると，次が分かる．

系 5.4. モジュライ空間 $\mathcal{M}_{k+l+2}(I, \beta_{i})$ は

$\{(g_{1}, g_{2}, (t_{i}),(s_{j}))\fbox{Error::0x0000}\in U(2)\cross U\cross \mathbb{R}^{k}\cross \mathbb{R}^{l}|$ $0<t_{1}<\cdots<t_{k}<(\arg d.etg_{2})/2\pi(\arg\det g_{2})/\cdot 2\pi<s_{1}<\cdot\cdot<s_{l}.<1’\}$

と微分同相な稠密開集合を持つ．

また，$\mathfrak{m}_{k+l+1,\beta_{i}}$ の符号については，$L_{0}$ が反シンプレクティック対合 $\tau_{0}$

の固定点集合であったことと $\mathcal{M}_{k+l+2}(J, \beta_{i})$ が $t$ に連続的に依っている

ことから，[5, Theorem 1.5] と合わせることで次が分かる．

命題 5.5. 各 $b\in H^{1}(L_{t})$ に対して

$\mathfrak{m}_{k+l+1,\beta_{2}}(b, \ldots b\check{k}),$

$\bullet,b,$

$\ldots,$
$b)=(-1)^{k+l}\mathfrak{m}_{k+l+1,\beta_{1}}(b, \ldots, b\check{l}\tilde{l}, \bullet,b, \ldots, b)\tilde{k}$

が成り立つ．

これらを用いて現の Floerコホモロジーを計算することができる．

定理 5.6. $b=xe_{1}\in H^{1}(L_{0};\Lambda_{0}/2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z})\cong\Lambda_{0}/2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}$ に対し，Floer
微分 $\mathfrak{m}_{1}^{b}$ は

$\mathfrak{m}_{1}^{b}(e_{3})=e^{x}T^{\lambda+t}+e^{-x}T^{\lambda-t}$ , (8)

$\mathfrak{m}_{1}^{b}(e_{1}\otimes e_{3})=(e^{x}T^{\lambda+t}+e^{-x}T^{\lambda-t})e_{1}$ (9)
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で与えられる．したがって，$(L_{t}, b)$ の Floerコホモロジーは

$HF((L_{t}, b), (L_{t}, b);\Lambda_{0})\cong\{\begin{array}{ll}H^{*}(L_{0};\Lambda_{0}) t=0 x=\pm\pi\sqrt{-1}/2,(\Lambda_{0}/\tau^{\min\{\lambda-t,\lambda+t\}\Lambda_{0})^{2}}. それ以外\end{array}$

となる．また，Novikov体 $\Lambda$ を係数とする Floer コホモロジーは

$HF((L_{t}, b), (L_{t}, b);\Lambda)\cong\{\begin{array}{ll}H^{*}(L_{0;}\Lambda) t=0 かつ x=\pm\pi\sqrt{-1}/2,0 それ以外\end{array}$

となる．

つまり，$\Lambda$ 係数の Floer コホモロジーが非自明な組 $(L, b)$ が，Gelfand-
Cetlin多面体の内点のファイバーと合わせてちょうど $6=\dim H^{*}(Gr(2,4))$

個存在している．

証明の概略．$g_{2}\in U\subset U(2)$ に対して

$D_{1}= \{(t_{1}, \ldots, t_{k})\in \mathbb{R}^{k}|0<t_{1}<\cdots<t_{k}<\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi}\},$

$D_{2}= \{(s_{1}, \ldots, s_{k})\in \mathbb{R}^{l}|0<s_{1}<\cdots<s_{l}<1-\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi}\}$

とおく．系 5.4より $(\mathcal{M}_{k+l+2}(J, \beta_{1})$ の適当な向きのもとで)

$\mathfrak{m}_{k+l+1,\beta_{1}}(b, .., b, e_{3},b, \ldots, b)\tilde{k}.\tilde{l}$

$= \int_{S^{3}}(\int_{D_{1}}x^{k}dt_{1}\wedge\cdots\wedge dt_{k})(\int_{D_{2}}x^{l}ds_{1}\wedge\cdots\wedge ds_{l})e_{3}$

$=_{p} \int_{S^{3}}\frac{1}{k!}(\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi}:^{x})^{k}\frac{1}{l!}((1-\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi})x)^{l}e_{3}$

となるので，

$\mathfrak{m}_{1,\beta_{1}}^{b}(e_{1})=\int_{S^{3}}\sum_{k,l\geq 0}\frac{1}{k!}.(\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi}\cdot x)^{k}\frac{1}{l!}((1-\frac{\arg\det g_{2}}{2\pi})x)^{l}e_{3}$

$= \int_{S^{3}}e^{(\arg\det g_{2}/2\pi)x}e^{(1-ug\det g2/2\pi)x}e_{3}$

$= \int_{S^{3}}e^{x}e_{3}$

$=e^{x}$
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が得られる．また，命題 5.5により，

$\mathfrak{m}_{1,\beta_{2}}^{b}(e_{3})=e^{-x}$

となるから，

$\mathfrak{m}_{1}^{b}(e_{3})=\sum_{i=1}^{2}\mathfrak{m}_{1,\beta_{:}\fbox{Error::0x0000}}^{b}(e_{3})T^{ \omega(\beta_{?:})}=e^{x}T^{ \lambda+t}+e^{-x}T^{ \lambda-t}$

が得られた．$\mathfrak{m}_{1}^{b}(e_{1}e_{3})\in H^{1}(L_{0})$ についても同様の計算により

$\mathfrak{m}_{1}^{b}(e_{1}e_{3})=\sum_{i=1}^{2}\mathfrak{m}_{1,\beta_{?:}}^{b}(e_{1}e_{3})T^{\omega(\beta_{i})}=(e^{x}T^{\lambda+t}+e^{-x}T^{\lambda-t})e_{1}$

となることがわかる．口

注意 5 $\cdot$7. Iriyeh-Sakai-Tasaki [12] では

$HF(L_{0}, L_{0};\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\cong H^{*}(L_{0};\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\cong(\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})^{4}$

が示されている．一方，整数上の Novikov環 $\Lambda_{0}^{\mathbb{Z}}$ 係数を係数とすると (S)

と (9)より
$HF(L_{0}, L_{0;}\Lambda_{0}^{\mathbb{Z}})\cong(\Lambda_{0}^{\mathbb{Z}}/2T^{\lambda}\Lambda_{0}^{\mathbb{Z}})^{2}$

となる．
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