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概要

ハイブリッド最急降下法 [19] による点列が，ある変分不等式問題の解に収束する

ための十分条件に関する結果 [5, 7] の紹介と解説を行う。

1 はじめに

本稿では，次の変分不等式問題を考える
$*$ 1

$\circ$

問題 1.1. $H$ を実 Hilbert 空間，$\{T_{n}\}$ を $H$ 上の非拡大写像の列，$F$ を $\{T_{n}\}$ の共通不動

点の集合，$\kappa$ および $\eta$ を正の定数，$A$ を $H$ 上の $\kappa$-強単調かつ $\eta$-Lipschitz連続な写像とす

る。 このとき，任意の $y\in F$ に対して $\langle y-w,$ $Aw$ ) $\geq 0$ を満たす $w\in F$ を求めよ。

問題 1.1のもとで，$H$ の二つの点列 $\{x_{n}\}$ および $\{y$訂に注目する。 $\{\lambda_{n}\}$ を $[0$ , 1$]$ の数

列とするとき，一つ目の $\{x_{n}\}$ は，$u\in H,$ $x_{1}\in H$ と各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})T_{n}x_{n}$ (1.1)

で定義される点列である。二つ目の $\{y_{n}\}$ は，$y_{1}\in H$ と各 $n\in N$ に対して

$y_{n+1}=(I-\lambda_{n}A)T_{n}y_{n}$ (1.2)

で定義される点列である。 ここで，$I$ は $H$ 上の恒等写像である。

点列 $\{x_{n}\}$ は，非拡大写像の不動点近似アルゴリズムの一つで，Halpern 型と呼ばれる。

ある仮定のもとで，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(u)$ へ強収束することが知られている [2, 6, 8, 14, 18]。ここ

で，$P_{F}(u)$ は，$u$ からの距離が最短となる $F$ 上の点である。

$*1$

この問題を理解するために必要な事項は，次節で説明する。
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一方，$\{y_{n}\}$ は，問題 1.1のような非拡大写像の不動点集合上の変分不等式問題を近似す

るための計算アルゴリズムとして文献 [19] で提案されたもので，ハイブリッド最急降下法

(hybrid steepest descent method) と呼ばれる。 [19] で指摘されている通り，$A=I-u$

のとき，問題 1.1は $P_{F}(u)$ を求める問題と同値になり，$y_{1}=x_{1}$ とすれば，点列 $\{y_{n}\}$ と

$\{x_{n}\}$ は同じになる。つまり，ある仮定のもとで $\{y$引が問題 1.1の解へ収束するならば，
同じ仮定のもとで $\{x_{n}\}$ が $P_{F}(u)$ へ収束することになる。

本稿では，その逆の関係について考察する。そして，ある仮定のもとで，点列 $\{x_{n}\}$ が収

束することは，$\{y$訂が収束するための十分条件であることを示す。

2 準備

以下，$H$ を実 Hilbert 空間，$\langle\cdot,$ $\rangle$ を $H$ の内積，$\Vert\cdot\Vert$ を $H$ のノルム，$I$ を $H$ 上の恒等写

像，$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合，$\mathbb{N}$ を正の整数の集合とする。

写像 $S:Carrow C$ が Lipschitz 連続であるとは，ある定数 $\eta\geq 0$ が存在し，すべて

の $x,$ $y\in C$ に対して $\Vert Sx-Sy\Vert\leq\eta\Vert_{X-}y\Vert$ が成り立つときをいう。 このとき，$S$

は $\eta$-Lipschitz 連続であるといわれる。特に，$S$ が 1-Lipschitz 連続のとき，$S$ は非拡大

(nonexpansive) であるといい，$0\leq\eta<1$ のとき，$\eta$-Lipschitz連続写像を $\eta$-縮小写像

(contraction) という。写像 $S:Carrow C$ の不動点 (fixed point) の集合を Fix(S) で表す。

つまり，Fix$(S)=\{z\in C:Sz=z\}$ である。 $S$ が非拡大のとき，Fix(S) は $H$ の閉凸部分

集合であることが知られている (例えば，[16] を参照)。 このことから，問題 1.1の $F$ は閉

凸であることがわかる。

$C$ は閉凸であるから，各 $x\in H$ に対して，$\Vert z-x\Vert=\min\{\Vert y-x\Vert:y\in C\}$ となる点

$z\in C$ がただ一つ存在する。 $x$ に $z$ を対応させる写像を $P_{C}$ と表し，$P_{C}$ を $H$ から $C$ の上

への距離射影 (metric projection) という。距離射影 $P_{C}$ は非拡大であり，$u\in H,$ $z\in C$

のとき

$z=P_{C}(x)\Leftrightarrow\langle y-z, u-z\rangle\leq 0(\forall y\in C)$

となることが知られている (例えば，[16] を参照)。 このことから，問題 1.1で $u\in H,$

$A=I-u$ のとき，その解は $P_{F}(u)$ であることがわかる。

$C$上の写像の列 $\{S_{n}\}$ が条件 (Z) を満たすとは，以下が成り立つときをいう [2,4, 10-13]。

$\{x_{n}\}$ が $C$ の有界点列で $x_{n}-S_{n}x_{n}arrow 0$ ならば，$\{x_{n}\}$ の弱収積点 (weak cluster

point) は $\{S_{n}\}$ の共通不動点である。

写像 $A:Harrow H$ が強単調 (strongly monotone) であるとは，ある定数 $\kappa>0$ が存在し，
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すべての $x,$ $y\in H$ に対して $\langle x-y,$ $Ax-Ay\rangle\geq\kappa\Vert x-y\Vert^{2}$ が成り立つときをいう。 こ

のとき，$A$ を $\kappa$-強単調写像という。

本節の最後に，問題 1.1に関する注意点を述べる。

註 1. 問題 1.1において，一般性を失うことなく，$\eta^{2}<2\kappa$ と仮定できる。実際，$0<\mu<$

$2\kappa/\eta^{2}$ となる実数 $\mu$ をとり，$\tilde{\kappa}=\mu\kappa,$ $\tilde{\eta}=\mu\eta,$ $\tilde{A}=\mu A$ とおくと，$\tilde{A}$ は $k$-強単調かつ

$\tilde{\eta}$-Lipschitz連続であり
$(\tilde{\eta})^{2}=\mu(\mu\eta^{2})<2\mu\kappa=2\tilde{\kappa}$

となる。 さらに，$\langle y-z,$ $Az\rangle\geq 0\Leftrightarrow\langle y-z,$ $\tilde{A}z\rangle\geq 0$ も容易に確かめられる。つまり，問

題 1.1は，それと同値な $\tilde{A}$ に関する変分不等式問題へ書き換えられる。

註 2. 問題 1.1の解は $P_{F}(I-A)$ の不動点であり，$P_{F}(I-A)$ は $H$ 上の縮小写像である

[5, Lemma 2.4]。したがって，縮小写像の不動点定理より，問題 1.1の解は一意に存在し，

任意の $x\in H$ に対して点列 $\{(P_{F}(I-A))^{n}x\}$ は，その解へ収束することがわかる。 この

ように，$P_{F}$ を使えば，問題 1.1の解を近似的に求めること (計算で求めること) は容易で

ある。 しかし，本稿では $P_{F}$ を使わない近似法であるハイブリッド最急降下法に焦点をあ

てる。

3 ハイブリッド最急降下法と Halpern型不動点近似法

本節ではまず，問題 1.1の求解アルゴリズムであるハイブリッド最急降下法と，Halpern

型アルゴリズムの関係に関する結果を述べる (定理 3.1)。そして，問題 1.1の $\{T_{n}\}$ にあ

る条件を仮定すれば，ハイブリッド最急降下法により，問題 1.1の解が近似できることを
示す。

次の定理は，Halpern 型の点列 $\{x_{n}\}$ が収束することが，ハイブリッド最急降下法にょ

る点列 $\{y_{n}\}$ が収束するための十分条件であることを示している [5, 7]。

定理 3.1. $H,$ $\{T_{n}\},$ $F,$ $\kappa,$ $\eta$ および $A$ を問題 1.1と同じとし，$\eta^{2}<2\kappa$ とする。 また，

$\{\lambda_{n}\}$ を $\sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty$ を満たす $[0$ , 1 $]$ の数列とする。 さらに

任意の $x,$ $u\in H$ に対し，$x_{1}=x$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して式 (1.1) で定義される点

列 $\{x_{n}\}$ が $P_{F}(u)$ に強収束する

と仮定する。点列 $\{y_{n}\}$ を，$y_{1}\in H$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して (1.2) で定義する。 このと

き，$\{y_{n}\}$ は問題 1.1の解へ強収束する。
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定理 3. 1の 「 $\{x_{n}\}$ が $P_{F}(u)$ に強収束する」 という仮定は，$\{T_{n}\}$ および $\{\lambda_{n}\}$ に条件を

加えることで成り立つことが知られている。たとえば，$[3, 8]$ より，次の定理が得られる。

定理 $3_{\bullet}2.$ $H,$ $\{T_{n}\}$ および $F$ は問題 1.1と同じとする。 $\{\lambda_{n}\}$ を $[0$ , 1$]$ の数列で，以下の

条件を満たすとする。

$\lambda_{n}arrow 0, \sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty, \sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$ . (3.1)

さらに，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たし，すべての空でない有界集合 $D\subset H$ に対して

$\sum_{n=1}^{\infty}\sup\{\Vert T_{n+1}y-T_{n}y\Vert : y\in D\}<\infty$ (3.2)

が成り立つとする。 $x,$ $u$ を $H$ の点とし，点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

(1.1) で定義する。 このとき，$\{x$訂は $P_{F}(u)$ に強収束する。

定理 3.2で，$\{T_{n}\}$ が一つの非拡大写像 $T:Harrow H$ の繰り返しになっている場合，つま

り，すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $T_{n}=T$ の場合は，Wittmann [18] の定理としてよく知られ

ている
$*$ 2。

定理 3.1および定理 3.2を使えば，次の結果が直ちに得られる。

定理 3.3. $H,$ $\{T_{n}\},$ $F,$ $\kappa,$ $\eta$ および $A$ は問題 1.1と同じとし，$\eta^{2}<2\kappa$ とする。 $\{\lambda_{n}\}$ を

(3.1) を満たす $[0$ , 1$]$ の数列とする。 さらに，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たし，任意の空でない有

界集合 $D\subset H$ に対して (3.2) を満たすとする。点列 $\{y_{n}\}$ を，$y_{1}\in H$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に

対して (1.2) で定義する。 このとき，$\{y_{n}\}$ は問題 1.1の解に強収束する。

証明．$x,$ $u\in H$ とする。定理 3.2より，$x_{1}=x$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して (1.1) で定義さ

れる点列 $\{x_{n}\}$ は $P_{F}(u)$ へ強収束する。 したがって，定理 3.1より結論を得る。 $\square$

4 周辺の結果

前節の定理 3.3より，$\{T_{n}\}$ にいくつかの制限を加えると，ハイブリッド最急降下法によ

り，問題 1.1の解が近似できることがわかった。本節では，その $\{T_{n}\}$ の制限をはずすこと

を考える。 たとえば，アルゴリズムを少し変更することによって，それは実現可能である

ことが知られている。 ここでは，[15] の結果を引用し，それと定理 3.1の関係を述べる。

$*2$ 厳密には，[18] では $x_{1}=u$ の場合の結果が得られている。
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定理 4.1 ([15, Theorem 3.1]). $H,$ $\{T_{n}\},$ $F,$ $\kappa,$ $\eta$ および $A$ は問題 1.1と同じとし，

$\eta^{2}<2\kappa$ とする。 $\{\lambda_{n}\}$ を

$\lambda_{n}arrow 0, \sum_{n=1}^{\infty}\lambda_{n}=\infty$ (4.1)

を満たす $[0$ , 1$]$ の数列，$\{\gamma_{n}\}$ を $[a, b]$ の数列とする。 ここで，$0<a\leq b<1$ である。各

$n\in \mathbb{N}$ および $k\in\{1, 2, . . . , n+1\}$ に対して，写像 $U_{n},k$ を $U_{n,n+1}=I$ および

$U_{n,k}=\gamma_{k}T_{k}U_{n,k+1}+(1-\gamma_{k})I (1\leq k\leq n)$

で定義する。点列 $\{y_{n}\}$ を $y_{1}\in H$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$y_{n+1}=(I-\lambda_{n}A)U_{n,1}y_{n}$ (4.2)

で定義する。 このとき，$\{y_{n}\}$ は問題 1.1の解へ強収束する。

定理 3.1と次の結果 [2, 6] を用いると定理 4.1を示すことができる。

定理 4.2. $H,$ $\{T_{n}\}$ および $F$ は問題 1.1と同じとする。 $\{\lambda_{n}\}$ および $\{\beta_{n}\}$ を (4.1) お

よび

$0< \lim_{narrow}\inf_{\infty}\beta_{n}, \lim_{narrow}\sup_{\infty}\beta_{n}<1$ (4.3)

を満たす $[0$ , 1$]$ の数列とする。 さらに，$\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たし，すべての空でない有界

集合 $D\subset C$ に対して

$\lim_{narrow\infty}\sup\{\Vert T_{n+1}y-T_{n}y\Vert : y\in D\}=0$ (4.4)

が成り立つとする。 $u,$ $x$ を $H$ の点とし，点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})(\beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})T_{n}x_{n})$ (4.5)

で定義する。 このとき，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(u)$ に強収束する。

定理 4.1の証明．$S_{n}=T_{1}U_{n,2}$ とおく。明らかに，$S_{n}$ は $H$ 上の非拡大である。 [17,

Lemma 3$\cdot$2] よ $\ovalbox{\tt\small REJECT} o$

Fix$(S_{n})= Fix(U_{n,1})=\bigcap_{k=1}^{n}Fix(T_{k})$

が成り立つことが知られている。 よって

$\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(S_{n})=\bigcap_{n=1}^{\infty}Fix(U_{n,1})=\bigcap_{n=1}^{\infty}\bigcap_{k=1}^{n}Fix(T_{k})=F$
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が得られる。 また，[4, 6, 11, 13] の結果を踏まえると，$\{S_{n}\}$ は条件 (Z) を満たし，任意の空

でない有界部分集合 $D\subset H$ に対して (4.4) が成り立つことが知られている。 よって，任

意の $X,$ $u\in H$ に対して，点列 $\{x_{n}\}$ を，$x_{1}=x$ および各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})U_{n,1}x_{n}=\lambda_{n}u+(1-\lambda_{n})((1-\gamma_{1})x_{n}+\gamma_{1}S_{n}x_{n})$

で定義すると，定理 4.2より，$\{x_{n}\}$ は $P_{F}(u)$ へ強収束する。ゆえに，定理 3. 1より結論を

得る。 口

定理 3.2と定理 4.2は似ているが，互いに独立である。なぜなら，$\{\lambda_{n}\}$ および $\{T_{n}\}$

に対する仮定は定理 3.2の方が強いが，後者では式 $(4.3)$ を仮定しているため，$(4.5)$ で

$\beta_{n}\equiv 0$ とすることはできないからである。
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