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1 非可換調和振動子

非可換調和振動子 $($NcHO) は

$Q:= (\alpha \beta)(-\frac{1}{2}\frac{d^{2}}{dx^{2}}+\frac{1}{2}x^{2})+(l -1)(x \frac{d}{dx}+\frac{1}{2}) (\alpha, \beta\in \mathbb{R})$

で定義される微分作用素である．$\alpha,$ $\beta>0,$ $\alpha\beta>1$ のとき，$Q$ は空間 $\mathbb{C}^{2}\otimes L^{2}(\mathbb{R})$ 上での自己共役作用素と

なり，正の離散スペクトル
$0<\lambda_{0}<\lambda_{1}<\cdots<\lambda_{n}<\uparrow\infty,$

を持つ ([P]). これは，ある種の数学的動機から 1998年に A. Parmeggiani氏と講演者により導入された．
$\alpha=\beta$ のときは，二つの調和振動子の組とユニタリ同値となり，スペクトル $\{\sqrt{\alpha^{2}-1}(n+\frac{1}{2})|n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}\}$ を

重複度 2で持つ．一般に $\alpha\neq\beta$ のときの NcHO のスペクトル解析は著しく困難である．しかし，NcHO の

スペクトルゼータ関数を級数

$\zeta_{Q}(s)=\sum_{n=0}^{\infty}\lambda_{n}^{-s} (\Re s>1)$

で定めると，これは全複素平面に有理型関数として解析接続され，$s=1$ のみを極に持つ．また，リーマン
ゼータ関数と同様に負の偶数点で自明な零点を持っている $([1W1])$ . さらに，$\zeta_{Q}(2)$ , $\zeta_{Q}(3)$ , $\zeta_{Q}(4)$ から自然に

定まるアペリ数の類似物が現れ，保型性や楕円曲線との関係が示されるなど，豊富な数論的性質を有するこ
とが分かっている ([KW1], [KW2], [LOS], [W2]).

1.1 Heunの微分方程式

NcHO のスペクトル問題 $Q\varphi=\lambda\varphi$ は，4つの確定特異点 $w=0$ , 1, $\alpha\beta,$ $\infty$ を持つ二階の Heun 型微分方程式
の，ある複素領域上の正則関数解と同値である．次の Theoremのうち，奇関数の方は [O] によって知られて
いた．

Theorem 1.1 ([W1]). 次の線形同型写像が存在する :

Even : $\{\varphi\in L^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{C}^{2})|Q\varphi=\lambda\varphi,$ $\varphi(-x)=\varphi(x)\}arrow\sim\{f\in \mathcal{O}(\Omega)|H_{\lambda}^{+}f=0\},$

Odd : $\{\varphi\in L^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{C}^{2})|Q\varphi=\lambda\varphi,$ $\varphi(-x)=-\varphi(x)\}arrow\sim\{f\in \mathcal{O}(\Omega)|H_{\lambda}^{-}f=0\}.$

ここで $\Omega\subset \mathbb{C}$ は $0,$ $1\in\Omega,$ $\alpha\beta\not\in\Omega$ を満たす単連結領域で，$\mathcal{O}(\Omega)$ は $\Omega$ 上の正則関数全体の集合である．
$H_{\lambda}^{\pm}=H_{\lambda}^{\pm}(w, \partial_{w})$ はそれぞれ Heun の常微分作用素で，次で定義される :

$H_{\lambda}^{+}(w, \partial_{w}):=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{\frac{1}{2}-p}{w}+\frac{-\frac{1}{2}-p}{w-1}+\frac{p+1}{w-\alpha\beta})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{1}{2}(p+\frac{1}{2})w-q^{+}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)},$

$H_{\lambda}^{-}(w, \partial_{w}):=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{1-p}{w}+\frac{-p}{w-1}+\frac{p+\frac{3}{2}}{w-\alpha\beta})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{3}{2}pw-q^{-}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)},$

ここで $p=p(\nu)$ , $v=\nu(\lambda)$ は次の関係式で定義される．

$p= \frac{2v-3}{4}, \nu=\frac{\alpha+\beta}{2\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}\lambda.$
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また，これらの Heun の作用素のアクセサリパラメータ $q^{\pm}=q^{\pm}(\lambda)$ は $\alpha,$
$\beta$ と $\lambda$ によって次のように表さ

れる．

$q^{+}= \{(p+\frac{1}{2})^{2}-(p+\frac{3}{4})^{2}(\frac{\beta-\alpha}{\beta+\alpha})^{2}\}(\alpha\beta-1)-\frac{1}{2}(p+\frac{1}{2})$ ,

$q^{-}= \{p^{2}-(p+\frac{3}{4})^{2}(\frac{\beta-\alpha}{\beta+\alpha})^{2}\}(\alpha\beta-1)-\frac{3}{2}p.$

口

1.2 スペクトルの構造

[PW] で固有関数を変形した形のエルミート関数で展開し，固有値と固有関数の連分数展開を与えた．NcHO
の固有関数 $\varphi\in L^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{C}^{2})$ が有限個のエルミート関数で展開されるとき，$\varphi$ を有限型と言う．また，NcHO
の固有値 $\lambda$ が有限型の固有関数に対応しているとき，$\lambda$ を有限型と言う．有限型でない固有関数及び固有値
を無限型と言う．有限型 (resp. 無限型) の固有値全体を $\Sigma_{0}$ (resp. $\Sigma_{\infty}$ ) で表す．同様に，$\varphi(-x)=\pm\varphi(x)$ を

満たす固有関数に対応する固有値の集合をそれぞれ $\Sigma^{+},$ $\Sigma^{-}$ と書く．以上より，次のような NcHO の固有値

の分類を考える:
$\Sigma_{0}^{\pm}:=\Sigma_{0}\cap\Sigma^{\pm}, \Sigma_{\infty}^{\pm}:=\Sigma_{\infty}\cap\Sigma^{\pm}.$

定義より，これら 4つの集合は互いに共通部分を持ち得ることに注意する．
[NNW], [PW] と上の Theorem 1.1を用いることにより，NcHO のスペクトルについて以下の図で表される

関係が分かっている．図中の各領域の中の数字は，そこに属す固有値の重複度である．

$/\cdotsarrowrightarrow-\cdot\Sigma_{\propto\infty\cross}^{+_{-t}}$

へ
$\prime^{\prime’}.-rightarrow--\cdot\Sigma_{\propto へ}^{-}\sim-..\sim_{\sim}.$

$! 1 \lambda_{-,1^{\prime^{d^{\prime’0}}}} \sum_{2,-\backslash _{\backslash }}^{-}$

$\backslash$ $\searrow$

[HS] で基底ベクトルの固有値は重複度が 1であり，$\Sigma_{\infty}^{+}$ に属すことが示されている．また，有限型の固有値
について以下が分かっている ([W1]).

$\Sigma_{0}^{+}\subset\{\lambda=2\frac{\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}{\alpha+\beta}(2L+\frac{1}{2})|L\in \mathbb{N}\},$ $\Sigma_{0}^{-}\subset\{\lambda=2\frac{\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}{\alpha+\beta}(2L+\frac{3}{2})|L\in \mathbb{N}\}.$

2 量子ラビ模型

量子ラビ模型は量子情報技術を目指す実験の理論背景となっており，次のハミルトニアンで記述される．

$H_{Rabi}/\hslash=\omega a^{\dagger}a+\triangle\sigma_{z}+9^{\sigma_{x}(a^{\dagger}}+a)$ .

ここで $a^{\uparrow}=(x-\partial_{x})/\sqrt{2},$ $a=(x+\partial_{x})/\sqrt{2}$ は角振動数 $\omega$ のボゾニックモードに対する生成消滅演算子，

$\sigma_{x}=(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}),$ $\sigma_{y}=(\begin{array}{ll}0 -ii 0\end{array}),$ $\sigma_{z}=(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ は二準位系に対するパウリ行列，$g>0$ は二準位系とボゾ

ニックモードの間の結合強度，$2\triangle>0$ は二準位間のエネルギー差である．以下，一般性を失わずに $\hslash=\omega=1$

とする．
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2.1 スペクトル解析

近年，この量子ラビ模型の可解性が Braakによって示され，そのスペクトルが以下のように分類された ([B],
[K]).

$Spec(H_{Rabi})$ $=$ {(非退化) 正則スペクトル} $\sqcup$ {退化例外型スペクトル} $u$ {非退化例外型スペクトル}

$=\{E_{n}^{\pm}=x_{n}^{\pm}-g^{2}|G_{\pm}(x_{n}^{\pm})=0(n=0,1,2,$ . .

$\sqcup\{E_{N}^{\deg}=N-g^{2}|\exists_{N}\in \mathbb{Z}$ , mult $=2\}\sqcup\{E_{N}=N-g^{2}|\exists_{N}\in \mathbb{Z}$ , mult $=1\}$ . (2.1)

ここで Braak の transcendental function $G\pm(x)$ は

$c_{\pm}(x)= \sum_{n=0}^{\infty}K_{n}(x)[1\mp\frac{\triangle}{x-n}]g^{n}$

で定義され，$K_{n}(x)$ は次の漸化式で定義される :

$K_{0}=1, K_{1}=f_{0}(x) , nK_{n}(x)=f_{n-1}(x)K_{n-1}(x)-K_{n-2}(x)$ ,

$f_{n}(x)=2_{9}+ \frac{1}{2g}(n-x+\frac{\triangle^{2}}{x-n})$ .

特に，退化例外型スペクトル $E_{N}^{\deg}$ が存在する必要十分条件 $K_{N}(N)=0$ がパラメータ $g,$
$|\triangle|$ で与えられる．

3 $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の oscillator表現による記述

今，$\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の基底 $H,$ $E,$ $F$ が

$[H, E]=2E, [H, F]=-2F, [E, F]=H$

を満たすとする．$a\in \mathbb{R}$ に対し，$\mathbb{C}[z, z^{-1}]$ 上の $\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の表現 $(\varpi_{a}, \mathbb{C}[z, z^{-1}])$ を

$\varpi_{a}(H)=z\partial_{z}+\frac{1}{2}, \varpi_{a}(E)=\frac{1}{2}z^{2}(z\partial_{z}+a))\varpi_{a}(F)=-\frac{1}{2z}\partial_{z}+\frac{a-1}{2z^{2}}$

で定める．また，パラメータ $(\kappa, \epsilon, \nu)\in \mathbb{R}_{>0}^{3}$ に対し，$\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の普遍包絡環 $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R}))$ の 2次の元 $\mathcal{R}$ を

$\mathcal{R} :=\frac{2}{\sinh 2\kappa}\{[(\sinh 2\kappa)(E-F)-(\cosh 2\kappa)H+\nu](H-\nu)+(\epsilon\nu)^{2}\}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R}))$

で定める．本講演では，NcHO と量子ラビ模型が $\mathcal{R}$ の作用と Heun 型微分方程式の合流操作によって捉えら
れることを述べる :

NcHO
$arrow^{\pi’}$

$\mathcal{R}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R}))$

$arrow^{\mathcal{L}_{t\fbox{Error::0x0000}}}$ Heun ODE
$\pi_{a}’(\simeq\varpi_{\alpha})$

$\Downarrow Confluencepro(:ess$

Confluent Heun ODE $\sim$ Rabi model.

3.1 NcHO

$\alpha\neq\beta,$ $\lambda>0$ に対し，パラメータ $(\kappa, \epsilon, v)\in \mathbb{R}_{>0}^{3}$ を次で定める．

$\cosh\kappa=\sqrt{\frac{\alpha\beta}{\alpha\beta-1}}, \epsilon=|\frac{\alpha-\beta}{\alpha+\beta}|, \nu=\frac{\alpha+\beta}{2\sqrt{\alpha\beta(\alpha\beta-1)}}\lambda.$

このとき定まる $\mathcal{R}\in \mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R}))$ の作用として，NcHO のスペクトル問題の偶関数部分と同値な Heun 作用素
$H_{\lambda}^{+}$ が現れる ([W1]): $w:=z^{2}\coth\kappa$ とすると，

$\varpi_{1}(\mathcal{R})=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-\alpha\beta)H_{\lambda}^{+}(w, \partial_{w})$

$\varpi_{2}(\mathcal{R})=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-\alpha\beta)H_{\lambda}^{-}(w, \partial_{w})$ .
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3.2 量子ラビ模型

一方，$a\in \mathbb{Z}$ に対し，
$z^{-a+1}\varpi_{a}(\mathcal{R})z^{a-1}=4(\tanh\kappa)w(w-1)(w-t)H^{a}(w, \partial_{w})$

となる．ここで $t=\coth^{2}\kappa,$

$H^{a}(w, \partial_{w})=\frac{d^{2}}{dw^{2}}+(\frac{3-2v+2a}{4w}+\frac{-1-2v+2a}{4(w-1)}+\frac{-1+2\nu+2a}{w-t})\frac{d}{dw}+\frac{-\frac{1}{2}(a-\frac{1}{2})(a-\frac{1}{2}-v)w-q_{a}}{w(w-1)(w-\alpha\beta)},$

$q_{a}= \{-(a-\frac{1}{2}-\nu)^{2}+(\epsilon v)^{2}\}(t-1)-2(a-\frac{1}{2})(a-\frac{1}{2}-v)$

である．今，$H^{a}(w, \partial_{w})$ の表示において $(a, \nu)arrow(a+p, \nu+p)$ という置き換えをし，二つの確定特異点 $w=t$

と $w=\infty$ の合流操作を

$t= \rho^{-1}, p=4g^{2}\rho^{-1}-(a+\frac{1}{2}) , (\Leftrightarrow parrow\infty)\lim_{\rhoarrow 0}w(w-1)(w-t)\rho H^{a}(w, \partial_{w})$
(3.1)

によって行う．更に $E+g^{2}= \frac{1}{4}(1+2\nu-2a)$ を満たすように $a,$ $v$ をとると，シュレデインガー方程式
$H_{Rabi}\varphi=E\varphi$ と同値な二階の微分方程式 $H_{1}^{Rabi}\phi=0,$

$H_{1}^{Rabi}:= \frac{d^{2}}{dx^{2}}+(-4g^{2}+\frac{1-(E+g^{2})}{x}+\frac{1-(E+g^{2}+1)}{x-1})\frac{d}{dx}+\frac{4g^{2}(E+g^{2})x+\mu}{x(x-1)}$ , (3.2)

$\mu=(E+9^{2})^{2}-4g^{2}(E+g^{2})-\triangle^{2}$

が得られる ([W1]).

Remark 3.1. また、合流操作を経ずに，(3.2) を直接捉える $\mathcal{U}(\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R}))$ の 2次の元 $\mathcal{K}$ が見つかり，$5\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{R})$ の有

限次元既約表現の枠組みの中で退化例外型スペクトルに対応する固有関数が構成される ([WY]). しかし，$\mathcal{K}$

と $\mathcal{R}$ の直接の関係は分かつていない．また，NcHO の縮退固有値の表現論的解釈も与えられていない．

Remark 3.2. 発見的に施された上の合流操作 (3.1) がどういう意味を持つのか，広く助言を求めたい．

Remark 3.3 (スペクトルゼータ関数と Braak の $G_{\pm}(z)$ ). Rabi 模型の Hurwitz 型のスペクトルゼータ関数

$\zeta_{Rabi}(s, z)=\sum_{\lambda\in Spec(H_{Rabi})}(z-\lambda)^{-s} (\Re s>1, z\in \mathbb{C})$

を考えると，これは $\Re s>1$ で正則関数を定めることが分かる．今，$\zeta_{Rabi}(s, z)$ が $s=0$ の近傍まで正則関数

として解析接続できると仮定する (おそらく正しいが，正確には確信していない). すると次のようなゼータ
正規化積

$\prod_{\lambda\in Spec(H_{Rabi})}(z-\lambda) :=\exp(-\frac{d}{ds}\zeta_{Rabi}(0, z))$ (3.3)

が定義できる．$G_{\pm}(z)$ は Braak によって構成された，ラビ模型の正則スペクトルを零点に持つ関数であった
ので，(3.3) と $G_{\pm}(z)$ の商をとることで，例外型スペクトルについての正規化積 $\prod_{E_{n}^{\deg},E_{n}\in Spec(H_{Rabi})}(z-n)$

の解析ができると考えられる．
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