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概要

等質開凸錐は基本相対不変式の正値集合として記述され，その基本相対不変式は

Vinberg 多項式から既約因子を順次帰納的に取り出していくことで得られる．本稿で

は，Vinberg 多項式と等質開凸錐の構造情報から得られる非負整数を用いて，基本相対

不変式を一斉に表示する公式が得られたことを報告したい．

序文．

等質開凸錐はクランと呼ばれる非結合的代数で単位元を持つものと，同型を除き 1対 1に

対応している (Vinberg [9]). $\Omega$ を階数 $r$ の等質開凸錐とし， $V$ を $\Omega$ に対応するクランでそ

の単位元を $e_{0}$ とする．このとき，基本相対不変式と呼ばれる既約多項式 $\triangle_{1}(x)$ , . . . , $\triangle_{r}(x)$

$(x\in V)$ が存在し， $\Omega$ はそれらの正値集合

$\Omega=\{x\in V;\triangle_{1}(x)>0, . . . , \triangle_{r}(x)>0\}$

として記述されることが知られている (cf. Ishi [3]). クラン $V$ の左乗法作用素 $L_{x}(x\in V)$

からなる集合を $\mathfrak{h}:=\{L_{x};x\in V\}$ とすると，りは分裂可解 (下三角型) な Lie 環となる． $\mathfrak{h}$

に対応する連結かつ単連結な Lie 群を $H:=eXp\mathfrak{h}$ とすると， $H$ は $\Omega$ に単純推移的に作用

する．ここで $\Omega$ 上の関数 $f$ が $H$-相対不変であるとは， $H$ のある 1次元表現 $\chi:Harrow \mathbb{R}$ が

存在して $f(hx)=\chi(h)f(x)(h\in H, x\in\Omega)$ が成り立つこととする．このとき $\chi$ は， $h$

の対角成分 $h_{11}$ , . . . , $h_{rr}$ と実数 $\tau_{1}$ , . . . , $\tau_{r}\in \mathbb{R}$ を用いて $\chi(h)=(h_{11})^{2\tau_{1}}\cdots(h_{rr})^{2\tau_{r}}$ とか

ける．幕数を並べたベクトルェ $=(\tau_{1}, \ldots, \tau_{r})\in \mathbb{R}^{r}$ を $H$-相対不変関数 $f$ の指数という．

基本相対不変式 $\triangle_{1}(x)$ , . . . , $\triangle_{r}(x)$ は $H$-相対不変な既約多項式であるので，それぞれ指数

$\underline{\sigma}_{j}=(\sigma j1, \ldots, \sigma jr)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}(i=1, \ldots, r)$ を持ち，これらを並べた行列

$\sigma=(\begin{array}{l}\underline{\sigma}_{1}\vdots\underline{\sigma}_{r}\end{array})=(\sigma_{jk})_{1\leq j,k\leq r}$
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を $\Omega$ の指数行列と呼ぶ．クラン $V$ は原始幕等元の直交系 $c_{1}$ , . . . , $c_{r}$ に関する正規分解

$\oplus_{1\leq j\leq k\leq r}V_{kj}$ を持ち， $V$ の部分空間 $E^{[k]},$ $V^{[k]}(k=1, \ldots, r-1)$ をこの分解を用いて

$E^{[k]}:= \bigoplus_{m>k}V_{mk}, V^{[k]}:=\bigoplus_{k<l\leq m}V_{ml}$

と定義する．また内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ を通して $V$ に双対クラン積 $\nabla$ を $\langle x\nabla y|z\rangle=\langle y|x\triangle z\rangle$

$(x, y, z\in V)$ により定義すると， $(V^{[k]}, \nabla)$ は $(V, \nabla)$ の部分クランになっている． $V^{[k]}$

から $E^{[k]}$ 上の線型変換全体のなす空間 $\mathcal{L}(E^{[k]})$ への写像 $\mathcal{R}^{[k]}$ を $\mathcal{R}^{[k]}(x_{k})\xi_{k}:=\xi_{k}\nabla x_{k}$

$(x_{k}\in V^{[k]}, \xi_{k}\in E^{[k]})$ により定義すると， $(\mathcal{R}^{[k]}, E^{[k]})$ は $V^{[k]}$ の双対クラン $(V^{[k]}, \nabla)$ の自

己共役表現 (定義 1.2) になっている．そこで $\mathcal{R}^{[k]}$ を $\epsilon^{[k]}$ -表現 $(\epsilon^{[k]}\in\{0,1\}^{r-k}$ ;定義 1.3参

照 $)$ とすると， $\Omega$ の指数行列 $\sigma$ は以下で計算される (定理 3.1) :

$\sigma=\mathcal{E}_{r-1}\mathcal{E}_{r-2}$ . . . $\mathcal{E}_{1},$ $\mathcal{E}_{k}:=(\begin{array}{lll}I_{k-1} 0 00 1 00 \epsilon^{[k]} I_{r-k}\end{array})$

また $D_{1}(x)$ , . . . , $D_{r}(x)$ を Vinberg [9] において定義された多項式 (本稿では Vinberg 多

項式と呼ぶ) とする．Vinberg 多項式は $H$-相対不変な多項式であり， $x\in\Omega$ が与えられた

ときに方程式 $x=he_{0}$ を満たす $h\in H$ を求める際に現れる．基本相対不変式は Vinberg 多

項式から順次帰納的に既約因子を取り出していくことにより得られる (Ishi [3]) ことが知ら

れていたが，本稿ではより強い，基本相対不変式を一斉に与える公式 (定理 3.2)

(0.1) $\triangle_{1}(x)=D_{1}(x) , \triangle_{j}(x)=\frac{D_{j}(x)}{\prod_{i<j}D_{i}(x)^{-\sigma_{ji}+\sigma_{j,i+1}}+\cdots+\sigma_{jj}} (j=2, \ldots, r)$

を与える．Vinberg 多項式から既約因子を取り出すことは，具体例においては例 3.4のよう

にすぐできることもあるが，この結果は一般論の枠内で理論的に明示公式を得ていることに

意義があり，基本相対不変式の一般論を展開していく過程において大きな貢献をすることが

期待される．また Vinberg [9, p. 397] にあるように，連続パラメータを持つ互いに線型同

値でない 11次元の既約等質錐が存在するが，それらの代数構造は既に Vinberg多項式に取

り込まれていて，基本相対不変式を求める手続きはそれらに共通する次元情報のみに依存

し，パラメータには依存していないことを (0.1) が示しているところも興味深い．

1 等質開凸錐とクラン

有限次元実ベクトル空間 $V$ がクラン (コンパクトな正規左対称代数) であるとは， $V$ に双

線型な積 $\triangle$ が定義されており，次の 3条件を満たすことをいう :

(C1) $[L_{x}, L_{y}]=L_{x\triangle y-y\triangle x}$ $(x, y\in V)$ ,

(C2) ある $\mathcal{S}\in V^{*}$ が存在して， $s(x\triangle y)$ が $V$ の内積を定める，

(C3) $L_{x}$の固有値はすべて実数である．
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ただし， $L_{x}$ は左乗法作用素 $L_{x}y:=x\triangle y$ である．一般にはクランは非結合的，非可換であ

り，単位元の存在も仮定しない．(C2) を満たす $s\in V^{*}$ を認容線型形式と呼び，クランの右

乗法作用素を $R_{x}y:=y\triangle x$ とする．

$\Omega$ を正則な等質開凸錐とする．また $\Omega$ に対応するクランを $(V, \triangle)$ とし，その単位元を $e_{0}$

とする．クラン $V$ の左乗法作用素全体のなす空間を $\mathfrak{h}:=\{L_{x};x\in V\}$ とすると，旧はクラ

ン積の条件 (C1) および (C3) により分裂可解 Lie 環となる． $\mathfrak{h}$ に対応する連結かつ単連結

な Lie 群を $H$ で表す．このとき単位元 $e_{0}$ を通る $H$-軌道は等質開凸錐 $\Omega$ と一致し，さらに

$H$ は $\Omega$ に単純推移的に作用する．等質錐 $\Omega$ の階数が $r$ のとき，互いに直交する $r$ 個の原始

幕等元 $c_{1}$ , . . . , $c_{r}$ が存在し，これらに付随して $V$ は次のように直和分解される :

(1.1) $V= \bigoplus_{1\leq j\leq k\leq r}V_{kj}, \{\begin{array}{l}V_{jj}:=\mathbb{R}c_{j} (j=1, \ldots, r) ,V_{kj}:=\{x\in V;L_{c_{i}}x=\frac{1}{2}(\delta_{ij}+\delta_{ik})x, R_{c_{i}}x=\delta_{ij}x\} .\end{array}$

この分解を正規分解という．正規分解に則して，次の乗法則が成立する :

$V_{ji}\triangle V_{lk}=\{O\} (if i\neq k, l) , V_{kj}\triangle V_{ji}\subset V_{ki},$

(1.2)
$V_{ji}\triangle V_{ki}\subset V_{jk}$ or $V_{kj}$ (according to $j\geq k$ or $j\leq k$ ).

$H$ は分裂可解 Lie 群であるので， $h\in H$ は正数 $h_{jj}>0(j=1, \ldots, r)$ と $v_{kj}\in V_{kj}$

$(1\leq j<k\leq r)$ を用いて， $T_{j}:=(2\log h_{jj})L_{c}$、および $L_{j}:= \sum_{k>j}L_{v_{kj}}$ とおけば，次の

ように表現できる :

$h=(\exp T_{1})(\exp L_{1})(\exp T_{2})\cdots(\exp L_{r-1})(\exp T_{r})$ .

以下では，正数 $h_{11}$ , . . . , $h_{rr}$ を $h\in H$ の対角成分と呼ぶ．

$\Omega$ 上の関数 $f$ が $H$ に関して相対不変であるとは， $H$ のある 1次元表現 $\chi:Harrow \mathbb{R}$ が

存在して，任意の $h\in H,$ $X\in\Omega$ に対して $f(h_{X})=\chi(h)f(X)$ をみたすこととする．ここ

で Ishi [3] より，H-相対不変な既約多項式 $\triangle_{1}(x)$ , . . . , $\triangle_{r}(x)$ が存在して，任意の H-相対

不変な多項式はこれらの幕積でかける．この既約多項式たちを等質錐 $\Omega$ (または対応するク

ラン $V)$ の基本相対不変式という．基本相対不変式の順番は $c_{1}$ , . . . , $c_{r}$ に依存して取るもの

とする (cf. Ishi $[3]$ ). H-相対不変関数 $f$ に対応する 1次元表現 $\chi$ は， $h\in H$ の対角成分

$h_{11}$ , . . . , $h_{rr}$ と実数 $\tau_{1}$ , . . . , $\tau_{r}\in \mathbb{R}$ を用いて $\chi(h)=(h_{11})^{2_{\mathcal{T}_{1}}}\cdots(h_{rr})^{2_{\mathcal{T}}r}$ のように書くこと

ができる．このとき $\underline{\tau}=(\tau_{1}, \ldots, \tau_{r})\in$ $\mathbb{R}$「を H-相対不変関数 $f$ の指数と呼ぶ．等質錐 $\Omega$

の基本相対不変式 $\triangle_{j}(x)$ は H-相対不変であったので，それぞれ指数 $\underline{\sigma}_{j}=(\sigma_{j1}, \ldots, \sigma_{jr})$ を

持つ．これらを縦に並べて $r\cross r$ 行列 $\sigma$ を構成する :

$\sigma=(\begin{array}{l}\underline{\sigma}_{1}\vdots\underline{\sigma}_{r}\end{array})=(\sigma_{jk})_{1\leq j,k\leq r}.$
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この行列 $\sigma$ を等質錐 $\Omega$ (または対応するクラン $V$ ) の指数行列と呼ぶ．基本相対不変式は多

項式であり，また Ishi [3] の基本相対不変式の構成法より， $\sigma$ は対角成分が 1で各成分が非

負整数の下三角行列になる．

クラン $V$ の内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ は認容線型形式 $s_{0}$ により与えられているとする．この内積を通し

て $V$ に新しい積 $\nabla$ を次のように定義する :

$\langle x\nabla y|z\rangle=\langle y|x\triangle z\rangle (x, y, z\in V)$ .

このように定義すると $(V, \nabla)$ はクランとなり，クラン $(V, \triangle)$ の双対クランと呼ぶ． $(V, \nabla)$

に対応する等質錐は内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ に関する $\Omega$ の双対錐 $\Omega^{*}$ である．クラン積 $\triangle$ と双対クラン

積 $\nabla$ の間には
$x\triangle y+x\nabla y=y\triangle x+y\nabla x (x, y\in V)$

という関係式が成り立つ．また双対クラン積における乗法則は次のようになる :

$V_{ji}\nabla V_{lk}=\{O\} (if j\neq k, l) , V_{ji}\nabla V_{kj}\subset V_{ki},$

(1.3)
$V_{ki}\nabla V_{kj}\subset V_{ji}$ or $V_{ij}$ (according to $i\leq j$ or $i\geq j$ ).

例 1.1. $K=\mathbb{R},$ $\mathbb{C},$
$\mathbb{H}$ とおき， $d=\dim \mathbb{K}$ とする．実ベクトル空間 $V=Herm(r, \mathbb{K})$ に積 $\triangle$

を以下で定義するとクランになる :

$x\triangle y:=\underline{x}y+y(\underline{x})^{*} (x, y\in V)$ .

ただし， $\underline{x}$ は行列 $x=(x_{ij})$ の下三角部分

$\underline{x}=(\begin{array}{llll}\frac{1}{2}x_{11} 0 \cdots 0x_{21} \frac{1}{2}x_{22} \vdots 0x_{r1} x_{r2} \cdots \frac{1}{2}x_{rr}\end{array})$

である．クラン $(V, \triangle)$ に対応する等質開凸錐は正定値対称行列全体のなす空間となり，こ

れは対称錐 (自己双対な等質開凸錐) である．その基本相対不変式は左上からの小行列式

$\triangle_{k}(x)=\det^{(k)}(x)(k=1, \ldots, r)$ である．クランの右乗法作用素 $R_{x}$ の行列式は

$DetR_{x}=\triangle_{1}(x)^{d}\cdots\triangle_{r-1}(x)^{d}\triangle_{r}(x) (x\inV)$

となり，確かに基本相対不変式 $\triangle_{k}(x)$ が全て現れている ([8]). また双対クラン積 $\nabla$ は以下

で与えられる :
$x\nabla y:=(\underline{x})^{*}y+y\underline{x} (x, y\in V)$ .

$E$ を内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle_{E}$ を持つ実ベクトル空間とし，$E$ 上の線型変換全体のなす空間を $\mathcal{L}(E)$ で表

す． $V$ から $\mathcal{L}(E)$ への線型変換 $\varphi$ に対して，$V$ の正規分解 $x= \sum_{j=1}^{r}XjjCj+\sum_{1\leq j<k\leq r}x_{kj}$
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を用いて， $\varphi$ の上三角部分 $\overline{\varphi}$ と下三角部分 $\underline{\varphi}$ を以下で定義する :

$\overline{\varphi}(x):=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{r}x_{jj}\varphi(c_{j})+\sum_{1\leq j<k\leq r}\varphi(c_{j})\varphi(x_{kj})\varphi(c_{k})$ ,

$\underline{\varphi}(x):=\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{r}x_{jj}\varphi(c_{j})+\sum_{1\leq j<k\leq r}\varphi(c_{k})\varphi(x_{kj})\varphi(c_{j})$ .

定義 1.2. 線型変換 $\varphi:Varrow \mathcal{L}(E)$ が， $\varphi(e_{0})=id_{E}$ かつ次の 2条件

(R1) 任意の $x\in V$ に対して $\varphi(x)^{*}=\varphi(x)$ (自己共役),

(R2) $\varphi(x\nabla y)=\overline{\varphi}(x)\varphi(y)+\varphi(y)\underline{\varphi}(x)$ $(x, y\in V)$

を満たすとき， $\varphi$ を双対クラン $(V, \nabla)$ の自己共役表現という．

$E$ 上の自己共役な線型作用素全体のなす空間を $Sym(E)$ とすると，例 1.1と同様に

して $Sym(E)$ にクラン構造が入る．したがって (R2) は， $\varphi$ がクラン $(V, \nabla)$ からクラン

$(Sym(E), \nabla)$ へのクランの準同型であることを意味している．

自己共役表現 $\varphi$ に付随してベクトル値の双線型写像 $Q:E\cross Earrow V$ を次で定義する :

$\langle Q(\xi, \eta)|x\rangle=\langle\varphi(x)\xi|\eta\rangle_{E} (\xi, \eta\in E, x\in V)$ .

簡単のため $Q[\xi]:=Q(\xi, \xi)$ とおき，その像を $Q[E]:=\{Q[\xi];\xi\in E\}$ で表す．ここで $Q$ は

$\Omega$-positiveである．すなわち $0$ でない任意の $\xi\in E$ に対して $Q[\xi]\in\overline{\Omega}\backslash \{O\}$ が成立する．ま

た， $\epsilon=t(\epsilon_{1}, \ldots, \epsilon_{r})\in\{0$ , 1 $\}$「に対して $c_{\epsilon}:=\epsilon_{1}c_{1}+\cdots+\epsilon_{r}c_{r}$ とおき， $c_{\epsilon}$ を通る $V$ の中

の $H$-軌道を $\mathcal{O}_{\epsilon}$ で表す．

定義 1.3. 自己共役表現 $\varphi$ に付随する 2次形式の像 $Q[E]$ が，ある $\epsilon\in\{0, 1\}^{r}$ に関する H-

軌道 $\mathcal{O}_{\epsilon}$ の閉包 $\overline{\mathcal{O}_{\epsilon}}$ に一致するとき、表現 $(\varphi, E)$ を $\epsilon$-表現であるという．

すなわち $\epsilon$-表現とは，付随するベクトル値二次形式の像 $Q[E]$ が等質開凸錐 $\Omega$ に対して

どのような位置にあるか，という情報を付与したものである．ここで自己共役表現 $(\varphi, E)$

に付随して $\epsilon(\varphi)\in\{0, 1\}^{r}$ を構成する．簡単のため $l_{j}:=\dim\varphi(cj)E(i=1, \ldots, r)$ ,

$d_{kj}:=\dim V_{kj}(1\leq i<k\leq r)$ とおき， $l^{(j)}\in \mathbb{R}^{r}$ を帰納的に次のように定義する :まず

$l^{(1)}:=t(l_{1}, \ldots, l_{r})$ とする．次に $i=1$ , . . . , $r-1$ に対して

(1.4) $l^{(i+1)}:=\{\begin{array}{ll}l^{(i)}- t(0, . . . , 0, d_{i+1,i}, . . . , d_{ri}) if 1_{i}^{(i)}>0,10) if l_{i}^{(i)}\leq 0\end{array}$

とする．このとき $\epsilon(\varphi)=t(\epsilon_{1}, \ldots \epsilon_{r})$ $\in\{0, 1\}^{r}$ を

(1.5) $\epsilon_{i}:=\{\begin{array}{l}1if l_{i}^{(i)}>0,0 if l_{i}^{(i)}\leq 0\end{array}$ $(i=1, \ldots, r)$
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により定義する．Graczyk-Ishi [1] の結果と Ishi [2] の結果を用いると，次が成り立つ．

命題 1.4. 任意の自己共役表現 $(\varphi, E)$ は $\epsilon(\varphi)$ -表現となる．

2 クランの帰納構造

$\Omega$ を正則な等質開凸錐とし， $V$ を対応するクランでその単位元を $e_{0}$ とする． $V$ の部分空

間 $E,$ $W$ を正規分解 (1.1) を用いて

$E= \bigoplus_{k\geq 2}V_{k1}, W=\bigoplus_{2\leq j\leq k\leq r}V_{kj}$

により定義すると， $V$ は

(2.1) $V=\mathbb{R}c_{1}\oplus E\oplus W$

のように直和分解される． $V$ の一般元 $x$ を $x=\lambda c_{1}+\xi+w(\lambda\in \mathbb{R}, \xi\in E, w\in W)$ の

ように表す．双対クランの乗法則 (1.3) より $(W, \nabla)$ は $(V, \nabla)$ の部分クランになる．同じく

(1.3) より $E\nabla W\subset E$ が成り立つので，次で定義される写像

(2.2) $\varphi(w)\xi:=\xi\nabla w (w\in W, \xi\in E)$

は $W$ から $\mathcal{L}(E)$ への線型変換となるが，より強く次が成り立つ．

命題 2.1. $(\varphi, E)$ はクラン $(W, \nabla)$ の自己共役表現となる．

本稿の鍵となるのは，等質開凸錐の基本相対不変式は，対応するクランの右乗法作用素 $R_{x}$

の行列式の既約因子としてすべて現れるという事実である (Ishi-Nomura [5]). 分解 (2. 1) に

関して，クラン積 $\triangle$ は次のように表される :

$x \triangle y=(\lambda\mu)c_{1}+(\mu\xi+\frac{1}{2}\lambda\eta+\underline{\varphi}(w)\eta)+(Q(\xi, \eta)+w\triangle v)$ .

ただし， $y=\mu c_{1}+\eta+v\in V$ である．これよりクラン $V$ の右乗法作用素 $R_{x}$ は

$R_{x}=( \frac{1}{2}\xi\lambda 0 \lambda id_{E}R_{\xi}0 R_{w}^{W}R_{\xi}0)$

のように行列表示される．ただし $R_{w}^{W}$ はクラン $W$ の右乗法作用素であり，基底は $c_{1},$
$E$ の

基底， $V$ の基底の順である．ここで $R_{x}$ の行列式を $R^{W}$ の行列式を用いて表すと，次のよ

うになる．

命題 2.2. $DetR_{x}=\lambda^{1+\dim E-\dim W}DetR^{W}$
$\lambda w-\frac{1}{2}Q[\xi].$
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この命題 2.2と基本相対不変式はクランの右乗法作用素の既約因子としてすべて現れると

いう事実から，等質錐 $\Omega$ の基本相対不変式は，クラン $W$ の基本相対不変式 $\triangle_{2}^{W}$ , . . . , $\triangle_{r}^{W}$

を用いて $\lambda$ と $\triangle_{j}^{W}(\lambda w-\frac{1}{2}Q[\xi])$ の既約因子で尽くされる．ここで $\epsilon:=\epsilon(\varphi)\in\{0, 1\}^{r-1},$

すなわち表現 $\varphi$ は $\epsilon$-表現であるとする．

定理 2.3. 非負整数 $\alpha_{2}$ , . . . , $\alpha_{r}$ をクラン $W$ の指数行列 $\sigma_{W}$ を用いて次で定義する :

$(\begin{array}{l}\alpha_{2}\vdots\alpha_{r}\end{array})=\sigma_{W}(\begin{array}{ll}1- \epsilon_{2}\vdots 1- \epsilon_{r}\end{array}), \epsilon=(\begin{array}{l}\epsilon_{2}\vdots\epsilon_{r}\end{array})\in\{0, 1\}^{r-1}$

このとき，等質錐 $\Omega$ の基本相対不変式 $\triangle_{1}(x)$ , . . . , $\triangle_{r}(x)$ は以下で与えられる :

$\triangle_{1}(x)=\lambda, \triangle_{j}(x)=\lambda^{-\alpha_{j}}\triangle_{j}^{W}(\lambda w-\frac{1}{2}Q[\xi]) (j=2, \ldots, r)$ .

3 基本相対不変式の明示公式

前節の記号を引き続き用いる．定理 2.3は指数行列の帰納構造を与える．すなわち，クラ

ン $V$ の指数行列を $\sigma_{V}$ とすれば次が成り立つ :

(3.1) $\sigma_{V}=(\begin{array}{ll}1 0\sigma_{W}\epsilon \sigma_{W}\end{array})=(\begin{array}{ll}1 00 \sigma_{W}\end{array})(\begin{array}{ll}1 0\epsilon I_{r-1}\end{array}).$

ここで $V$ の部分空間 $E^{[k]},$ $V^{[k]}$ を正規分解 (1.1) を用いて以下で定義する :

$E^{[k]}:= \bigoplus_{m>k}V_{7nk}, V^{[k]}:=\bigoplus_{k<l\leq m\leq r}V_{ml} (k=1, \ldots, r-1)$
.

$k=1$ とすれば， $E^{[1]}=E,$ $V^{[1]}=W$ である． $(W, \nabla)$ が $(V, \nabla)$ の部分クランであったこ

とと同様に， $(V^{[k]}, \nabla)$ は $(V, \nabla)$ の部分クランとなり，命題 2.1と同様に

$\mathcal{R}^{[k]}(x_{k})\xi_{k}:=\xi_{k}\nabla x_{k} (\xi_{k}\in E^{[k]}, x_{k}\in V^{[k]})$

とすれば，$(\mathcal{R}^{[k]}, E^{[k]})$ はクラン $(V^{[k]}, \nabla)$ の自己共役表現となる．ここで，$\epsilon^{[k]}:=\epsilon(\mathcal{R}^{[k]})\in$

$\{0, 1\}^{r-k}$ , すなわち $\mathcal{R}^{[k]}$ は $\epsilon^{[k]}$ -表現であると仮定し， $r\cross r$ 行列 $\mathcal{E}_{k}$ を

$\mathcal{E}_{k}:=(\begin{array}{lll}I_{k-1} 0 00 1 00 \epsilon^{[k]} I_{r-k}\end{array})$

により定義する．式 (3.1) を順次各表現 $\mathcal{R}^{[k]}$ に適用していけば，次の定理を得る．

定理 3.1. $\sigma_{V}=\mathcal{E}_{r-1}\mathcal{E}_{r-2}\cdots \mathcal{E}_{1}.$
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これより基本相対不変式を具体的に計算できる． $V$ のノルムを $\Vert x\Vert^{2}:=\langle x|x\rangle$ とし，与

えられた $x\in V$ に対して

$x^{(j)} \sum_{k=j}^{r}x_{kk}^{(j)}c_{k}+\sum_{rn>k\geq j}X_{mk}^{(j)}\in V^{[j-1]} (j=1, \ldots, r;V^{[0]}:=V)$

を帰納的に以下のように定義する :まず $x^{(1)}:=x$ とし，次に $i=1$ , . . . , $r-1$ に対して

$\{\begin{array}{ll}x_{kk}^{(i+1)} :=x_{ii}^{(i)}x_{kk}^{(i)}-\frac{1}{2s_{0}(c_{k})}\Vert X_{ki}^{(i)}\Vert^{2} (i<k\leq r) ,X_{mk}^{(i+1)} :=x_{ii}^{(i)}X_{mk}^{(i)}-X_{mi}^{(i)}\triangle X_{ki}^{(i)} (i<k<m\leq r)\end{array}$

とする．そして

$D_{j}(x):=x_{jj}^{(j)} (j=1, \ldots, r)$

とすると，各 $D_{j}(x)$ は $H$-相対不変な多項式となる．この $D_{1}(x)$ , . . . , $D_{r}(x)$ を本稿では

Vinberg 多項式と呼ぶ (cf. Vinberg [9]). この多項式は与えられた $x\in\Omega$ に対して，方程式

$x=he0$ を満たす $h\in H$ を求める際に現れる．実際 Vinberg [9, Chapter III, Section 3]

にあるように， $h$ の対角成分 $h_{11}$ , . . . , $h_{rr}$ は

(3.2) $h_{11}^{2}=D_{1}(x) , h_{j}^{2}=D_{1}(x)^{-1}\cdots D_{j-1}(x)^{-1}D_{j}(x) (j=2, \ldots, r)$

と計算される．このことから， $\Omega$ は $D_{1}(x)$ , . . . , $D_{r}(x)$ の正値集合であることがわかる．ま

た基本相対不変式は Vinberg多項式から既約因子を順次帰納的に取り出していくことによ

り得られることから， $\Omega=\{x\in V;\triangle_{1}(x)>0, . . . , \triangle_{r}(x)>0\}$ という $\Omega$ の基本相対不変

式の正値集合としての記述が得られる (cf. Ishi [3]). $x=he_{0}\in\Omega$ とすると，基本相対不変

式は $h\in H$ の対角成分を用いて

$\triangle_{j}(x)=(h_{11})^{2\sigma_{j1}}\cdots(h_{jj})^{2\sigma_{jj}} (j=1, \ldots, r)$

と記述されるので，式 (3.2) と合わせれば次の定理を得る．

定理 3.2. $\Omega$ の指数行列を $\sigma_{V}=(\sigma jk)_{1\leq j,k\leq r}$ とすれば，基本相対不変式は次で与えられる :

$\triangle_{1}(x)=D_{1}(x) , \triangle_{j}(x)=\frac{D_{j}(x)}{\prod_{i<j}D_{i}(x)^{-\sigma_{ji}+\sigma_{j,i+1}}+\cdots+\sigma_{jj}} (j=2, \ldots, r)$ .

注意 3.3. 分母に現れる幕数 $-\sigma ji+\sigma j,i+1+\cdots+\sigma jj$ は非負整数になる．

Vinberg 多項式から基本相対不変式を求めるには，順次帰納的に構成していく必要があっ

たが (Ishi [3]), この定理 3.2は基本相対不変式を一斉に与える公式になっており，より強い

結果となっている．
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例 3.4. $V$ および $\Omega$ を例 1.1のものとする．このとき Vinberg 多項式 $D_{1}(x)$ , . . . , $D_{r}(x)$ は

$D_{j}(x)=\{\begin{array}{ll}\det^{(j)}x (j=1,2) ,(\det^{(1)}x)^{2^{j-3}}(\det^{(2)}x)^{2^{j-4}}\cdots(\det^{(j-2)}x)(\det^{(j)}x) (j\geq 3)\end{array}$

と計算される (cf. Ishi[3]). この場合は既約因子が $\det^{(j)}x(i=1, \ldots, r)$ であることは明ら

かであるので，定理 3.2の公式を確認できる． $\dim V_{kj}=\dim \mathbb{K}=d$ であるので，式 (1.4) お

よび式 (1.5) に従って $\epsilon^{[k]}$ を計算すると，$\epsilon^{[k]}=t(1,0, \ldots, 0)$ $\in\{0, 1\}^{r-k}(k=1, \ldots, r-1)$

を得る．よって，$V$ の指数行列は $\sigma=(\begin{array}{lll}1 0i . 1\end{array})$ となり，$-\sigma ji+\sigma j,i+1+\cdots+\sigma jj=i-i-1$

なので， $j\geq 2$ のとき

$\triangle_{j}(x)=D_{j}(x)(D_{1}(x)^{j-2}D_{2}(x)^{j-3}\cdots D_{j-2}(x)^{1})^{-1}=\det^{(j)}(x)$

となる．
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