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$n$ を自然数とする．型が $(1^{r_{1}},2^{r_{2}}, \ldots , n^{r_{n}})$ である $n$ 次の置換の個数は

$n!$

$1^{r_{1}}r_{1}!2^{r_{2}}r_{2}!\cdots n^{r_{n}}r_{n}!$

である $($ cf. $[$10, Lemma 1.2.15$],$ $[$16, Chap. $4$ \S 2 このことから

$\sum\frac{n!}{1^{r_{1}}r_{1}!2^{r_{2}}r_{2}!\cdots n^{r_{n}}r_{n}!}=|S_{n}|(=n!)$

が成り立つ．ここで和は $n$ 次の置換の型 $(1^{r_{1}},2^{r2}, \ldots , n^{r_{n}})$ 全体を動く．この式は

$1+x+x^{2}+\cdots=(1-x)^{-1}=\exp(-\log(1-x))$

$= \exp(x+\frac{x^{2}}{2}+\frac{x^{3}}{3}+\cdots) , |x|<1$

からも導かれる． $m$ を自然数とし，$S_{n}$ における方程式 $x^{m}=1$ の解の個数を $a_{n}(m)$

で表す．すなわち

$a_{n}(m)=\#\{\sigma\in S_{n}|\sigma^{m}=1\}$

であり，$a_{n}(m)$ は位数が $m$ の約数である $n$ 次の置換の個数である．また $a_{0}(m)=1$

とし，$\{P_{0}, \ell_{1}, . . . , \ell_{s}\}$ を $m$ の約数全体の集合とする．位数が $m$ の約数である $n$ 次の

置換の型を考えれば

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{a_{n}(m)}{n!}X^{n}=\exp(\sum_{k=0}^{s}\frac{1}{\ell_{k}}X^{\ell_{k}})$ (I)

が成り立つ (cf. [2]). この式の両辺を微分すれば，漸化式

$a_{n}(m)= \sum_{k=0}^{s}\frac{(n-1)!}{(n-\ell_{k})!}a_{n-l_{k}}(m)$

も得られる．ただし $a_{-n}(m)=0,$ $n\in \mathbb{N}$ , である．特に，素数 $p$ について

$a_{n}(p)=a_{n-1}(p)+(n-1)(n-2)\cdots(n-p+1)a_{n-p}(p)$
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である．$p$ を素数とし，$0$ でない整数 $a$ に対して，$a$ を割り切る最大の $p$ のべき数を

$ord_{p}(a)$ で表す．実数 $x$ に対して国で $x$ を超えない最大の整数を表すとき，これら

の式を用いて

$ord_{p}(a_{n}(p))\geq[\frac{n}{p}]-[\frac{n}{p^{2}}]$

が示される (cf. [3,5,6,8,9 $p=2$ の場合，この式は $Chowla-Herstein-$Moore [ $1]$

により示されたが，より正確には

$ord_{2}(a_{n}(2))=\{\begin{array}{ll}[\frac{n}{2}]-[\frac{n}{4}]+1, n\equiv 3 (mod 4) の場合，{[}\frac{n}{2}]-[\frac{n}{4}] その他の場合，\end{array}$ (II)

が証明される (cf. [5, 15 また D. Kim-J. S. Kim [12] はこれらの結果を置換の数え

上げにより直接示した．

$A_{n}$ における方程式 $x^{m}=1$ の解の個数を $t_{n}(m)$ で表す．すなわち

$t_{n}(m)=\#\{\sigma\in A_{n}|\sigma^{m}=1\}$

であり，$t_{n}(m)$ は位数が $m$ の約数である $n$ 次偶置換の個数である．$\sigma^{m}=\epsilon$ を満たす

$n$ 次偶置換 $\sigma$ の型 $(\ell_{0^{0}}^{j}, \ell_{1}^{j_{1}}, \ldots, \ell_{s}^{j_{s}})$ は，$\ell_{i}$ が偶数である場合のあの和が偶数である
ものに限る．また

$\exp(\sum_{k=0}^{s}(-1)^{\ell_{k}-1}\frac{1}{\ell_{k}}X^{\ell_{k}})=\sum_{n=0j_{0}\ell_{0+j_{1}\ell}}^{\infty}\sum_{1+\cdot\cdot+j_{s}\ell_{s}=n}.\frac{(-1)^{\Sigma_{\ell_{k}\mathfrak{h}\grave{1}^{\backslash }(a\Re^{j_{k}}}}}{\ell_{0^{0}}^{j}j_{0}!\ell_{1}^{j_{1}}j_{1}\ell_{s^{s}}^{j}j_{s}!}!\ldots X^{n}$

である．よって

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{t_{n}(m)}{n!}X^{n}=\frac{1}{2}\{\exp(\sum_{k=0}^{s}\frac{1}{\ell_{k}}X^{\ell_{k}})+\exp(\sum_{k=0}^{s}(-1)^{\ell_{k}-1}\frac{1}{\ell_{k}}X^{\ell_{k}})\}$ (III)

が得られる (cf. [16, Chap. 4, Problem 22 特に $m=2$ ならば

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{t_{n}(2)}{n!}X^{n}=\frac{1}{2}\{\exp(X+\frac{1}{2}X^{2})+\exp(X-\frac{1}{2}X^{2})\}$

が成り立つ．この式を用いて $ord_{2}(t_{n}(2))$ の性質が得られる．D. Kim-J. S. Kim [12]

は置換の数え上げにより，任意の非負整数 $y$ に対して，

$ord_{2}(t_{4y}(2))=y+\chi_{0}(y) , ord_{2}(t_{4y+2}(2))=ord_{2}(t_{4y+3}(2))=y,$

ここで $\chi_{0}(y)=1,$ $y$ が奇数の場合，$\chi_{0}(y)=0,$ $y$ が偶数の場合，が成り立つことを示し，

$ord_{2}(t_{4y+1}(2))=y+\chi_{0}(y)\cdot(ord_{2}(y+\alpha)+1)$

を満たす 2-進整数 $\alpha$ が存在することを予想した．この報告では予想が正しいことの

証明およびその一般化について解説する．
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2 母関数，アルティン・ハツセ指数関数

$\mathbb{Z}_{p}$ でか進整数の環を表す．次の結果はデュドネ [4] による．

命題 2.1 $\exp(\sum_{i=0}^{\infty}a_{i}X^{p^{i}})=\sum_{n=0}^{\infty}c_{n}X^{n},$ $a_{i}\in \mathbb{Q}_{p}$ とする．このとき $c_{n}\in \mathbb{Z}_{p},$ $n=$

$1$ , 2, . . . , であるための必要十分条件は

$a_{i}- \frac{a_{i-1}}{p}\in \mathbb{Z}_{p},$ $i=0$ , 1, 2, . . . , $(a_{-1}=0)$

が成り立つことである．

以後，$u$ を正の整数とする．式 (I) より，

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{a_{n}(p^{u})}{n!}x^{n}=\exp(\sum_{k=0}^{u}\frac{1}{p^{k}}X^{p^{k}})$ (IV)

である．$a_{n}^{0}(p^{u})=a_{n}(p^{u})$ とおき，数列 $\{a_{n}^{1}(p^{u})\}_{n=0}^{\infty}$ を

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{a_{n}^{1}(p^{u})}{n!}X^{n}=\exp(-\sum_{k=0}^{u}\frac{1}{p^{k}}X^{p^{k}})$ (V)

により定める．$p=2$ のとき，式 (III) より，

$t_{n}(2^{u})= \frac{1}{2}(a_{n}^{0}(2^{u})+(-1)^{n}a_{n}^{1}(2^{u}))$ (VI)

が成り立つ． $\natural$ は $0$ または 1とする．数列 $\{c_{n,p}^{\natural}\}_{n=0}^{\infty}$ を

$\sum_{n=0}^{\infty}c_{n,p}^{\natural}X^{n}=\exp((-1)^{\natural}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{1}{p^{k}}X^{p^{k}})\in 1+X\mathbb{Z}_{p}[[X]]$

により定める．命題 2.1より，$c_{n,p}^{\natural}\in \mathbb{Z}_{p}\cap \mathbb{Q}(n=1,2, \ldots)$ である． $\natural=0$ のとき，こ
れはアルティンハッセ指数関数と呼ばれる (cf. [4], [13, Chap. IV\S 2], [17, \S 48 簡

単のため $c_{n}^{\natural}=c_{n,p}^{\natural}$ とおく．

補題 $2.20\leqq r\leqq 17$ である整数 $r$ について， $c_{r,2}^{\natural}$ の値は次の通りである (計算は

Mathematica による).

3



以後，$r$ を $0\leqq r<p^{u+1}$ を満たす整数とする．式 (IV) および (V) より

$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{a_{n}^{\natural}(p^{u})}{n!}X^{n}=(\sum_{n=0}^{\infty}c_{n}^{\natural}X^{n})\exp(-(-1)^{\natural}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{p^{u+i+1}}X^{p^{u+i+1}})$

である．また，この式から $X^{p^{u+1}y+r},$ $y=0$ , 1, 2, . . . , の項を取り出して $X^{r}$ を約せば，

$\sum_{y=0}^{\infty}\frac{a_{p^{u+1}y+r}^{\natural}(p^{u})}{(p^{u+1}y+r)!}X^{p^{u+1}y}=(\sum_{j=0}^{\infty}c_{p^{u+1}j+r}^{\natural}X^{p^{u+1}j})$

$\cross\exp(-(-1)^{\natural}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{1}{p^{u+i+1}}X^{p^{u+i+1}})$

となる．さらに $X^{p^{u+1}}$ を $(-(-1)^{\natural}p^{u+1})X$ に置き換えて

$\sum_{y=0}^{\infty}\frac{a_{p^{u+1}y+r}^{\natural}(p^{u})}{(p^{u+1}y+r)!}(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{y}X^{y}=(\sum_{j=0}^{\infty}c_{p^{u+1}j+r}^{\natural}(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{j}X^{j})$

$\cross\exp(-(-1)^{\natural}\sum_{i=0}^{\infty}\frac{(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{p^{i}}}{p^{u+i+1}}X^{p^{i}})$

を得る．以後，

$H_{r}^{\natural}(p^{u})= \sum_{y=0}^{\infty}\frac{a_{p^{u+1}y+r}^{\natural}(p^{u})}{(p^{u+1}y+r)!}(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{y}X^{y}$

とおく．数列 $\{e_{n}^{\natural}\}_{n=0}^{\infty}$ および $\{d_{n,r}^{\natural}\}_{n=0}^{\infty}$ を

$\sum_{n=0}^{\infty}e_{n}^{\natural}X^{n}=\exp(\sum_{i=2}^{\infty}\frac{(-(-1)^{\natural})^{\delta_{2p}}p^{p^{i}(u+1)}}{p^{u+i+1}}X^{p^{i}})$ ,

$\sum_{n=0}^{\infty}d_{n,r}^{\natural}X^{n}=(\sum_{j=0}^{\infty}c_{p^{u+1}j+r}^{\natural}(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{j}X^{j})$

$\cross\exp(\frac{(-(-1)^{\natural})^{\delta_{2p}}p^{p(u+1)}}{p^{u+2}}X^{p})\sum_{n=0}^{\infty}e_{n}^{\natural}X^{n}$

により定めるとき，次の補題が成り立つ．ここで $\delta$ はクロネッカーのデルタである．

補題 2.3 [14] $H_{r}^{\natural}(p^{u})= \exp(X)\sum_{n=0}^{\infty}d_{n,r}^{\natural}X^{n}$
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3 $p$-進解析からの準備

形式的べき級数環 $\mathbb{Z}_{p}[[X]]$ の部分環 $\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$ を

$\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle=\{\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}X^{n}\in \mathbb{Z}_{p}[[X]] \lim_{narrow\infty}|a_{n}|_{p}=0\}$

とする．$g(X)= \sum_{n=0}^{\ell}g_{n}X^{n}\in \mathbb{Z}_{p}[X]$ に対して，$f(X)=g(X)+p^{k_{1}}X^{k_{2}}h(X)$ , $h(X)\in$

$\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle,$ $k_{1},$ $k_{2}$ は非負整数，と表される形式的べき級数の集合を $g(X)+p^{k_{1}}X^{k_{2}}\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$

で表す．$c_{p^{u+1}j+r}^{\natural}\in \mathbb{Z}_{p},$ $j=0$ , 1, 2, . . . , より，

$\sum_{j=0}^{\infty}c_{p^{u+1}j+r}^{\natural}(-(-1)^{\natural}p^{u+1})^{j}X^{j}\in \mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$

である．次の 3補題を用いる．

補題 3.1 ([7, Problems 164 and 165], [13, $P\cdot 7$ , Exercise 14], [17, Lemma
25.5]) $n=n_{0}+n_{1}p+n_{2}p^{2}+\cdots\in \mathbb{N},$ $n_{i}\in\{0, 1, . . . , p-1\}$ , とすると，

$ord_{p}(n!)=\sum_{j=1}^{\infty}[\frac{n}{p^{j}}]=\frac{n-n_{0}-n_{1}-n_{2}-}{p-1}\leqq\frac{n-1}{p-1}$

である．

補題 3.2 ([14]) $k$ を正の整数とし，$a$ を $ord_{p}(a)=k$ である整数とする．$p\geqq 3$ また

は $k\geqq 2$ とする．このとき

$\exp(aX)\in 1+aX+\frac{a^{2}}{2}X^{2}+\frac{a^{3}}{6}X^{3}+p^{2k+1}X^{4}\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$

が成り立つ．

補題 3.3 ([14]) $m_{0}+m_{1}X+\cdots+m_{\ell}X^{\ell}\in \mathbb{Z}_{p}[X],$ $k$ を非負整数， $\sum_{n=1}^{\infty}w_{n}X^{n}\in$

$p^{k}X\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle,$ $\sum_{n=1}^{\infty}d_{n}X^{n}=m_{0}+m_{1}X+\cdots+m_{\ell}X^{\ell}+\sum_{n=1}^{\infty}w_{n}X^{n}$ とする．このとき

$g(X) \in\sum_{i=0}^{\ell}m_{i}i!(\begin{array}{l}Xi\end{array})+p^{k}X\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle,$
$\sum_{n=0}^{\infty}\frac{9(n)}{n!}X^{n}=\exp(X)\sum_{n=0}^{\infty}d_{n}X^{n}$

を満たす $g(X)\in \mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$ が存在する．ここで

$(\begin{array}{l}Xi\end{array})=\frac{X(X-1)\cdots(X-i+1)}{i!},$ $i=1$ , 2, . . . , $(\begin{array}{l}X0\end{array})=1$

である．
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4 対称群における $x^{p^{u}}=1$ の解の個数に関するか進的性質

補題 3.2より，次の補題が得られる．

補題 4.1 ([14]) $\sum_{n=0}^{\infty}e_{n}X^{n}\in 1+p^{3u+1}X\mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$

補題 2.3, 3.2, 3.3, 4.1より，次の定理が得られる．

定理 4.2 ([14]) $P\geqq 3$ とする．このとき

$g_{r}(y)= \frac{a_{p^{u+1}y+r}(p^{u})}{(p^{u+1}y+r)!}(-p^{u+1})^{y}y!,$ $y=0$ , 1, 2, . . . ,

$g_{r}(X)\in c_{r}^{0}-c_{p^{u+1}+r}^{0}p^{u+1}X+p^{2u+1}X\mathbb{Z}_{p}\langleX\rangle$

を満たす $g_{r}(X)\in \mathbb{Z}_{p}\langle X\rangle$ が存在する．

$p=2$ の場合の結果を述べる．補題 2.3, 3.2, 3.3, 4.1より，次の定理が得られる．

定理 4.3 ([14]) $p=2,$ $u\geqq 2$ とする．このとき

$g_{r}^{\natural}(y)= \frac{a_{2^{u+1}y+r}^{\natural}(2^{u})}{(2^{u+1}y+r)!}(-(-1)^{\natural}2^{u+1})^{y}y!,$ $y=0$ , 1, 2, . . . ,

$g_{r}^{\natural}(X)\in c_{r}^{\natural}(1-(-1)^{\natural}2^{u}X(X-1)+2^{2u-1}X(X-1)(X-2)(X-3))$

$-(-1)^{\natural}c_{2^{u+1}+r}^{\natural}2^{u+1}X+2^{2u+1}X\mathbb{Z}_{2}\langleX\rangle$

を満たす $9_{r}^{\natural}(X)\in \mathbb{Z}_{2}\langle X\rangle$ が存在する．

補題 2.3, 3.1, 3.2, 4.1と定理 4.3より，次の定理が得られる．

定理 4.4 ([14]) $p=2,$ $u=1$ とする．このとき

$g_{r}^{\natural}(y)= \frac{a_{4y+r}^{\natural}(2)}{(4y+r)!}((-1)^{\natural}4)^{y}y!,$ $y=0$ , 1, 2, . . . ,

$g_{r}^{\natural}(X)\in c_{r}^{\natural}(1-2X+4\overline{\delta}_{\natural 1}X(X-1)-4X(X-1)(X-2)(X-3))$

$+(-1)^{\natural}4c_{4+r}^{\#}X+8X\mathbb{Z}_{2}\langle X\rangle$

を満たす $g_{r}^{\natural}(X)\in \mathbb{Z}_{2}\langle X\rangle$ が存在する．
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定義から $a_{r}(p^{u})/r!=c_{r}^{0}$ である．また，補題 3.1より

$ord_{p}(\frac{(p^{u+1}y+r)!}{p^{(u+1)y}y!})=\sum_{j=1}^{u}[\frac{p^{u+1}y+r}{p^{j}}]-uy$

$= \{\frac{p^{u+1}-1}{p-1}-(u+1)\}y+ord_{p}(r!)$

が成り立つ．また，$n=p^{u+1}y+r$ とすれば，$y=[n/p^{u+1}]$ であり，

$ord_{p}(\frac{n!}{p^{(u+1)[n/p^{u+1}]}[n/p^{u+1}]!})=\sum_{j=1}^{u}[\frac{n}{p^{j}}]-u[\frac{n}{p^{u+1}}]$

となる．定理 4.2, 4.3, 4.4より，次の系が成り立っ．

系 4.5 ([11,14]) $y$ を非負整数とする．このとき

$ord_{p}(a_{p^{u+1}}y+r(p^{u}))\geqq\sum_{j=1}^{u}[\frac{p^{u+1}y+r}{p^{j}}]-uy$

である．また $ord_{p}(a_{r}(p^{u}))\leqq ord_{p}(r!)+u(\Leftrightarrow ord_{p}(c_{r}^{0})\leqq u)$ ならば

$ord_{p}(a_{p^{u+1}}y+r(p^{u}))=\sum_{j=1}^{u}[\frac{p^{u+1}y+r}{p^{j}}]-uy+ord_{p}(c_{r})$

$= \{\frac{p^{u+1}-1}{p-1}-(u+1)\}y+ord_{p}(a_{r}(p^{u}))$

となる．

例 4.6 $a_{0}(2)=a_{1}(2)=1,$ $a_{2}(2)=2,$ $a_{3}(2)=4$ より，(�) が得られる．

補題 2.2, 定理 4.3, 系 4.5より，次の命題が得られる．

命題 4.7 ([14])p $=2,$ $u=2$ とする．このとき，$y=0$ , 1, 2, . . . , に対して，

$ord_{2}(a_{8y+r}(4))=[\frac{8y+r}{2}]+[\frac{8y+r}{4}]-2y+ord_{2}(c_{r})$

$=4y+ord_{2}(r!)+ord_{2}(c_{r})$ ,

すなわち

が成り立つ．
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5 交代群における $x^{2^{u}}=1$ の解の個数に関する 2-進的性質

次の定理はか進ワイエルシュトラスの予備定理と呼ばれる (cf. [7, Theorem 6.2.6]).

定理 5.1形式的べき級数 $f(X)= \sum f_{n}X^{n}\in \mathbb{Z}_{p}[[X]]$ は $\lim_{narrow\infty}|f_{n}|_{p}=0$ を満たす

とする． $N$ を $|f_{N}|_{p}= \max|f_{n}|_{p}$ かつすべての $n>N$ について $|f_{n}|_{p}<|f_{N}|_{p}$ を満た

す整数とする．このとき $N$ 次多項式

$k_{0}+k_{1}X+k_{2}X^{2}+\cdots+k_{N}X^{N}\in \mathbb{Q}_{p}[X]$

と形式的べき級数

$1+m_{1}X+m_{2}X^{2}+\cdots\in \mathbb{Q}_{p}[[X]]$

が存在して，次が成り立つ，

(1) $f(X)=(k_{0}+k_{1}X+k_{2}X^{2}+\cdots+k_{N}X^{N})(1+m_{1}X+m_{2}X^{2}+\cdots)$

(2) $|k_{N}|_{p}= \max|k_{n}|_{p}$

(3) $\lim_{narrow\infty}|m_{n}|_{p}=0$

(4) $|m_{n}|_{p}<1,$ $\forall_{n\geqq}1$

非負整数 $y$ に対して $\chi_{0}(y)=(1+(-1)^{y+1})/2$ とおく．

定理 5.2 ([14]) $p=2,$ $u=1$ とする．このとき，任意の非負整数 $y$ に対して次が成

り立つ．

(a) $ord_{2}(t_{4y}(2))=y+\chi_{0}(y)$ , $ord_{2}(t_{4y+2}(2))=ord_{2}(t_{4y+3}(2))=y.$

(b) $ord_{2}(t_{4y+1}(2))=y+\chi_{0}(y)$ . $(ord_{2}(y+\alpha)+1)$ を満たす $\alpha\in \mathbb{Z}_{2}$ が存在する．

証明の概略．定理 4.4の記号を用いる．$y$ を非負整数とする．(VI) より

$t_{4y+r}(2)= \frac{(4y+r)!}{4^{y}\cdot y!}\cdot\frac{g_{r}^{0}(y)+(-1)^{r+y}g_{r}^{1}(y)}{2}$

である．$L_{r,y}(X)=(g_{r}^{0}(X)+(-1)^{r+y}g_{r}^{1}(X))/2$ とおく．このとき，補題 2.2より，$y$ が

偶数のとき

$L_{0,y}(y)\equiv L_{1,y}(y)\equiv 1 (mod 4)$ ,

$L_{2,y}(y) \equiv\frac{1}{2}$ (mod2), $L_{3,y}(y) \equiv\frac{1}{6}$ (mod4),
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$y$ が奇数のとき

$L_{0,y}(y)\equiv-2y^{2}$ (mod4), $L_{1,y}(y) \equiv\frac{38}{15}y-2y^{2}$ (mod4),

$L_{2,y}(y) \equiv\frac{1}{2}-y$ (mod2), $L_{3,y}(y) \equiv\frac{1}{2}-y$ (mod4)

となる．よって，$ord_{2}((4y+r)!/4^{y}\cdot y!)=y+ord_{2}(r!)$ より，(a) を得る．$y$ が奇数とす

る．このとき

$L_{1,y}(X)=-2X(X-1)+ \frac{8}{15}X+4XM_{1,y}(X)=\frac{38}{15}X-2X^{2}+4XM_{1,y}(X)$

を満たす $M_{1,y}(X)\in \mathbb{Z}_{2}\langle X\rangle$ が存在する．定理 5.1より 2次多項式

$k_{0}+k_{1}X+k_{2}X^{2}\in \mathbb{Q}_{2}[X]$

と形式的べき級数

$1+m_{1}X+m_{2}X^{2}+\cdots\in \mathbb{Q}_{2}[[X]]$

が存在して (1)$-(4)$ $($ただし $f(X)=L_{1,y}(X),$ $N=2,$ $p=2)$ を満たす．$\lambda=2^{-1}k_{2}$ と

おく．$ord_{2}(m_{1})>0$ だから，$ord_{2}(\lambda)=0$ である．さらに $\alpha:=2^{-1}k_{1}\lambda^{-1}\in \mathbb{Z}_{2}$ かつ

$L_{1,y}(X)=2\lambda X(X+\alpha)(1+m_{1}X+m_{2}X^{2}+\cdots)$

が成り立つ．結局

$ord_{2}(t_{4y+1})=y+1+ord_{2}(y+\alpha)$

を得る．これより (b) が成り立つ．口

注意 5.3定理 5.2(a) は [12] で示された．定理 5.2(b) は [12] で予想され，[14] で示さ

れた．Mathematica による計算で $\alpha\equiv 1+2+2^{3}+2^{8}+2^{10}+2^{12}(mod 2^{14})$ がわかる．
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最後に $p=2,$ $u\geqq 2$ の場合の結果を述べる．

定理 5. $4$ $([14])p=2,$ $u\geqq 2$ とする．$r=0$ または $r=1$ ならば，任意の非負整数 $y$

に対して

$ord_{2}(t_{2^{u+1}y+r}(2^{u}))=(2^{u+1}-u-2)y+\chi_{0}(y)\cdot(ord_{2}(y+\alpha_{r})+u)$

となる $\alpha_{r}\in \mathbb{Z}_{2}$ が存在する．さらに，$ord_{2}(c_{2^{u+1}+r}^{0}+(-1)^{r}c_{2^{u+1}+r}^{1})=0$ , ならば

$ord_{2}(t_{2^{u+1}y+r}(2^{u}))=(2^{u+1}-u-2)y+\chi_{0}(y)\cdot u$

が成り立つ．

例 5.5 $p=2,$ $u=2$ のとき，Mathematica による計算で次がわかる．

$\alpha_{0}\equiv 1+2+2^{2}+2^{3}+2^{4}+2^{5}+2^{7}+2^{9}+2^{10}+2^{12}+2^{13}+2^{14}+2^{15}$ $(mod 2^{17})$

$\alpha_{1}\equiv 1+2+2^{4}+2^{7}+2^{8}$ $(mod 2^{12})$

また，$y$ を非負整数とし，$\chi_{e}(y)=1-\chi_{0}(y)$ とおけば，次が成り立つ．

$ord_{2}(t_{8y+2}(4))=ord_{2}(t_{8y+3}(4))=4y,$ $ord_{2}(t_{8y+4}(4))=4y+2,$

$ord_{2}(t_{8y+5}(4))=4y+3+\chi_{e}(y)$ , $ord_{2}(t_{8y+6}(4))=4y+3,$

$ord_{2}(t_{8y+7}(4))=4y+4+\chi_{e}(y)$ .
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