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本稿では，Delinge の例外系列に属する中間リー環，$E_{7+1/2}$ に付随する頂点代数の，指標
のモジュラー不変性について考察する．

1 Deligne の公式と，Mathur-Mukhi-Sen 分類

Deligne の例外系列とは，単純リー環 $\mathfrak{g}$ の列

$A_{1} \subset A_{2} \subset G_{2} \subset D_{4} \subset F_{4} \subset E_{6} \subset E_{7} \subset E_{8}$

$(h^{\vee}$ : 2 3 4 6 9 12 18 30 $)$

$(\dim \mathfrak{g}$ : 3 8 14 28 52 78 133 248 $)$

である [D]. 双対 Coxeter 数 h〉と，次元 $\dim \mathfrak{g}$ も表示してある．これらのリー環の随伴

表現のいくつかのテンソル積の既約成分について，注目すべき次元公式が確立されている．
それらは，Deligne の次元公式と呼ばれ，双対 Coxeter 数 $h^{\vee}$ の有理式の形を持つ [ $D$ , LM2].

例えば，

$\dim \mathfrak{g}=\frac{2(h^{\vee}+1)(5h^{\vee}-6)}{h^{\vee}+6},$

$\dim L(2\tilde{\alpha})=\frac{5(h^{\vee})^{2}(2h^{\vee}+3)(5h^{\vee}-6)}{(h^{v}+12)(h^{v}+6)}.$

ここで，$\mathfrak{g}$ は Deligne の例外系列に属するリー環，$L(2\tilde{\alpha})$ は，$2\tilde{\alpha}$ を最高ウェイトとする既

約加群である．ここで，$\tilde{\alpha}$ は最高ルート．例えば，$h^{\vee}=2$ を代入すると，$\dim \mathfrak{g}=3$ となり，
これは $\mathfrak{g}=A_{1}$ の次元である．また，$h^{\vee}=18$ を代入すると，$\dim \mathfrak{g}=133$ となり，これは

$\mathfrak{g}=E_{7}$ の次元であり，$h^{\vee}=30$ を代入すると，$\dim \mathfrak{g}=248$ となり，これは $\mathfrak{g}=E_{8}$ の次元

である．

ここで，列中にない値 $h^{\vee}=24$ を形式的に代入してみよう．すると，$\dim \mathfrak{g}=190,$

$\dim L(2\tilde{\alpha})=15504$ となり，これは正整数値である．ところが，そのような単純リー環は存

在しない．では，そのような次元を持つ単純でないりー環は存在していないだろうか．

実は，Landsberg とManivel によって，中間リー環 $\mathfrak{g}=E_{7+1/2}=Comm_{E_{8}}(e^{\tilde{\alpha}})$ [LM1]

という答えが与えられた．ここで，$e^{\overline{\alpha}}$ は最高ルートに対応するルートベクトルであり，
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表 1: ( $(2$ つ “の既約指標と，$h\geq 0$ を持つ，有理共形場理論

$Comm_{E_{8}}(e^{\overline{\alpha}})$ は，$E_{8}$ の中で，それと交換する部分リー環を表す．これは，非簡約リー環で
あり，$E_{7}\subset E_{7+1/2}\subset E_{8}$ という包含関係を持つ．単純リー環でないので，双対 Coxeter 数

というのは本来意味を持たないが，$h^{\vee}=24$ であると見なすことで，上の公式を得るので
ある．

ところで，このような系列は，モジュラー不変な微分方程式の研究にも現れている．モ
ジュラー不変な微分方程式 (モジュラー微分方程式)

$f”(\tau)+2E_{2}(\tau)f’(\tau)-180\mu\cdot E_{4}(\tau)f(\tau)=0$ (1)

を考える [KNS, KZ, MMS]. ここで，$\tau$ は複素上半平面の点，$E_{k}(\tau)$ は Eisenstein 級数，$\mu$

は定数 (パラメーター) である．Mathur, Mukhi と Sen は，この方程式を，有理共形場理
論の分類問題に用いた (Mathur-Mukhi-Sen 分類，MMS 分類) 2つの既約指標を持つ有

理共形場理論を考える．すると，その指標は，ある $\mu$ に対して，この微分方程式を満たす．

そこで，$q$ 展開したときに係数が正整数となるような基底を持つ $\mu$ を求めれば，2つの既
約指標を持つ有理共形場理論の指標を分類できる．

表 1に分類結果を示した．右側が対応する有理共形場理論 (Wess-Zumino-Witten 模型)

のタイプである．有限次元単純リー環 $\mathfrak{g}$ をタイプに持つ WZW 模型は，$\mathfrak{g}$ に付随するレベ

ル 1アファイン頂点作用素代数 $V=L_{1,0}(\mathfrak{g})$ によって記述される理論である．$V=L_{1,0}(\mathfrak{g})$

は，アファインリー環 $\hat{\mathfrak{g}}$ の基本表現に頂点作用素代数の構造を入れたものである． $V$ は

$\mathbb{Z}_{+}$ 次数つきベクトル空間であり，その 1次斉次部分空間防は，$\mathfrak{g}$ と同型なリー環の構造

を持つ．表 1において，$c$ は対応する中心電荷を表す．なお，$V$ の指標とは，次数付きベク

トル空間 $V$ とその表現の次数付き次元だと思える．次数付き次元は，各斉次空間の次元を

まとめた母関数のようなものである．表 1に現れた $\mathfrak{g}$ は，Deligneの例外系列と一致する

ことに注意する．

$\mu=551/900$ のとき，微分方程式 (1) は，次の形の解空間の基底を持つ :

$f_{1}(\tau)=q^{-c/24}(1+190q+\cdots)$ ,
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$f_{2}(\tau)=q^{h-c/24}(57+\cdots)$ .

ここで，$c=38/5,$ $h=4/5,$ $q=e^{2\pi i\tau}$ である．ここに書かれた係数は，正整数である．特に，
$fi(\tau)$ の二番目の係数 190が中間リー環 $\mathfrak{g}=E_{7+1/2}$ の次元 190に等しいことに注意する．

ところが，Verlinde 公式より，そのような指標を持つ有理共形場理論 $V$ は存在しない．

以上を踏まえて，次の頂点代数

$V=\langle E_{7+1/2}\rangle_{v.a}. \subset L_{1,0}(E_{8})$

を考える (中間頂点代数) ここで，$\langle A\rangle_{v.a}$ . は，$A$ で生成される頂点部分代数，つまり，$A$

を含む最小の頂点部分代数を表す． $E_{7+1/2}$ は単純でないので，$V$ に菅原構成法でヴイラ

ソロ代数の作用を与えられないことに注意．つまり，$V$ には自然に頂点作用素代数の構造

が入らない．よって，自然に有理共形場理論でもない．実際，$V$ は次数付きベクトル空間

$L_{1,0}(E_{8})$ の次数付き部分ベクトル空間であるが，その次数と compatible な頂点作用素代

数の構造は存在しない．特に，頂点作用素代数でないので，中心電荷 $c$ の概念が定義され

ない．

我々の主結果は，$V$ の中心電荷が $c=38/5$ であると見なすと，$V$ と，$V$ のある表現の指

標，すなわち次数付き次元が，モジュラー微分方程式 (1) の解空間の基底となることであ

る．これは，$h^{\vee}=24$ とみなすと，$E_{7+1/2}$ が Deligne の公式を満たすことに対応している

$([T, Mat 以下，V を L_{1,0}(E_{7+1/2})$ と書く．

研究集会での講演を薦めてくださった山内博氏と、本稿の執筆にあたり有益なコメント

をくださった指導教官の松尾厚先生に感謝する．

2 中間頂点代数 $L_{1,0}(E_{7+1/2})$ とその指標

$\alpha_{8}$

$\mathring{\alpha}_{1-\circ-0^{-\circ}}\lrcorner_{-\circ-\circ}$

$\alpha_{2} \alpha_{3} \alpha_{4} \alpha_{5} \alpha_{6} \alpha_{7}$

$\mathring{\tilde{\alpha}}$

図 1: $E_{8}$ の Dynkin 図

$E_{8}$ を $E_{8}$ 型ルート格子とし，: $E_{8}\cross E_{8}arrow \mathbb{Z}$ をその内積とする． $\alpha_{1}$ , . . . , $\alpha_{8}$ を単純

ルートとする (図 1参照) また，$\tilde{\alpha}$ を最高ルートとする．$\alpha_{2}$ , . . . , $\alpha_{8}$ は $E_{7}$ 型ルート格子

を張り，$\tilde{\alpha}$ の張る $A_{1}$ 型ルート格子と直交することに注意．
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simply-laced な有限次元単純リー代数 $\mathfrak{g}$ に付随するレベル 1アファイン頂点作用素代

数 $L_{1,0}(\mathfrak{g})$ は，$\mathfrak{g}$ のルート格子 $Q$ に付随する格子頂点作用素代数 $V_{Q}$ と同型である．そこ

で，以下，$L_{1,0}(E_{8})$ の代わりに，格子頂点作用素代数 $V_{E_{8}}$ を考える．

前章の $L_{1_{\}}0}(E_{7+1/2})$ は，実は，格子頂点作用素代数の中間頂点部分代数 [Kaw]

$W=\langle e^{\alpha_{1}},$
$e^{\pm\alpha_{2}}$ , . . . , $e^{\pm\alpha_{8}}\rangle_{v.a}\subset V_{E_{8}}$

と同型である． $W$ が， $\langle e^{\alpha_{1}}\rangle_{v.a}$ . と， $V_{E_{7}}$ を含むことに注意． $A_{1}=\mathbb{Z}\alpha_{1}$ とおくと，$\langle e^{\alpha}1\rangle_{v.a}.$

は，格子頂点作用素代数 $V_{A_{1}}$ の主部分空間 [SF, $P$ , MilP] と呼ばれるものである．我々は

主部分空間の表現論を使う． $\langle e^{\alpha_{1}}\rangle_{v.a}$

. と $V_{E_{7}}$ が可換であれば話は簡単だが，そうではない．
[Kaw] で， $\langle e^{\alpha}1\rangle_{v.a}$.-加群としての $W$ の分解を記述し，基底と指標を与えた．

$M=W$ $\cdot$ $e^{\alpha_{1}}\subset V_{E_{8}}$ (cyclic $W$-加群) を考える．$c=38/5,$ $h=4/5$ と置く．

定義 2.1. $W$ の指標とは，

$Z(W, \tau):=tr_{W}q^{L_{0}-c/24}=q^{-c/24}\sum_{n=0}^{\infty}\dim W_{n}q^{n},$

$Z(1 I_{i}\Gamma, \tau):=tr_{M}q^{L_{0}-1+h-c/24}=q^{-c/24+h}\sum_{n=0}^{\infty}\dim M_{n+1}q^{n}.$

ここで，$L_{0}$ は，$V_{E_{8}}$ のハミ)レトニアン $L_{0}$ を制限したものである．

主部分空間の加群としての $W$ の分解より，次の公式を得る．

命題 2.1.

$Z(W, \tau)=\sum_{k_{1}\geq 0,k_{2},..k_{8}\in \mathbb{Z}}.,\frac{q^{\underline{kE}}x_{2}^{\underline{k^{T}}}}{(q)_{k_{1}}}$ . $\frac{q^{-c/24}}{((q)_{\infty})^{7}},$

$Z(M, \tau)=\sum_{k_{1}\geq 1,k_{2},..k_{8}\in \mathbb{Z}}.,\frac{q^{\underline{kE}_{8^{\underline{k^{T}}}-1}}2}{(q)_{k_{1}-1}}\cdot\frac{q^{h-c/24}}{((q)_{\infty})^{7}}.$

ここで，$E_{8}$ は $E_{8}$ 型の Cartan 行列，$k=(k_{1}, \ldots, k_{8})$ .

$(q)_{k}$ は，$q$-Pochhammer 記号 $(q)_{k}=(q;q)_{k}=(1-q)\cdots(1-q^{k})$ である． $1/(q)_{k}$ は，多
くても長さが $k$ の，自然数の分割の母関数であることに注意 [A].
次が主定理である．

定理 2.1. 指標 $z(W\tau)$ と $Z(M, \tau)$ は，モジュラー微分方程式 (1) $(_{\mu=551}/900$ ) の解空

間の基底をなす．

証明の概略． $(V_{E_{7}} と直交する頂点部分代数" を考えることで，指標 Z(W, \tau)$ を分解する．

ノレート $\alpha_{1}$ は，$\alpha_{1}=\tilde{\alpha}/2+\mu(\mu\in E_{7}^{o}, \not\in E_{7})$ という形を持つ． $k_{1}\geq 0,$ $k_{2}$ , . . . , $k_{8}\in \mathbb{Z}$ と

する．

$\frac{kE_{8}k^{T}}{2}=\frac{(k_{1}\alpha_{1}+\cdots+k_{8}\alpha_{8}|k_{1}\alpha_{1}+\cdots+k_{8}\alpha_{8})}{2}$

$= \frac{((k_{1}/2)\tilde{\alpha}+k_{1}\mu+k_{2}\alpha_{2}+\cdots+k_{8}\alpha_{8}|(k_{1}/2)\tilde{\alpha}+k_{1}\mu+k_{2}\alpha_{2}+\cdots+k_{8}\alpha_{8})}{2}$

$= \frac{k_{1}^{2}}{4}+\frac{(k_{1}\mu+k_{2}\alpha_{2}+\cdots+k_{8}\alpha_{8}|k_{1}\mu+k_{2}\alpha_{2}+\cdots+k_{8}\alpha_{8})}{2}.$
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$\mu\not\in E_{7}$ であり，$2\mu\in E_{7}$ であるので，$k_{1}$ が偶数か奇数かによって，第二項の様子が大きく
変わることに注意．この式を $Z(W, \tau)$ の公式に代入して，

$Z(W, \tau)$

$=q^{-c/24}( \sum_{k_{1}\geq 0,even}\frac{q^{k^{2}/4}}{(q)_{k}}\cdot q^{7/24}\cdot Z(V_{E_{7}}, \tau)+\sum_{k_{1}\geq 1,odd}\frac{q^{k^{2}/4}}{(q)_{k}}\cdot q^{-3/4+7/24}\cdot Z(V_{E_{7}+\mu}, \tau))$ .

ここで，$Z(V_{E_{7}}, \tau)$ と $Z(V_{E_{7}+\mu}, \tau)\ovalbox{\tt\small REJECT} f$ , 格子頂点作用素代数 $V_{E_{7}}$ の二つの既約表現の指標で

ある．Fermionic 和公式 [KKMM] より，各項の左側の成分は，中心電荷 $c=-3/5$ Virasoro
極小モデル $L(-3/5,0)=\mathcal{M}(3,5)$ の表現の指標として現れる．それを用いて，

$Z(W, \tau)=Z(V_{E_{7}}, \tau)\cdot Z(L(-3/5, -1/20), \tau)+Z(V_{E_{7}+\mu}, \tau)\cdot Z(L(-3/5,1/5), \tau)$ . (2)

同様にして，

$Z(M, \tau)=Z(V_{E_{7}}, \tau)\cdot Z(L(-3/5,3/4), \tau)+Z(V_{E_{7}+\mu}, \tau)\cdot Z(L(-3/5,0), \tau)$ . (3)

ここで，$Z(L(-3/5, l), \tau)$ は，$\mathcal{M}(3,5)$ の，最高ウエイト $l$ の表現 $L(-3/5, l)$ の指標である

$(l=0,3/4,1/5,-1/20)$ $V_{E_{7}}$ と $\mathcal{M}(3,5)$ は，有理共形場理論なので，その表現の指標はモ

ジュラー不変性を持つ [Z]. $S$ 変換の行列を具体的に書く (cf.[W])

$(\begin{array}{l}Z(V_{E_{7}};-1/\tau)Z(V_{E_{7}+\mu};-1/\tau)\end{array})=\frac{1}{\sqrt{2}}\{\begin{array}{ll}1 11 -1\end{array}\} (\begin{array}{l}Z(V_{E_{7}};\tau)Z(V_{E_{7}+\mu};\tau)\end{array}),$

$(\begin{array}{ll}Z(L(-3/5,0) -1/\tau)Z(L(-3/5,3/4) -1/\tau)Z(L(-3/5,1/5) -1/\tau)-1/2Z(L(-30);/5 -l/\tau)\end{array})$

$= \sqrt{\frac{2}{5}}\{\begin{array}{llll}sin(2\pi/5) -sin(2\pi/5) -sin(\pi/5) sin(\pi/5)-sin(2\pi/5) -sin(2\pi/5) sin(\pi/5) sin(\pi/5)-sin(\pi/5) sin(\pi/5) -sin(2\pi/5) sin(2\pi/5)sin(\pi/5) sin(\pi/5) sin(2\pi/5) sin(2\pi/5)\end{array}\}$

$(\begin{array}{ll}Z(L(-3/5,0) \tau)Z(L(-3/5,3/4)\cdot,\tau) Z(L(-3/5,1/5)\cdot\tau) \tau)Z(L(-3/5,-1/20) \end{array})$
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これより，$Z(W, -1/\tau)$ を計算してみると，

$Z(W, -1/\tau)$

$=Z(V_{E_{7}}, -1/\tau)\cdot Z(L(-3/5, -1/20), -1/\tau)$

$+Z(V_{E_{7}+\mu}, -1/\tau)\cdot Z(L(-3/5,1/5), -1/\tau)$

$= \frac{1}{\sqrt{2}}(g_{1}(\tau)+g_{2}(\tau))\sqrt{\frac{2}{5}}(\sin(\pi/5)$ ん 1 $(\tau)+\sin(\pi/5)h_{2}(\tau)$

$+\sin(2\pi/5)h_{3}(\tau)+\sin(2\pi/5)h_{4}(\tau))$

$+ \frac{1}{\sqrt{2}}(g_{1}(\tau)-g_{2}(\tau))\sqrt{\frac{2}{5}}(-\sin(\pi/5)h_{1}(\tau)+\sin(\pi/5)h_{2}(\tau)$

$-\sin(2\pi/5)h_{3}(\tau)+\sin(2\pi/5)h_{4}(\tau))$

$= \frac{2}{\sqrt{5}}(\sin(2\pi/5)(g_{1}(\tau)h_{4}(\tau)+g_{2}(\tau)h_{3}(\tau))+\sin(\pi/5)(g_{1}(\tau)h_{2}(\tau)+g_{2}(\tau)h_{1}(\tau)))$

$= \frac{2}{\sqrt{5}}(\sin(2\pi/5)Z(W, \tau)+\sin(\pi/5)Z(M, \tau))$ .

ここで，$g_{1}(\tau)=Z(V_{E_{7}}, \tau)$ , $g_{2}(\tau)=Z(V_{E_{7}+\mu}, \tau)$ , $h_{1}(\tau)=Z(L(-3/5,0), \tau)$ , $h_{2}(\tau)=$

$Z(L(-3/5,3/4), \tau)$ , $h_{3}(\tau)=Z(L(-3/5,1/5), \tau)$ , $h_{4}(\tau)=Z(L(-3/5, -1/20), \tau)$ . 同様

にして，

$Z(M, -1/ \tau)=\frac{2}{\sqrt{5}}(\sin(\pi/5)Z(W, \tau)-\sin(2\pi/5)Z(M, \tau))$ .

よって，$Z(W, \tau)$ と $Z(M, \tau)$ の張る線形空間 $K$ が，$S$ 変換の下で不変であることが示さ

れた． $T$ 変換の下で $K$ が不変であることも同様に示すことが出来て，合わせて，$K$ が

$SL(2, \mathbb{Z})$-不変であることを得る．$[Mil]$ の結果と，直接計算により，$K$ は次の微分方程式の

解空間となる．

$f”( \tau)+2E_{2}(\tau)f’(\tau)-\frac{551}{5}E_{4}(\tau)f(\tau)=0.$

こうして，定理を得る．口

3 今後の展望

指標の等式 (2), (3) の表現論的な意味づけを与えることは興味深い問題だと考えられ

る．一方，この等式は，右辺各項の右側の因子を $\mathcal{M}(3,5)$ の指標だと思うことをやめると，

表現論的な意味づけをすることができる．それは，整格子とは限らない，一般の有理格子か
ら出発して主部分空間を考えることで得られる．さらに，それを用いると，中間頂点代数
$W$ の $n$ 点相関関数のモジュラー不変性も示すことが出来る．そのことについて [Kaw2]

で記述する予定である．また，Zhu の理論 [Z] を中間頂点代数に一般化出来るかは重要な

問題である．他の関連する研究について述べる．Deligneの公式に関連する概念として，
Vogel の普遍リー環 [V] がある [LM2]. Vogel の普遍性は，Mkrtchyan と Veselov によって
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Chern-Simons 理論の分配関数や中心電荷などにも見出されている．また，Deligne の例外

系列に関連して，頂点作用素代数の例外系列や，共形デザインの概念がある [Mat, $H,$ $T$].
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