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Abstract

Huang et al. published the paper of applying machine learning to computer algebra [1]. In this
article, we see a brief summary of their paper. Also, introductory ideas of support vector machines
are described as a related topic. Tree kernels appear to be applicable to training support vector
machines on data of RCF formulas. We introduce the definition and an efficient way to calculate the
values of tree kernels.

1 はじめに

Huang らにより機械学習を数式処理に応用する実験が報告された [1]. 本稿は Huang らの実験を紹介す

るとともに，関連事項に関する解説を与えるサーベイレポートである．関連事項として，Huangらの実験で

利用された機械学習のアルゴリズムであるサポートベクターマシンに関する基本的な解説を与える．また，

木構造を持つデータの分類問題をサポートベクターマシンによって学習するために用いることができる木

カーネルについても紹介する．論理式や多項式には構成に関する木構造を自然に導入することができるた

め，木カーネルをサポートベクターマシンによる論理式の分類問題の学習に利用できる．

2章では Huang らの実験について紹介を行う [1]. 3章でサポートベクターマシンに関する基本的事項に

ついて解説する．3章の内容は主に [5], [6] に基づく．4章では木カーネルを紹介する．4章をまとめるにあ

たり，特に [3], [4], [7] を参照した．

2 Huang らの実験

Huang らにより効率的な Cylindrical algebraic decomposition (CAD) の変数順序を推定するために機械

学習を用いた実験がなされた．ここではその報告 [1] を引用する．

2.1 実験概要

目的 論理式に CAD を適用するにあたり，生成する細胞の数が最も少ない変数順序を推定するヒューリス

ティクスが 3つ (Brown, sotd, ndrr) の内どれであるかを機械学習する．
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ヒューリスティクス

Brown 入力された論理式から次の順番で変数を優先する :

(1) 次数の低い変数

(2) 入力に表れる各項の次数の総和が小さい変数

(3) 入力において含まれる項の数が小さい変数

sotd 入力された論理式から各変数消去の順番に対し射影因子を全て構成し，各多項式に表れる項の全

次数の和が最小となる順番を採用する．

ndrr 入力された論理式から各変数消去の順番に対し射影因子を全て構成し，各一変数多項式の異なる

実根の総数が最小となる順番を採用する．

システム QEPCAD [9](CAD の実行), SVM-Light [10](機械学習の実行)

データ nlsat dataset [8] から 3変数存在量化の論理式を 7001個抽出して利用した．

流れ 論理式を 11次元の特性ベクトルに変換した．

論理式を QEPCADを用いて各変数消去の順番で CAD を実行し，最も細胞数が少ない順序を推

定したヒューリスティクスのラベルを特性ベクトルに付し訓練データとした．この際，CAD によ

る量化子消去のために必要な細胞数と論理式から量化子を取り除き CAD のみを施した場合の細

胞数の 2系統の計測を行い，それぞれの訓練データを作成した．以下の実験はすべて各訓練デー

タに対してそれぞれ行った．

ラベル付きの特性ベクトルを training(3575), validation(1735), test(1721) に無作為に分割し，ベ

クトルの正規化を施した．

SVM-Light を用いて 3クラス分類を学習させた．学習は training と validation 上で RBF カーネ

ルを用いて行った．

学習した分類器の性能を test上で評価し，各ヒューリスティクスをそのまま用いた場合と比較対

照した．

結果機械学習の結果，CAD により生成される細胞が最も少ないヒューリスティクスを選ぶ場合が多かった．

そのため，どのヒューリスティクスを単独で用いるよりも機械学習を用いた方が CAD により生成さ

れる細胞が少ない傾向にあった．

課題 Huang らの実験は機械学習を数式処理に応用する初の大規模な研究であり，特性抽出やカーネルの選

択の見直しなど，更なる研究の余地が残されている．

2.2 コメント

口頭発表時に Huang らの実験に対するコメントがあったため，それらをまとめておく．

機械学習が有効であったと結論付けるには実験が不十分ではないか．別のデータセットや training,

�市 dation, test の別の分割の仕方に関しても同様の実験を繰り返し，統計を取るべきである．

ヒューリスティクスや学習結果の性能を評価する際には，CAD の細胞数ではなく実行時間を測定すべ

きである．3変数では 3回射影と持ち上げを行うが，最終的な CAD の細胞数が同じでも途中の分かれ

方により実行時間に差が出るはずである．
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現実的範囲で量化子消去に CAD が適用できる変数の数は現状 5個程度までであり，その順列も限ら

れている．すべての変数順序による CAD を並列に動かせば十分ではないか．

3 サポートベクターマシン

3.1 線形分離可能な 2クラス分類の学習

サポートベクターマシンは与えられた訓練データを元に新しいデータの分類仮説を学習するためのアル

ゴリズムの一つである．

ここでは最も基本的な場合である線形分離可能な 2クラス分類を学習するサポートベクターマシンを紹

介する．訓練データを $T=\{(x_{i}, y_{i})\in \mathbb{R}^{n}\cross\{-1, 1\} |1\leq i\leq k\}$ とする．これらの訓練データ $T$ を $n$ 次元

超平面 $\langle x_{i},$ $w\rangle+b=0$ によって肯定例 $P=\{x_{i}|y_{i}=1\}$ 及び否定例 $N=\{x_{i}|y_{i}=-1\}$ に分割すること

が学習の目的である．さらに，そのようにデータを分離する超平面のうち，肯定例 $P$及び否定例 $N$ との距離

の和が最大になるようなものを求めることとする．

この問題の数学的な定式化として次の最小化問題が得られる :

$(OP)\{\begin{array}{l}Minimize: \Vert w\Vert^{2},subject to: y_{l}\prime(\langle x_{i}, w\rangle+b)-1\geq 0(1\leq i\leq k) .\end{array}$

この問題を凸最適化問題の結果を用いて別問題に変換する．まず $\overline{\lambda}=(\lambda_{i})_{1\leq i\leq k}$ として，ラグランジアン

$\mathcal{L}(w, b,\overline{\lambda})=\frac{1}{2}\Vert w\Vert^{2}-\sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}(y_{i}(\langle x_{i}, w)+b)-1)$

に対して

$\frac{1}{2}\min_{w,b}\Vert w\Vert^{2}=\min_{w,b}\max \mathcal{L}(w, b,\overline{\lambda})\overline{\lambda}\geq 0$

が成り立つ．ただし，$\lambda\geq 0$ は各 $1\leq i\leq k$ に対し $\lambda_{i}\geq 0$ のこととする．さらに，$\Vert w\Vert^{2}$ が下に凸な関数であ

り，制約条件を満たす集合が凸集合であることから，この最適化問題は凸二次計画法問題となる．よって

$\min_{w,b}\max \mathcal{L}(w, b,\overline{\lambda})\overline{\lambda}\geq 0=\max\min_{\overline{\lambda}\geq 0w,b}\mathcal{L}(w, b,\overline{\lambda})$

が成り立つ．$\min_{w,b}\mathcal{L}(w, b,\overline{\lambda})$ に関しては $w$ の各成分や $b$ に関する偏微分が $0$ という条件を考えることによ

りさらに変形することができ，最終的に次の $\overline{\lambda}$ に関する最大化問題が得られる :

$(DP)\{\begin{array}{l}Maximize: \sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}-\frac{1}{2}\sum_{i,j=1}^{k}\lambda_{i}\lambda_{jy_{i}yj}\langle x_{i}, Xj\rangle,subject to: \sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}y_{i}=0, \overline{\lambda}\geq 0.\end{array}$

元の最小化問題 (OP) の解は $w= \sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}y_{i}x_{i}$ で与えられる． $b$ に関しては陰に定まるものの，陽に求める

ことができない．加えて Karush-Kuhn-Tucker 条件の一部である $\lambda_{i}(y_{i}(\langle x_{i}, w\rangle+b)-1)=0(1\leq i\leq k)$ を

考えることにより $b$ も求めることができる．

(DP) の重要な特徴として，訓練データのベクトル $x_{i}$ は内積の形のみで現れる点がある．(OP) は訓練デー

タの次元 $(n)$ 個の変数と訓練データの数 (k)個の制約条件を持つ問題であった．一方 (DP) は，内積の値が

計算できさえすれば，$n$ によらず $k$ 個の変数，$k$ 個の制約条件を持つ問題である．(DP) のこの性質によりサ

ポートベクターマシンの高速な動作及び非線形分離への拡張が実現される．
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3.2 多クラス分類

サポートベクターマシンを用いて $m$ クラス分類の学習を行うためには，訓練データから各クラスごとに

分離超平面を求め，未知のデータを分類する先のクラスとして対応する分離超平面との距離が最も遠いもの

を選択する方法がある．

具体的には訓練データ $T=\{(x_{i}, y_{i})\in \mathbb{R}^{n}\cross\{1, . . . , m\}|1\leq i\leq k\}$ に対し，$i$ 番目のクラス $(1\leq i\leq m)$

に対応する訓練データ $T_{j}\subset \mathbb{R}^{n}\cross\{-1, 1\}$ を

$(x_{i}, y_{i})\in T_{j}\Leftrightarrow\{\begin{array}{l}(x_{i}, j)\in T if y_{i}=1(x_{i}, j)\not\in T if y_{i}=-1\end{array}$

によって定義し，各勾の 2クラス分類をサポートベクターマシンにより学習，分離超平面 $\langle w_{j},$ $x\rangle+b_{j}=0$

を得る．未知のデータ $\tilde{x}\in \mathbb{R}^{n}$ の属するクラスの推定には各分離超平面からの距離

$\frac{|\langle w_{j},\tilde{x}\rangle+b_{j}|}{||w_{j}||}$

を最大とするクラスを選択する．

4 Tree Kernel

4.1 カーネル法

サポートベクターマシンの非線形分離への拡張には，訓練データがよりよく分離されるような高次元のベ

クトル空間に非線形に埋め込み，その高次元空間で線形分離することを考える．その際，埋め込んだ先の高

次元空間での内積を計算することができれば最小化問題 (OP) に対応する最大化問題 (DP) を解くことがで

き，非線形埋め込みの陽な表現までは知る必要がない．

カーネルとは埋め込み先の内積を表現する関数である．

Definition 4.1.1. $X$ を集合とする．$K:X\cross Xarrow \mathbb{R}$ が正定値な対称写像であるとき，$K$ をカーネルとい

う．ただし，$K$ が正定値とは $N$ を任意の自然数として任意の $x_{1}$ , . . . , $x_{N}\in X$ 及び $c_{1}$ , . . . , $c_{N}\in \mathbb{R}$ に対して

$\sum_{i,j}c_{i}c_{j}K(x_{i}, x_{j})\geq 0$ が成り立つことをいう．

次の定理は実際にカーネルがあるヒルベルト空間での内積を表していることを主張している．定理はより

一般に $X$ が可分距離空間でも成り立っことが知られている [7].

Theorem 4.1.2 (Mercer 1909). $X$ を可算集合とする．以下が成り立つ :

任意のヒルベルト空間 $(H, \langle, \rangle)$ と埋め込み $\varphi$ : $Xarrow H$ に対し，$\langle\varphi(*)$ , $\varphi(*)\rangle$ はカーネルとなる．

任意のカーネル $K$ に対し，あるヒルベルト空間 $(H, \langle, \rangle)$ と埋め込み $\varphi$ : $Xarrow H$ が存在し，$K(x, y)=$

$\langle\varphi(x)$ , $\varphi(y)\rangle$ が成り立つ．

カーネル法を用いれば，ベクトル空間上の非線形分離問題だけでなく，一般の集合上でのクラス分類問題

も解くことができる．一般の集合の分類問題をサポートベクターマシンを用いて学習するためには，その集

合の各元の特性ベクトルを抽出するという形で一度ベクトル空間に陽に埋め込むことにより，ベクトル空間

上の分類問題に還元する方法がある．一方でカーネル法を用いれば，ベクトル空間への埋め込みを陰に保ち

つつサポートベクターマシンを動かすことができる．
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4.2 木カーネル

木構造を持つデータを対象とする学習問題に利用されるカーネルとして木カーネルがある．論理式や多

項式は構成に関する木構造を持つため，木カーネルを用いた学習が効果的である可能性がある．ここでは木

カーネルの定義及び計算方法を紹介する．

まず取り扱う木のクラスを定義する．有限の半順序集合 $(T, <)$ で最小元を持ち，かつ任意の $t\in T$ に対し

$\{s\in T|s<t\}$ が $<$ に関して全順序集合となるものを有限木という．さらに，ラベル集合を $\Sigma$ としてラベ

ル $\ell$ : $Tarrow\Sigma$ が指定され，また $T$ 上の全順序 $<$ ’が定義された有限木 $(T, <, \ell, <’)$ を $\Sigma_{-}$ラベル付き順序木と

いう．ただし $<’$ に関して兄弟の関係にある頂点の順序のみが興味の対象であるので，構造の同型を考える

にあたって兄弟の関係にない頂点の順序関係は単に無視し，同一視することとする．
$\Sigma_{-}$ラベル付き順序木 $(T, <, \ell, <’)$ の部分集合 $S\subset T$ に対し，$(S, <|_{S}, \ell|_{S}, <’|_{S})$ がまた $\Sigma_{-}$ラベル付き順序

木となるとき，$S$ が $T$ の部分木であるという．

$\Sigma_{-}$ラベル付き順序木のなすクラス上のカーネルとして木カーネルが提案されている [3][4]. これは離散的

な構造に対して定義できる一般的なカーネル関数である畳み込みカーネル [7] の木構造への応用である．

Definition 4.2.3 $([3|[4|[7]$ ). ラベル付き順序木丁，$T’$ に対し，木カーネル $K$ を次のように定義する :

$K(T, T’)= \sum_{s\in S(T)}\sum_{s’\in S(T’)}K^{S}(s, s’)$
.

ただし，ラベル付き順序木 $X$ に対し $S(X)$ は $X$ の部分木全体を表し，

$K^{S}(s, s’)=\{\begin{array}{l}1 if s=s’(ラベ，\triangleright 付き順序木として)0 if s\neq s’.\end{array}$

木カーネルは 2つのラベル付き順序木に共通する部分木の数を数えるものである．[4] に木カーネルの値

を計算量 $O(|T||T’$ で計算する方法が与えられているので引用する．

Algorithm 4.2.4 ([4, $3\cdot 2$ ラベル付き順序木カーネルの拡張 ラベル付き順序木 $(T,$ $<,$ $\ell,$ $<$ $(T’,$ $<,$ $\ell’,$ $<$
’

と木カーネル $K$ に対し，次が成り立つ :

$K(T, T’)= \sum_{v\in T}\sum_{v\in T’}K^{R}(v, v$

ここで，

$K^{R}(v, v’)= \sum_{s\in S_{v}(T)s’\in}\sum_{S_{v’}(T’)}K^{S}(s, s$

ただし，$S_{v}(T)$ は $v$ を根として持つ $T$ の部分木全体とする． $K^{R}$ の値は次の計算から求めることができる．

$v$ または $v’$ が葉のとき

$K^{R}(v, v’)=\{\begin{array}{l}1 if\ell(v)=\ell’(v’) ,0 if\ell(v)\neq\ell’(v’) .\end{array}$

$v$ 及び $v’$ が葉でないとき

$K^{R}(v, v’)=\{\begin{array}{ll}K_{v,v’}^{R}(ch(v), c,h(v’))- if \ell(v)=\ell’(v’) ,0 if\ell(v)\neq\ell’(v’) .\end{array}$
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ただし，$ch(v)$ は頂点 $v$ の子頂点の数である．このとき，$K_{v,v’}^{R}-$ は次の再帰式により計算される :

$K_{v,v’}^{-R}(i, j)=K_{v,v}^{-R},(i-1, j)+K_{v,v}^{-R}, (i, j-1)-K_{v,v’}^{-R}(i-1, j-1)$

$+K_{v,v}^{-R}, (i-1, j-1)\cdot K^{R}(ch(v, i), ch(v’,j))$ ,

$K_{v_{)}v’}^{-R} (i, 0)=K_{v,v}^{-R},(0,j)=1$

ここで，$ch(v, i)$ は頂点 $v$ の第 $i$ 番目の子頂点を表す．I

上記の計算法は $K^{R}$及び $K^{R}-$ に動的計画法を用いることにより，効率的に計算することができる．$K_{v,v’}^{R}(i, j)-$

は $v$ の $i$ 番目まで，v’の $j$ 番目までの子頂点に制限した場合の $K^{R}(v, v’)$ の値となっている．すなわち，

$T|v\leq i=\{v\}U\{t\in T|ch(v, k)<t(1\leq k\leq i)\}$ とおけば

$K_{v,v’}^{-R}(i,j)= \sum_{s’\in S_{v}}\sum_{\leq j}K^{S}(s, s’)s\in s_{v}(\tau|v\leq i),(T’|v’)$

が成り立つ．

ラベル集合 $\Sigma$ を論理記号を含めた実閉体の言語とすれば，実閉体の論理式は構成に関する木構造によって

自然に $\Sigma_{-}$ラベル付き順序木に解釈できる．これにより，木カーネルを用いてサポートベクターマシンで論理

式の分類問題を学習することができる．

5 まとめ

機械学習が CAD の変数順序を推定するヒューリスティクスの選択に効果的であるとする Huangらの実

験を紹介し，その関連事項としてサポートベクターマシンの基礎的概念を解説した．Huangらの実験は機械

学習を数式処理に応用する初の大規模な研究であり，更なる研究の余地が残されている．それらの中で今回

はカーネルの選択に着目した．木カーネルを用いることにより，サポートベクターマシンで論理式の分類問

題を学習することができる．木カーネルは，論理式から特性ベクトルを陽に抽出する作業を省き，論理式の

特性を陰に評価することを可能とする．
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