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概要

本論文では回帰分析における変数選択問題を扱う．回帰分析において，説明変数間に一

次従属の関係がある場合，モデル推定の結果の信頼性が損なわれる．この現象を多重共線

性といい，回帰分析では多重共線性が生じないよう適切に変数を選択することが重要とな

る．そこで本論文では，多重共線性が生じないという条件のもとモデル推定に最適な変数

を選択する問題を考え，この問題を混合整数半正定値計画問題として定式化できることを

示す．さらに，本論文では定式化した問題に対して切除平面法による解法を提案する．

1 はじめに

本論文では，線形回帰モデルの説明変数を選択する問題を扱う．説明変数間に強い相関が

あったり，一次従属な関係がある場合，数値誤差の影響を強く受けて推定量の信頼度が低下す

ることがある．この現象を多重共線性といい，回帰分析では多重共線性を回避するよう適切に

説明変数を選択してモデル推定を行うことが望まれる．

回帰分析において候補となる変数の中から有用な説明変数集合を選び出す問題を変数選択問

題という．変数選択を行う利点としては，上で述べたような多重共線性の問題を回避できるこ

とのみならず，過剰適合を抑制して予測精度の向上につながることや，回帰分析の結果の解釈

が容易になること，モデル推定に要する計算時間を削減できることなどがあげられる [7]. この

ように様々な利点があるため，統計分野において回帰式の変数選択問題は古くから重要な課題

として知られている．

変数選択のための手法は，これまで数多くのものが提案されているが，その大部分はヒュー

リスティクスとみなすことができる．その中でも最も一般的な方法はステップワイズ法 [5] で

あり，回帰式の適合度指標や説明変数の有意性に基づいて変数を 1つずつ追加/削除すること

を繰り返す方法である．この手法は計算が高速であるという利点はあるものの，局所探索型の

ヒューリスティクスであるため，適合度指標の意味で最適なモデルを出力するとは限らないと
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いう欠点がある．

一方で厳密解法としては，総当り法 [6] や整数計画法による解法 [3, 10, 11] が提案されてい

る．特に近年では計算機や整数計画ソルバーの性能が飛躍的に向上したことにともない，整数

計画法を用いた解法が注目を集めている．整数計画法を用いた近年の研究としては，AIC など

の情報量基準や，Mallows の $C_{p}$ 基準に基づく変数選択問題が混合整数計画問題として定式化

されている [12, 13]. しかしこれらの適合度指標は予測モデルの汎化性能を評価する指標であ

るため，これらの指標に基づく変数選択を行ったとしても，必ずしも多重共線性を除去できる

とは限らない．

そこで本論文では，多重共線性が生じないという条件のもとモデル推定に最適な変数を選

択する問題に対して，混合整数計画法を用いた解法を提案する．多重共線性を検出する指標

の 1つとして，説明変数の相関係数行列の条件数がある [4]. 本論文ではこの指標に着目し，

条件数の制約のもと最小 2乗基準に基づいて最適な説明変数を選択する問題を混合整数半正

定値計画問題 (Mixed Integer Semidefinite Program; MISDP) として定式化する．定式化し

たMISDP は直接解くことが困難な問題であるため，本論文では Konno, Gotoh, Uno and

Yuki [9] が提案した SDP を解くための切除平面法を拡張し，混合整数 2次計画問題 (Mixed

Integer Quadratic Program; MIQP) を繰り返し解くことによって MISDP を解く切除平面

法を提案する．

本論文の構成は以下のとおりである: 2節では本論文で扱う線形回帰モデルの最小 2乗推

定と多重共線性の問題について説明する．3節では多重共線性を考慮した変数選択問題を

MISDP として定式化し，4節では定式化したMISDPを解く切除平面法のアルゴリズムを示

す．その後，5節では計算機実験によって提案手法の有用性を確認し，6節で結論及び今後の課

題について述べる．

2 最小 2乗推定と多重共線性

2.1 最小 2乗推定

$n$ 個のサンプル $\{(y_{i};x_{i1}, x_{i2}, \ldots,.x_{ip})|i=1, 2\ldots, n\}$ が与えられ，跳を被説明変数，

$x_{ij}(i=1,2, \ldots,p)$ を $p$ 種類の説明変数とする．ただし，ここで被説明変数と各説明変数は，

平均 $0$ , 分散 1に正規化してあるものとする．本論文では，以下のような切片を含まない線形

モデノ $\nearrow$1で被説明変数を予測することを考える:

$y_{i}=a_{1}x_{i1}+a_{2}x_{i2}+\cdots+a_{p}x_{ip}+\epsilon_{i} (i=1,2, \ldots, n)$ . (1)

$*1$

被説明変数および説明変数を正規化して，切片を含む線形回帰モデルの最小 2乗推定を行った場合，切片は $0$

になることが知られている．したがって本論文において切片を含まない線形回帰モデルを対象とすることは一

般性を失わない．
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ここで，$a_{j}$ は $j$ 番目の説明変数の偏回帰係数，$\epsilon_{i}$ は $i$ 番目のサンプルに対する予測残差とする．

いま，

$y:=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})^{T}, a:=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{p})^{T}, \epsilon:=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \ldots, \epsilon_{n})^{T},$

$X:=(\begin{array}{llll}x_{11} x_{12}\cdot .x_{1p}x_{21} x_{22} \cdots x_{2p}\vdots \vdots. \vdots x_{n1} x_{n2} \cdots x_{np}\end{array})$

と記号を定義すると，線形回帰モデル (1) は以下のように書き直せる :

$y=Xa+\epsilon$ . (2)

このとき残差 2乗和は

$\sum_{i=1}^{n}\epsilon_{i}^{2}=\epsilon^{T}\epsilon=(y-Xa)^{T}(y-Xa)=y^{T}y-2y^{T}Xa+a^{T}X^{T}Xa$ (3)

と表せる．したがって残差 2乗和を最小化する最小 2乗推定量を $\hat{a}$ とすると，\^a は

$\nabla_{a}(y^{T}y-2y^{T}Xa+aX^{T}Xa)|_{a\hat{a}}==-2X^{T}y+2X^{T}X\hat{a}=0$

を満たす．よって最小 2乗推定量 \^a を求めるためには，以下の線形方程式を解けばよい:

$X^{T}X\^{a}=X^{T}y$ . (4)

なお，ここでは説明変数を事前に正規化しているため，説明変数の相関係数行列を

$R:=(\begin{array}{llll}r_{11} r_{12} \cdots r_{1p}r_{21} r_{22} \cdots r_{2p}\vdots \vdots :r_{p1} r_{p2} .\cdot.\cdot r_{pp}\end{array})$ ( $rj\ell$ は $j$ 番目の説明変数と $\ell$ 番目の説明変数の相関係数)

と表すと，

$R= \frac{1}{n}X^{T}X$ (5)

が成り立つことに注意する．

2.2 多重共線性と条件数

最小 2乗推定量を求めるためには，線形方程式 (4) を解けばよい．しかし，説明変数間に

一次従属の関係が存在する場合，この線形方程式が悪条件となり，数値誤差の影響を強く受け

て推定量の信頼性が低下する．この現象を多重共線性という．
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Chatterjee and Hadi [4] は多重共線性を検出する指標の 1つとして，相関係数行列 $R$ の条

件数をあげている．相関係数行列 $R$ の条件数 cond(R)は，$R$ の最大固有値と最小固有値の比

$\lambda_{\max}(R)/\lambda_{\min}(R)$ で表される．条件数は行列の数値的扱いやすさを表す標準的な指標であり，

条件数が小さく 1に近い値であるときその行列は良条件であるといい，条件数が非常に大きい

とき悪条件であるという．式 (5) から cond$(R)=cond(X^{T}X)$ が成り立つことに注意する

と，相関係数行列の条件数 cond(R)が大きいほど線形方程式 (4) の係数行列が悪条件となる．

したがって信頼度の高い最小 2乗推定量を求めるためには，相関係数行列の条件数が大きくな

らないように説明変数を選ぶことが望ましい．

そこで次節では，選択した変数の相関係数行列の条件数に上限を設け，残差 2乗和を最小化

する変数選択問題を混合整数半正定値計画問題として定式化する．

3 条件数制約つき変数選択問題

ここでは，相関係数行列の条件数に上限を課した変数選択問題 (条件数制約つき変数選択問

題 $)$ を定式化する．まず，$j$ 番目の説明変数を選択しない/するを表す 0-1決定変数

$z_{j}\in\{0, 1 \} (j=1,2, \ldots,p)$ (6)

を導入する．そして，$zj=0$ の場合，以下の制約により説明変数を回帰式から取り除く :

$z_{j}=0\Rightarrow a_{j}=0 (j=1,2, \ldots,p)$ . (7)

この制約は，big-M 法や SOS 制約などにより表現できる．

続いて，選択した説明変数の相関係数行列について，条件数の制約を半正定値制約として

表すことを考える．以下では，実対称行列 $Q$ が半正定値行列であることを $Q\succeq\circ$ と表し，

$P-Q\succeq O$ であるとき $P\succeq Q$ と表す．実対称行列 $Q$ の最大固有値が $\alpha$ 以下かつ最小固有

値が $\beta$ 以上であることは，以下と同値であると知られている [14, 15]:

$\alpha I\succeq Q\succeq\beta I$ . (8)

ただし，$I$ は適当なサイズの単位行列とする．相関係数行列 $R$ に対し，$z=$ $(z_{1}, z_{2}, \ldots , z_{p})^{T}\in$

$\{0, 1\}^{p}$ で選択された説明変数の相関係数行列 ( $R$ の主小行列) を $R(z)$ と表すことにすると，

ある定数 $\kappa>1$ に対して，

$\kappa\geq cond(R(z))\Leftrightarrow\kappa\lambda_{\min}(R(z))\geq\lambda_{\max}(R(z))$ ,

$\Leftrightarrow\exists\lambda\geq 0, \kappa\lambda I\succeq R(z)\succeq\lambda I$

が成り立つ．したがって，説明変数の相関係数行列の条件数が $\kappa$ 以下となる制約は，次のよう
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に表せることがわかる:

$\kappa\lambda(\begin{array}{llll}z_{1} 0 \cdots 00 z_{2} \cdots 0\vdots \vdots \ddots \vdots 0 0 \cdots z_{p}\end{array})\succeq(\begin{array}{llll}r_{11}z_{1}z_{1} r_{12}z_{1}z_{2} \cdots r_{1p^{Z}1^{Z}p}r_{21}z_{2}z_{1} r_{22}z_{2^{Z}2} \cdots r_{2P}z_{1}z_{p}\vdots \vdots \ddots \vdots r_{p1}z_{p}z_{1} r_{p2}z_{p}z_{2} \cdots r_{pp}z_{p}z_{p}\end{array})\succeq\lambda(o^{:^{1}}z_{0}z_{2}o^{:}0. .\cdot. z_{p}00:)$ (9)

$-$ $-$–$\kappa\lambda Diag(z) R\circ zz^{T} \lambda Diag(z)$

ここで，Diag$(z)$ は $z$ の各成分を対角成分に並べた行列を表し，$R\circ zz^{T}$ は 2つの行列

$R,$ $zz^{T}$ の Hadamard 積 (要素ごとの積) を表す．この Hadamard 積によって，選択されてい

ない説明変数に対応する相関係数行列の成分 ( $R(z)$ 以外の成分) が $0$ になる．また，$\lambda$ は相関

係数行列の最小固有値を表す決定変数とし，

$\lambda\geq 0$ (10)

を満たすものとする．

ここまでの議論から，相関係数行列の条件数が $\kappa$ 以下という制約のもとで残差 2乗和を最小

化する変数選択問題は，次のように定式化できる:

$\min,im_{\lambda}$izeaz$,$

$\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\sum_{j=1}^{p}a_{j}x_{ij})^{2}$

(11)

subject to (6), (7), (9), (10).

制約 (9) には，$z_{j^{Z\ell}}$ や，$\lambda z_{j}$ といった決定変数の双線形項が現れている．しかしこれらの双線

形項は，線形不等式制約を用いて $w_{j\ell}=z_{j}ze,$ $u_{j}=\lambda z_{j}$ と線形項に置き換えられる [1]. した

がって条件数制約つき変数選択問題 (11) は，以下のような 0-1整数制約，線形不等式制約，半

正定値制約のもとで凸 2次関数を最小化するMISDPとして定式化できる:

$\min_{u}im_{\lambda}ia,z_{W}$,ze $\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\sum_{j=1}^{p}a_{j}x_{ij})^{2}$

subject to $z_{j}=0\Rightarrow a_{j}=0$ $(j=1,2, \ldots,p)$ ,

$\kappa Diag(u)\succeq R\circ W\succeq Diag(u)$ (12)
$w_{j\ell}\geq 0, w_{j\ell}\geq z_{j}+z_{\ell}-1, z_{j}\geq w_{j\ell}, z_{l}\geqw_{jl} (j, \ell=1,2, ..,p)$ ,

$u_{j}\geq 0, u_{j}\geq Lz_{j}+\lambda-L, Lz_{j}\geq u_{j}, \lambda\geq u_{j} (j=1,2, \ldots,p)$ ,

$L\geq\lambda\geq 0,$

$z_{j}\in\{0, 1 \} (j=1,2, \ldots,p)$ .
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ただし，

$u:=(u_{1},u_{2}, \ldots, u_{p})^{T},$

$W:=(\begin{array}{lll}w_{11} w_{12}\cdot .w_{1p}w_{21} w_{22} .w_{2P}\vdots \vdots w_{p1} w_{p2}\cdot\cdot.\cdot w_{pp}\end{array})$

であり，$L$ は相関係数行列の最小固有値の上限を表す定数である．一般に相関係数行列の最小

固有値は 1以下であるので，実際に問題を解く際は $L=1$ としておけばよい．

4 切除平面法を用いた解法

4.1 切除平面法のアルゴリズム

問題 (12) はMISDPであり，この問題を直接解くことは難しい．そこで本論文では，Konno

et al. [9] が提案した SDP を解くための切除平面法を拡張し，MIQP を繰り返し解くことに

よってMISDPを解く切除平面法を提案する．

まず問題 (12) に対し，半正定値制約

$\kappa Diag(u)\succeq R\circ W\succeq Diag(u)$ (13)

を取り除いた以下の緩和問題を考える:

$\min_{2l}im_{\lambda}ia,z_{W}$,ze $\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\sum_{j=1}^{p}a_{j}x_{ij})^{2}$

subject to $z_{j}=0\Rightarrow a_{j}=0$ $(j=1,2, \ldots,p)$ ,

$w_{j\ell}\geq 0, w_{j\ell}\geq z_{j}+z\ell-1, z_{j}\geq w_{jl}, z_{l}\geq w_{j1} (j, \ell=1,2, ..,p)$ , (14)

$u_{j}\geq 0, u_{j}\geq Lz_{j}+\lambda-L, Lz_{j}\geq u_{j}, \lambda\geq u_{j} (j=1,2, \ldots,p)$ ,

$L\geq\lambda\geq 0,$

$z_{j}\in\{0, 1 \} (j=1,2, \ldots,p)$ .

緩和問題 (14) はMIQPであり，一般的な整数計画ソルバーを用いて解くことができる．続い

て，得られた緩和問題の最適解 $(\overline{a},\overline{z},\overline{\lambda},\overline{u},\overline{W})$ に対し，cond $(R(\overline{z}))\leq\kappa$ であるか判定する．

cond $(R(\overline{z}))\leq\kappa\backslash$ である場合，$\overline{z}$ は元の問題 (12) の最適解となるので，アルゴリズムを終了す

る．一方，cond $(R(\overline{z}))>\kappa$ である場合，

$d^{T}(\kappa Diag(\overline{u})-R\circ\overline{W})d<0$ (15)

$e^{T}(R\circ\overline{W}-Diag(\overline{u}))e<0$ (16)
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なるベクトル $d,$ $e\neq 0$ のどちらか一方が必ず存在する．続いて，その $d,$ $e$ を用いて，

$d^{T}(\kappa Diag(u)-R\circ W)d\geq 0$ (17)

$e^{T}(R\circ W-Diag(u))e\geq 0$ (18)

という妥当不等式を，緩和問題 (14) の制約に加えて，MIQPを解きなおす．このように不等式

制約を追加しながら元の問題の実行可能解が得られるまでMIQPを解くことを繰り返すのが，

本論文で提案する切除平面法の概要である．切除平面法のアルゴリズムを Algorithm 1にま

とめる．なお，以下ではベクトル $v\in \mathbb{R}^{p}$ と $z\in\{0, 1\}^{p}$ に対し，$v$ の各成分のうち $z_{j}=1$ で

ある添字 $i$ に対応する成分を取り出した部分ベクトルを $v(z)$ と表記する．

Algorithm 1問題 (12) に対する切除平面法

1: (初期化) $k=0$ , $\mathcal{F}$

k $=$ (問題 (14) の実行可能領域) とする．

2: while $k\leq$ 反復回数の上限 do

3: (緩和問題を解く)

緩和問題 $\min\{\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\sum_{j=1}^{p}ax_{i})^{2}:(a, z, \lambda, u, W)\in \mathcal{F}_{k}\}$ を解き，

最適解 $(a_{k}, z_{k}, \lambda_{k}, u_{k}, W_{k})$ を得る．

4: if cond $(R(z_{k}))\leq\kappa$ then

5: while 文を抜ける．

6: else

7: (相関係数行列の固有ベクトルの計算)

$d_{k},$ $e_{k}\in \mathbb{R}^{p}$ を，$d_{k}(z_{k})$ , $e_{k}(z_{k})$ がそれぞれ $R(z_{k})$ の最大固有値，最小固有値に

対応する固有ベクトルで，その他の成分は $0$ のベクトルとする．

$($ただし，$\Vert d_{k}(z_{k})\Vert=1,$ $\Vert e_{k}(z_{k})\Vert=1$ とする $)$

8 (切除平面の追加)

以下のとおり実行可能領域を更新:

$\mathcal{F}_{k+1}arrow \mathcal{F}_{k}\cap\{(a, z, \lambda, u, W) e_{k}^{T}(R\circ W-Diag(u))e_{k}\geq 0d_{k}^{T}(\kappa Diag(u)-R\circ W)d_{k}\geq 0\}$

9: end if

10: $karrow k+1$

11: end while

12: return $z_{k}$
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4.2 アルゴリズムの性質

Algorithm 1では，cond$(R(z_{k}))>\kappa$ なる $z_{k}\in\{0, 1\}^{p}$ に対して，以下の不等式制約を追

加する:

$d_{k}^{T}(\kappa Diag(u)-R\circ W)d_{k}=d_{k}^{T}(\kappa\lambda Diag(z)-R\circ zz^{T})d_{k}\geq 0$ , (19)

$e_{k}^{T}(R\circ W-Diag(u))e_{k}=e_{k}^{T}(R\circ zz^{T}-\lambda Diag(z))e_{k}\geq 0$ . (20)

ただし，$d_{k},$ $e_{k}\in \mathbb{R}^{p}$ は，$d_{k}(z_{k})$ , $e_{k}(z_{k})$ がそれぞれ $R(z_{k})$ の最大固有値，最小固有値に対応

する固有ベクトルで，その他の成分は $0$ のベクトルとする．

ここでは，以下の補題を用いて Algorithmlが有限回の反復で必ず最適解を得られることを

示す:

補題 1. cond$(R(z_{k}))>\kappa$ なる $z_{k}\in\{0, 1\}^{p}$ と任意の $\lambda\geq 0$ について，$z_{k},$
$\lambda$ は制約 (19),

(20) のどちらか一方を必ず満たさない．

証明． $\lambda$ に関して場合分けをして証明をする．

1. $0 \leq\lambda<\frac{1}{\kappa}\lambda_{\max}(R(z_{k}))$ の場合

$d_{k}^{T}(\kappa\lambda Diag(z_{k})-R\circ z_{k}z_{k}^{T})d_{k}=\kappa\lambda-\lambda_{\max}(R(z_{k}))$

$<\lambda_{\max}(R(z_{k}))-\lambda_{\max}(R(z_{k}))$

$=0.$

2. $\lambda\geq\frac{1}{\kappa}\lambda_{\max}(R(z_{k}))$ の場合

$e_{k}^{T}(R\circ z_{k}z_{k}^{T}-\lambda Diag(z_{k}))e_{k}=\lambda_{\min}(R(z_{k}))-\lambda$

$\leq\lambda_{\min}(R(z_{k}))-\frac{1}{\kappa}\lambda_{\max}(R(z_{k}))$

$<0$ cond$(R(z_{k}))>\kappa$).

よって，$z_{k},$
$\lambda$ は制約 (19), (20) のどちらか一方を必ず満たさない．□

この補題より，以下の定理が示される :

定理 1. Algorithm 1は有限回の反復で終了し，問題 (12)の最適解を出力する．

証明．補題 1の結果から，Algorithm 1では，各反復で必ず cond$(R(z_{k}))>\kappa$ である解 $z_{k}$ を

取り除くように実行可能領域を更新していく．したがって，たかだか $2^{p}$ 回の反復をすれば，元

の問題の最適解を緩和問題の解として得ることができる．口
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4.3 変数減少法を用いた強い妥当不等式の構成法

今回の切除平面法では，各反復で緩和問題としてMIQPを解く．しかし候補となる説明変数

の数が多いデータの場合では，緩和問題を解きなおす回数が増大しアルゴリズム全体の計算時

間も増大すると懸念される．この問題を解消するためには，各反復でなるべく強い妥当不等式

を制約に追加することによって，反復回数を削減することが必要である．そこでここでは各反

復において強い妥当不等式を構成する方法を考える．

いま，cond$(R(z_{k}))>\kappa$ を満たす $z_{k}\in\{0, 1\}^{p}$ に対して，$z\geq z_{k}$ である $z\in\{0, 1\}^{p}$ を考

える．このとき，例えば Cauchyのインタレース定理を利用すると

$z\geq z_{k}\Rightarrow cond(R(z))\geq cond(R(z_{k}))\Rightarrow cond(R(z))>\kappa$ (21)

が示される．インタレース定理の詳細は Horn and Johnson [8, Theorem 4.3.8] などを参照さ

れたい．式 (21) で成り立つ性質は，多重共線性が生じる変数集合を含む任意の変数集合では多

重共線性が生じていることとして解釈できる．このような変数集合の包含関係について成り立

つ性質を利用してなるべく強い妥当不等式を構成することを考える．

まず，補題 1を拡張させた以下の命題が成り立つ :

命題 1. cond$(R(z_{k}))>\kappa$ なる $z_{k}\in\{0, 1\}^{p}$ に対し，$z\geq z_{k}$ である任意の $z\in\{0, 1\}^{p},$

$\lambda\geq 0$ について考える．このとき $z,$
$\lambda$ は制約 (19), (20) のどちらか一方を必ず満たさない．

証明．$(z_{k})_{j}=0$ である添字 $j$ に対し，$(d_{k})_{j}=0,$ $(e_{k})_{j}=0$ であることに注意すると，$Z\geq z_{k}$

である任意の $Z\in\{0, 1\}^{p},$ $\lambda\geq 0$ に対し，

$d_{k}^{T}(\kappa\lambda Diag(z)-R\circ zz^{T})d_{k}=d_{k}^{T}(\kappa\lambda Diag(z_{k})-R\circ z_{k}z_{k}^{T})d_{k},$

$e_{k}^{T}(R\circ zz^{T}-\lambda Diag(z))e_{k}=e_{k}^{T}(R\circ z_{k}z_{k}^{T}-\lambda Diag(z_{k}))e_{k}$

が成り立つ．したがって補題 1と同様にして証明できる．口

Algorithm 1では各反復で緩和問題の解 $z_{k}$ を直接用いて妥当不等式 (19), (20) を制約に

追加している．しかし命題 1の結果から，$z_{k}$ ではなく $\overline{z}\leq z_{k}$ , かつ cond $(R(\overline{z}))>\kappa$ となる

2をみつけ，2を取り除く妥当不等式を制約に追加すれば，1回の反復で $z_{k}$ を含めより多くの

実行不能解を取り除ける．また，強い妥当不等式を構成するためには，なるべく選択する変数の

数が少ないような $\overline{z}$ を構成することが望ましい．そこで本論文では，Algorithm 1に変数減少

法を組み合わせ，各反復で強い妥当不等式を追加する方法を考案する．

変数減少法を用いた 2の構成法について説明する．まず緩和問題の解 $z_{k}$ を変数減少

法の初期点 $z_{k}^{1}$ とする．次に，$z_{k}^{1}$ において選択された変数の中で，被説明変数との偏相

関が最も小さい変数を 1つ取り除いた解 $z_{k}^{2}$ を構成する．このとき $z_{k}^{1}\geq z_{k}^{2}$ であり
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cond$(R(z_{k}^{1}))\geq cond(R(z_{k}^{2}))$ となる．続いて，$z_{k}^{2}$ において選択された変数の中で，被説明変

数との偏相関が最も小さい変数を 1つ取り除いた解 $z_{k}^{3}$ を構成する．このように 1つずつ変

数を取り除くことを繰り返していくと，相関係数行列の条件数は単調に減少していき，いずれ

かの段階で cond$(R(z_{k}^{q-1}))$ $>\kappa$ , cond $(R(z_{k}^{q}))\leq\kappa$ なる解 $z_{k}^{q-1},$ $z_{k}^{q}$ を得て，問題 (12) の実

行可能領域に帰還できる．ここで，実行可能領域に到達する直前の実行不能解 $z_{k}^{q-1}$ に注目し，
$\overline{z}=z_{k}^{q-1}$ とする．そして 2を取り除く妥当不等式として，以下の制約を緩和問題に追加する:

$d_{k}^{T}(\kappa Diag(u)-R\circ W))d_{k}\geq 0$ , (22)

$e_{k}^{T}(R\circ W-Diag(u))e_{k}\geq 0$ . (23)

ただし，$d_{k},$ $e_{k}\in \mathbb{R}^{p}$ は，$d_{k}(\overline{z})$ , $e_{k}(\overline{z})$ がそれぞれ $R(\overline{z})$ の最大固有値，最小固有値に対応する

固有ベクトルで，その他の成分は $0$ のベクトルとする．このとき命題 1の結果から，制約 (22),

(23) は，問題 (12) の実行不能解 $z_{k}^{1},$ $Z_{k}^{2}$ , . .. , $z_{k}^{q-1}$ をまとめて取り除く制約となっている．

また $\tilde{z}=z_{k}^{q}$ とすると，$\tilde{Z}$ は問題 (12) の実行可能解である．したがって，$\tilde{Z}$ で選択している

変数で推定した回帰式の残差 2乗和を計算すると，その値は問題 (12) の目的関数の上界値と

なる．

以上が変数減少法を用いた強い妥当不等式の構成法である．変数減少法を組み合せた切除平

面法を Algorithm 2にまとめる．ただし $RSS(z)$ は，$z\in\{0, 1\}^{p}$ で選択した変数で推定した

回帰式の残差 2乗和を表す．なお Algorithm2では，途中でアルゴリズムを打ち切った場合で

も，実行可能解 2を出力できることに注意する．

5 計算機実験

提案手法の有用性を確認するために行った計算機実験の結果を示す．計算機実験においては，

変数増加法，変数減少法の 2つの変数選択の手法と比較して，提案手法である Algorithm 2の

有用性を検証した．実験には UCI Machine Learning Repository [2] で公開されている 5つ

のデータを利用した (表 1). また相関係数行列の条件数の上限は $\kappa=100,$ $225^{*2}$とした．

今回の計算機実験では，各手法で選択した変数集合で推定した回帰式に対して，決定係数
$(R^{2}$ 値 $)$ に着目して分析を行う．決定係数とは回帰式が被説明変数をどの程度説明できている

かを表す指標であり，残差 2乗和が小さい回帰式ほど決定係数は 1に近い大きい値をとること

に注意する．

計算機実験において Algorithm 2は Python 2.7.3で実装し，緩和問題の求解には整数計

画ソルバー Gurobi 5.6.0を使用した．比較手法である変数増加法，変数減少法のアルゴリズ

ムは MATLAB $R2013a$ を用いて実装した．計算機実験においては，CPU: Xeon 2.$66GHz,$

$*2$ Chatterjee and Hadi [4] は，相関係数行列の条件数が 225を超えた場合に多重共線性の兆候が現れると述べ
ている．
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Algorithm 2問題 (12) に対する変数減少法を組み合せた切除平面法

1: (初期化) $karrow 0$ , $\mathcal{F}$

k $arrow$ (問題 (14) の実行可能領域), $\hat{z}arrow 0$ とする

2: while $k\leq$ 反復回数の上限 do

3: (緩和問題を解く)

緩和問題 $\min\{\sum_{i=1}^{n}(y_{i}-\sum_{j}^{p_{=1}}a_{j}x_{ij})^{2}$ : $(a, z, \lambda, u, W)\in \mathcal{F}_{k}\}$ を解き，

最適解 $(a_{k}, z_{k}\lambda_{k}, u_{k}, W_{k})$ を得る．

4: if cond $(R(z_{k}))\leq\kappa$ then

5: while 文を抜ける．

6: else

7: (変数減少法で実行可能領域へ帰還)

$z_{k}$ を初期点として変数減少法を適用し，実行可能領域へ帰還．2を変数減少法で

得た実行可能解，$\overline{z}$ を実行可能領域に達する直前の実行不能解とする．

8: if $RSS(\tilde{z})<RSS(\hat{z})$ then

9: (暫定解の更新) $\hat{z}arrow\tilde{z}$

10: end if

11: (相関係数行列の固有ベクトルの計算)

$d_{k},$ $e_{k}\in \mathbb{R}^{p}$ を，$d_{k}(\overline{z})$ , $e_{k}(\overline{z})$ がそれぞれ R(均の最大固有値，最小固有値に

対応する固有ベクトルで，その他の成分は $0$ のベクトルとする．

$($ただし，$\Vert d_{k}(\overline{z})\Vert=1,$ $\Vert e_{k}(\overline{z})\Vert=1$ とする $)$

12: (切除平面の追加)

以下のとおり実行可能領域を更新:

$\mathcal{F}_{k+1}arrow \mathcal{F}_{k}\cap\{(a, z, \lambda, u, W) e_{k}^{T}(R\circ W-Diag(u))e_{k}\underline{>}0d_{k}^{T}(\kappa Diag(u)-R\circ W)d_{k}\geq0\}$

13: end if

14: $karrow k+1$

15: end while

16: return $z_{k},$
$\hat{z}$

quad-core, 8threads; RAM: 24 GB; OS: Red Hat Enterprise Linux 5.3 Desktop $(64bit$

version) の計算機を使用した．またアルゴリズムの最大実行時間は 10000秒とした．

表 2に条件数制約つき変数選択問題に対する計算機実験の結果を示す．「手法」はそれぞれ

$\bullet$ FWD: 初期変数集合を空集合とし，条件数制約を満たす限り $R^{2}$ 値にもとついて変数を

1つずつ追加していく変数増加法;

$\bullet$ BWD: 初期変数集合を全変数とし，条件数制約を満たすまで $R^{2}$ 値にもとついて変数を
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表 1 実験に用いたデータ

略称 サンプル数 説明変数の数 データ名

Servo 167 19 Servo
AutoMPG 392 25 Auto MPG
SolarFlare-C 1066 26 Solar Flare ( $C$-class)
BreastCancer 194 32 Breast Cancer Wisconsin
Automobile 159 65 Automobile

1つずつ取り除いていく変数減少法;

$\bullet$ MISDP: MISDP を Algorithm 2で解く提案手法;

を示している．また $k$ はMISDP を解く切除平面法の反復回数，$R^{2}$ 値は決定係数，「選択個

数」は選択された説明変数の個数を示している．MISDPの計算時間が 10000秒を超えた場合

は，切除平面法のアルゴリズムを打ち切っている．計算を打ち切った場合は，Algorithm 2の

各反復で変数減少法を用いて構成した実行可能解のなかで，最も $R^{2}$ 値の高い解 2の結果を示

している．

計算結果を分析する．まず変数増加法と変数減少法によって得られた解に注目すると，
BreastCancer や Automobile では選択された変数の個数が大きく異なっていることがわか

る．これは，2つの手法によって選択される変数集合が大きく異なることを示している．特に

BreastCancer のデータで $\kappa=225$ とした場合は，$R^{2}$ 値も大きく異なっている．

次に，$p<30$ であるデータに対しては，MISDP は反復回数が少なく，高速に最適解を計算

できていることがわかる．また $p>30$ であるデータに対しては，10000秒以内で最適性の保

証のある解を求めることはできていないが，その場合でも変数増加法，変数減少法と比較して
$R^{2}$ 値が高い変数集合を選択できている．

$p>30$ の場合に MISDP の計算時間が増大する原因としては，緩和問題を 1回解く計算時

間そのものが長時間になっていることがあげられる．反復回数に関しては，BreastCancerの
データで $\kappa=100$ とした場合に注目すると，MISDP では 90回緩和問題を解き直してもアル

ゴリズムが終了しない．したがって，$P$ が大きい場合は多くの反復回数が必要となり，これもア

ルゴリズム全体の計算時間を増大させる要因になっている．

6 おわりに

本論文では多重共線性を考慮した回帰式の変数選択問題を混合整数半正定値計画問題として

定式化し，切除平面法によって解くことを提案した．また提案手法の有用性を検証するため計
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表 2 条件数制約付き変数選択問題を解いた結果

データ名 $n$ $p$ $\kappa$ $\neq a$ $k$ $\equiv,\mathbb{E}-+\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{\backslash }\not\equiv 7\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 条件数 $R^{2}$ 値 $\grave{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} fR\mathbb{H}\mathscr{X}$

Servo 167 19 100 MISDP 61.26 95.3 0.75877 15
FWD 0.09 63.2 0.75862 14

$\frac{BWD-0.0439.00.7587715}{225MISDP50.96102.50.7587715}$

FWD – 0.11 146.3 0.75877 15

$\frac{BWD-0.0439..00.7587715}{AutoMPG39225100MISDP58.989280.8743021}$

FWD 0.17 87.6 0.87335 21

$\frac{BWD-0.0986.20.8742919}{225MISDP41.60182.00.8743822}$

FWD 0.18 185.3 0.87438 22

$\frac{BWD-0.05181.10.8743822}{SolarFlare-C106626100MISDP1410.922130.1971521}$

FWD 0.20 36.4 0.19713 19

$\frac{BWD-0.1226.90.1971519}{225MISDP1412.26106.50.1971519}$

FWD 0.21 36.4 0.19713 19

$\frac{BWD-0.1226..90.1971519}{BreastCancer19432100MISDP>90>100008560.2882720}$

FWD 0.17 91.8 0.27580 15

$\frac{BWD-0.2761.80.265729}{225MISDP565819.14215.60.3051320}$

FWD 0.21 217.9 0.30010 19

$\frac{BWD-0.2761.80.265729}{Aut\circ mobile15965100MISDP>26>1000064.70.9688224}$

FWD 0.76 99.9 0.96447 27

$\frac{BWD-1.\cdot 8967.30.9657124}{225MISDP>22>10000224.\cdot 40.9739136FWD11422440.9712439}$

BWD 1.85 0.97153 29

算機実験を実施し，変数増加法，変数減少法との比較を行った．変数の数が小さいデータに対し

ては高速に最適解を得ることができ，変数の数が多いデータでは変数減少法，変数増加法より
良い解を得られることを確認した．

本論文で提案した手法は，多重共線性を検出する指標として相関係数行列の条件数を用いて

いる．多重共線性を検出する指標としては分散拡大要因や行列式など様々な指標がある．した
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がってこれらの指標について制約を課した変数選択問題に対して，本論文で提案した解法を拡

張させることが今後の課題としてあげられる．
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