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\S 1. 導入

等距離写像の研究は古くからなされており，現在でも精力的に行われている関数解析学

の重要な問題である．Banach [2] はコンパクト距離空間 $Q_{1},$ $Q_{2}$ に対して， $C_{\mathbb{R}}(Q_{1})$ から

$C_{\mathbb{R}}(Q_{2})$ への maxlmum norm $\Vert\cdot\Vert$ に関する全射等距離写像の構造を決定した．ここに

$C_{\mathbb{R}}(Q)$ は $Q$ 上の実数値連続関数全体のなす Banach 空間とし，写像 $S:C_{\mathbb{R}}(Q_{1})arrow C_{\mathbb{R}}(Q_{2})$

が等距離写像とは

$\Vert S(f)-S(g)\Vert=\Vert f-g\Vert (f, g\in C_{\mathbb{R}}(Q_{1}))$

をみたすことである．同様にして，一般の線形ノルム空間の間の等距離写像も定義され

る．Stone [12] は Banach による全射等距離写像の特徴付けを， $Q_{1},$ $Q_{2}$ が距離付け可能

とは限らないコンパクト Hausdorff空間に対して証明した．Banach と Stoneは実数値関

数のなす Banach 空間上の等距離写像を考察しているが，複素数値関数のなす Banach 空

間の場合を含め Banach-Stone の定理として知られている．Banach [2], Stone [12] とも

に全射等距離写像 $S$ の線形性を仮定せずに $S$ の構造を決定しているが，近年の等距離写

像の研究では線形性を仮定することが多いようである．実際，Banach-Stone の定理でさ

え複素線形性を仮定して述べられることが一般的であるように思われる．

以下では $C(X)$ により，コンパクト Hausdorff 空間 $X$ 上の複素数値連続関数全体のな

す Banach 空間を表す．
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Theorem 1 (Banach-Stone theorem) 全射複素線形等距離写像 $S:C(X)arrow C(Y)$ に対

して，連続写像 $\alpha:Yarrow\{z\in \mathbb{C}:|z|=1\}$ および同相写像 $\phi:Yarrow X$ が存在して

$S(f)(y)=\alpha(y)f(\phi(y)) (f\in C(X), y\in Y)$

が成り立つ．

Banach-Stone の定理は，その後様々な方向に拡張されている．例えば Nagasawa [11]

と de Leeuw, Rudin and Wermer [4] は独立に，関数環の間の全射複素線形等距離写像

を調べている．ここで $A$ がコンパクト Hausdorff 空間 $X$ 上の関数環であるとは， $A$ は

$C(X)$ の閉部分多元環であり，定数関数 1を含み，次の意味で $X$ の点を分離することで

ある :異なる点 $x,$ $y\in X$ に対して $f(x)\neq f(y)$ をみたす $f\in A$ が存在することである．

Araujo and Font [1] は $X$ 上の関数空間の間の全射複素線形等距離写像の構造を解明

した．ここに $A$ がコンパクト Hausdorff 空間 $X$ 上の関数空間とは， $A$ は $C(X)$ の線形

ノルム空間としての部分空間であり，定数関数 1を含み， $X$ の点を分離することである．

Araujo and Font [1] の結果の詳細な記述は省略し，本稿で必要な形で述べることとする．

そのために必要な定義をする． $X$ 上の関数空間 $A$ に対して，$A_{1}^{*}$ を $A$ の双対空間の単位球

とし， $E(A_{1}^{*})$ を $A_{1}^{*}$ の端点全体の集合とする．このとき $Ch(A)=\{x\in X:\delta_{x}\in E(A_{1}^{*})\}$

と定める．ここに錫は $\delta_{x}(f)=f(x)(f\in A)$ により定まる有界線形汎関数である．

Theorem 2 (Araujo and Font) $A,$ $B$ を関数空間とする．全射複素線形等距離写像

$S:Aarrow B$ に対して，連続写像 $\alpha:Ch(B)arrow\{z\in \mathbb{C}:|z|=1\}$ および同相写像

$\phi:Ch(B)arrow Ch(A)$ が存在して

$S(f)(y)=\alpha(y)f(\phi(y)) (f\in A, y\in Ch(B))$

が成り立つ．

$C(X)$ は $X$ 上の (自明な) 関数空間で，$Ch(C(X))=X$ であるから，Araujo and Font

の結果は Banach-Stone の定理の一般化となっている．

Banach-Stone の定理や Araujo and Font の定理では複素線形性が仮定されているが，

線形性はある意味で必然であることがMazur-Ulam の定理 [8, 13] として知られている．

Theorem 3 (Mazur-UIam theorem) $M,$ $N$ を完備とは限らない線形ノルム空間とする．

全射等距離写像 $S:Marrow N$ に対して， $S-S(O)$ は実線形である．

Mazur-Ulam の定理により $S-S(O)$ は実線形であるが，さらに全射等距離写像である

ことも明らかである．つまり全射実線形等距離写像が全射等距離写像の本質的な部分であ

26



る．したがって実線形等距離写像の解明は，単に複素線形の場合を実線形に弱めたという

意味ではなく，逆に複素線形性を仮定せずに全射等距離写像の構造を調べるために必要な

のである．実際，Ellis [3] は関数環から一様閉な関数空間への全射実線形等距離写像の構

造を明らかにしている．また単位元の存在を仮定せずに，関数環上の全射等距離写像の構

造を解明する結果が M. [9], Hatori and M. [6] によって得られている．

\S 2主定理

以下では $X,$ $Y$ 上の関数空間 $A,$ $B$ に対して，全射実線形等距離写像写像 $S:Aarrow B$ に

ついて考察する．

Definition $S_{*}:B^{*}arrow A^{*}$ を次で定める．

$S_{*}(\eta)(f)={\rm Re}\eta(S(f))-i{\rm Re}\eta(S(if)) (\eta\in B^{*}, f\in A)$

このとき次が示される．

Lemma 4 写像 $S_{*}:B^{*}arrow A^{*}$ は全射実線形等距離写像である．

S、が全射実線形等距離写像であることから， $S_{*}(E(B_{1}^{*}))=E(A_{1}^{*})$ が成り立つ．この

ことから次が分かる．

Lemma 5 各 $y\in Ch(B)$ に対して $\S_{*}(\delta_{y})=\lambda_{1}\delta_{x_{1}},$ $S_{*}(i\delta_{y})=\lambda_{i}\delta_{x_{i}}$ をみたす $\lambda_{1},$ $\lambda_{i}\in \mathbb{T}$

および $x_{1},$ $x_{i}\in Ch(A)$ がただ一つ存在する．ただし $\mathbb{T}=\{z\in \mathbb{C}:|z|=1\}$ である．

$\lambda_{1},$ $\lambda_{i}$ および $x_{1},$ $x_{i}\in Ch(A)$ の一意性から，

$S_{*}(\delta_{y})=\alpha_{1}(y)\delta_{\phi_{1}(y)}, S_{*}(i\delta_{y})=\alpha_{i}(y)\delta_{\phi_{i}(y)} (y\in Ch(B))$

をみたす写像 $\alpha_{1},$ $\alpha_{i}:Ch(B)arrow \mathbb{T}$ および $\phi_{1},$ $\phi_{i}:Ch(B)arrow Ch(A)$ が定義できる．このと

き次が得られる．

Theorem6 $A,$ $B$ を関数空間とし， $S:Aarrow B$ を全射実線形等距離写像とする．このと

き $Ch(B)$ 上 $\phi_{1}=\phi_{i}$ であるための必要十分条件は，連続写像 $\alpha:Ch(B)arrow \mathbb{T}$ と同相写像

$\phi:Ch(B)arrow Ch(A)$ および開かつ閉集合 $K\subset Ch(B)$ が存在して

$S(f)(y)=\{\begin{array}{l}\alpha(y)f(\phi(y)) y\in K\overline{\alpha(y)f(\phi(y))} y\in Ch(B)\backslash K\end{array}$ $(f\in A)$

となることである．
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この結果の証明は [10] をご覧頂きたい．Theorem 6より $\phi_{1}(y)\neq\phi_{i}(y)$ をみたす

$y\in Ch(B)$ が存在するときの $S$ の構造が問題となるが，完全な解明はされていないよ

うである． $\phi_{1}(y)\neq\phi_{i}(y)$ をみたす $y\in Ch(B)$ が存在するような例として次が知られて

いる．

Example $A=\{az+b :a, b\in \mathbb{C}, z\in \mathbb{T}\}$ とすると， $A$ は $\mathbb{T}$ 上の関数空間であり

$Ch(A)=\mathbb{T}$ となる． $S:Aarrow A$ を

$S(az+b)=az+\overline{b} (az+b\in A)$

により定めると， $S$ は全射実線形等距離写像であることが分かる．このとき各 $z\in \mathbb{T}$ に対

して $S_{*}(\delta_{z})=\delta_{z},$ $S_{*}(i\delta_{z})=i\delta_{-z}$ が分かるので，すべての $z\in \mathbb{T}$ に対して $\phi_{1}(z)\neq\phi_{i}(z)$

である．この関数空間上の等距離写像は Koshimizu, M. Takagi and Takahasi [7] によっ

て考察されている．
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