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概要

本原稿では、 2重ゼータ値に関する次の結果を紹介します :(i) 個数が保
型形式のベクトル空間の次元と関連する、 2重ゼータ値のベクトル空間の具
体的な生成元。 (ii) Ramanujan の Bernoulli の公式と関連する、 2重ゼータ
値の公式。

1 背景と結果

2重ゼータ値はリーマンゼータ関数 $\zeta(s)$ $:=\Sigma_{m=1}^{\infty}1/m^{s}$ の特殊値の一般化で

あり、正整数の組 $(l_{1},l_{2})\in \mathbb{N}^{2}$ $($ただし $l_{1}\geq 2)$ に対して、次のように定義され

ます :

$\zeta(l_{1}, l_{2}):=\sum_{m_{1}>m_{2}>0}\frac{1}{m_{1}^{l_{1}}m_{2}^{l_{2}}}.$
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整数 $l=l_{1}+l_{2}$ を “重さ “ と呼びます。和の入れ子の数を 2から $n$ に一般化した $n$

重 (多重) ゼータ値が最近になって盛んに研究されていますが [18]、歴史的には

Euler [6] によって初めて 2重ゼータ値が研究されました。 Euler は多重ゼータ値

の後の研究の指針となる次の結果を証明しました :

$\zeta(k_{1}, k_{2})\in(t_{1}\iota_{12\geq 2}\sum_{\dotplus^{l}\iota_{2}=\downarrow)}\mathbb{Q}\zeta(l_{1})\zeta(l_{2})+\mathbb{Q}\zeta(l)$

$(l=k_{1}+k_{2}:$ 奇数 $)$ , (1.1)

$\downarrow 1\geq 2,\downarrow 2\geq 1\sum_{(t=l_{1}+l_{2})}\zeta(l_{1}, l_{2})=\zeta(l)$

( $l$ :任意). (1.2)

式 (1.1) は “Parity property” と呼ばれ、 重さが奇数 $l$ の 2重ゼータ値は、重さの

総和が $l$ となるリーマンゼータ値の積和で書けることを述べています。公式 (1.2)

は “和公式 “ と呼ばれ、 重さが整数 $l$ の 2重ゼータ値の総和は、 リーマンゼータ値

$\zeta(l)$ と等しいことを述べています。 これらの結果は近年、一般の深さ $n$ の場合に

拡張されています。 ( $(1.1)$ は [3, 10, 16] を、 (1.2) は [8,9, 19] を参照して下さい $\circ$

)

また様々な一般化や拡張も研究されています。 (例えば [1] を参考にして下さい $\circ$

)

本原稿では、 セクション 2と 3で、上記の結果に関連する二つの定理 (定理 2.1

と 3. 1) を紹介します。 また、 定理 2.1は保型形式と、定理 3.1は Bernoulli 数と関

連しますので、それらについても軽く触れます。証明については根本的なアイディ

アのみを述べるに留めますので、興味のある方は論文 [13, 12] をご覧下さい。

2 Parity property (1.1) に関連する定理

最初に記号を準備します。易と $\mathcal{P}_{l}$ を次のような $\mathbb{Q}$上のベクトル空間とします :

$\mathcal{Z}_{l}:=\sum_{l_{1}\geq 2,l_{2}\geq 1}\mathbb{Q}\zeta(l_{1}, l_{2})$
,

$(t_{1}+l_{2}=l)$

$\mathcal{P}_{l}:=(\iota_{1}t_{2}=l)\iota_{1}\iota_{2}\geq 2\sum_{\dotplus}\mathbb{Q}\zeta(l_{1})\zeta(l_{2})+\mathbb{Q}\zeta(l)$

.

($\mathcal{P}_{l}$ は (1.1) の右辺です $\circ$
) また $\mathcal{Q}_{l}$ を、易を $\mathcal{P}$

l で割った商ベクトル空間とします :

$\mathcal{Q}_{l}:=\mathcal{Z}_{l}/\mathcal{P}_{l}.$

商空間を考えるためには包含関係 $\mathcal{P}_{l}\subset \mathcal{Z}_{l}$ が必要ですが、 これは (1.2) と “調和関

係式”

$\zeta(l_{1})\zeta(l_{2})=\zeta(l_{1}, l_{2})+\zeta(l_{2}, l_{1})+\zeta(l_{1}+l_{2})$
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から保証されます。

式 (1.1) より、 $l$ が奇数の時は $\dim \mathcal{Q}_{l}=0$ がすぐにわかりますが、 $l$ が偶数の時

はどうなるでしようか。Zagier [17] は次の不等式を指摘しました :

$\dim \mathcal{Q}_{l}\leq[\frac{l-2}{6}]$ (2.1)

ただし $[x]$ はガウス整数、つまり、 $x$ を超えない整数です。尚、等号を示すことは、

2重ゼータ値の線形独立性と関連しますので、非常に難しい問題になります。 (奇

数でのリーマンゼータ値 $\zeta(2k+1)$ が無理数であることさえ、部分的にしかわかっ

ていません
$\circ$
)

$B_{m}$ を Bernoulli 数とします。 $l$ が偶数の時、Euler の公式 $\zeta(l)=-\frac{(2\pi i)^{l}}{2l!}B_{l}\in \mathbb{Q}\pi^{\iota}$

から、

$\mathcal{P}_{l}=(jodd)\sum_{j=2}^{l/2}\mathbb{Q}\zeta(j)\zeta(l-j)+\mathbb{Q}\zeta(l)$

がわかります。従って、 $\dim \mathcal{P}_{l}\leq[\frac{l+2}{4}]$ なので、

$\dim \mathcal{Z}_{l}\leq[\frac{l+2}{4}]+[\frac{l-2}{6}]$ (2.2)

となります。 $M_{l}$ をフルモジュラー群の重さ $l$ の保型形式の空間とします。 よく知

られている通り、 $M_{l}$ の次元は次のようになります :

$M_{l}=\{\begin{array}{ll}[\frac{l}{12}] ( l\equiv 2 mod12),{[}\frac{l}{12}]+1 (otherwise).\end{array}$

故に (2.2) から、 易と妬の次元の間に次の関係があることがわかります :

$\dim Z_{l}\leq\frac{l}{2}-\dim M_{l}$ . (2.3)

尚上記は、易の次元との関係しか述べていませんが、周期多項式や 2重アイゼ

ンシュタイン級数 (アイゼンシュタイン級数の一般化) を用いて、 2重ゼータ値
$\zeta(l_{1}, l_{2})\in \mathcal{Z}_{l}$ との関係も研究されています。興味のある方は [7] とそれに関連する

文献を参照して下さい。

140



参考として、 (2.1) と (2.3) の右辺の例を載せます。

筆者 [12] は、 不等式 (2.1) の (2.3) の発展として、 その右辺と同数となる $\mathcal{Q}_{l}$ と

易の生成元を具体的に与えました。

定理 2.1. $l$ を偶数とする。

(i) 任意の $\epsilon_{1}$ , . . . , $\epsilon_{[l-2/6]}\in\{0$ , 1 $\}$ に対して、次は $\mathcal{Q}_{l}$ の生成元となる :

$\{\zeta(j+\epsilon_{1}, l-j-\epsilon_{j})|2\leq j\leq[\frac{l-2}{3}],j$ even$\}.$

(ii) 次は易の生成元となる :

$\{\zeta(j, l-j), \zeta(l-j, j)|3\leq j\leq [\frac{l+2}{3}], jodd\}\cup\{\zeta(l-1,1)\}$

$\cup\{\zeta(j, l-j)+\zeta(l-j, j)|[\frac{l+5}{3}]\leq j\leq\frac{l}{2},$ $j$ odd$\}.$

系として次のことが導けます :

系 2.2. 1を偶数とする。 $U=\{k:$ 奇数 $|[ \frac{l+5}{3}]\leq k<\frac{l}{2}\}$ とおく。

(i) 各奇数 $k\in U$ に対して、 $c_{3}$ , . . . , $c_{l-1}\in \mathbb{Q}$ が存在して、条件 「 $\neq c_{l-k}$」 と

「 $(i\in U\backslash \{k\})\rfloor$ を満たす線形関係式が存在する :

$\sum_{i=3}^{l-1}c_{i}\zeta(i, l-i)=0.$

(ii) 上記の線形関係式は互いに独立であり、その個数は $\dim M_{l}-1=\# U$ である。

証明のアイディアですが、Tornheim2重級数

$T(i,j, k):= \sum_{m,n\geq 1}\frac{1}{(m+n)^{i}m^{j}n^{k}} (i,j, k\geq 1)$

と 2重ゼータ値を関連付けた等式 [2] と、 $T(i, j, k)$ の巡回和

$(-1)^{i}T(i,j, k)+(-1)^{j}T(j, k, i)+(-1)^{k}T(k, i, j)$

を含む等式 [5, 14] を組み合わせて、定理 2.1の (i)を証明します。定理 2.1の (ii)は (i)
と $\mathcal{Q}_{l}$ , 乃の定義からわかります。系 2.2は定理 2.1の (ii) と $\zeta(k, l-k)\in \mathcal{Z}_{l}(k\in U)$

から導けます。 (詳細は [12] をご覧下さい $\circ$

)
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3 和公式 (1.2) に関連する定理

和公式 (1.2) の精密化として “制限和公式” があります。それは文字通り、 (1.2)

の左辺の和を制限した場合の公式です。例えば [7] により次が知られています :

$\sum_{\iota_{1}\geq 2,l_{2}\geq 1}\zeta(l_{1}, l_{2})=\frac{3}{4}\zeta(l)$ . (3.1)

$(_{t_{1},l_{2}:even}t_{1}+l_{2}=l)$

この公式は、 $\zeta(l)=-\frac{(2\pi i)^{l}}{2l!}B_{l}$ と $\zeta(l_{1})\zeta(l_{2})=\zeta(l_{1}, l_{2})+\zeta(l_{2}, l_{1})+\zeta(l_{1}+l_{2})$ を用い

て、 Euler が示した Bernoulli 数の公式で書き換えられます．

$(j \equiv 0(2))\sum_{j=0}^{l}(\begin{array}{l}lj\end{array})B_{j}B_{l-j}=-(l-1)B_{l}$ . (3.2)

筆者 [13] は、 (1.2) のもう一つの類似物として次の公式を証明しました。

定理 3.1. $l$ を整数とする。

(i) $l\equiv 2$ mod3の時、次が成り立つ :

$\sum_{l_{1}\equiv 4(6)}’\zeta(l_{1}, l_{2})=\frac{1}{6}\zeta(l)-\frac{1}{3}\sum_{l_{1}\equiv 1(2)}’\zeta(l_{1}, l_{2})$ . (3.3)

(ii) $l\equiv 2mod 3$ かつ $l$ が偶数の時 $($つまり $l\equiv 2mod 6$ の時 $)$

、 (3.3) は次と同

値になる :

$\sum_{l_{1},l_{2}\equiv 4(6)}’\zeta(l_{1}, l_{2})=\frac{1}{12}\zeta(l)$ . (3.4)

(3.2) の場合と同じように、系として次のことが導けます :

系 3.2. $l$ を偶数とする。 (3.4) は Ramanujan の Bernoulli の公式 [15]

$(j \equiv 0(6))\sum_{j=0}^{l}(\begin{array}{l}lj\end{array})B_{j}B_{l-j}=-\frac{l-1}{3}B_{l}$ (3.5)

と同値になる。特に、 (3.4) は Ramanujan の Bernoulli の公式の別証を与える。

注意 3.3.

(a) $l\equiv 1$ , 2 mod3の場合の制限和公式も [13]において与えられています。

(b) Ramanujan [15] は、 (3.5) を次の 3三角関数の等式を用いて証明しています :

$4 \sin x\sin\omega x\sin\omega^{2}x=-(\sin 2x+\sin 2\omega x+\sin 2\omega^{2}x)$ .

ただし $\omega$ は 1の 3乗根です。
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証明のアイディアですが、Gangl-Kaneko-Zagier [7] が (3. 1) を証明した方法を踏

襲します。つまり、 2重ゼータ値の生成関数

$\mathfrak{D}_{l}(x_{1}, x_{2}):=\sum_{=(l_{1}+l)}x_{1}^{l_{1}-1}x_{2}^{l_{2}-1}\zeta(l_{1}, l_{2})\iota_{1\geq 2}i_{2}^{l_{2}\geq 1}$

の等式

$\mathfrak{D}_{l}(x+y, y)+\mathfrak{D}_{l}(y+x, x)=\mathfrak{D}_{l}(x, y)+\mathfrak{D}_{l}(y, x)+\frac{x^{l-1}-y^{l-1}}{x-y}\zeta(l)$

において、 $(x, y)=(1,1)$ , $(\omega, 1)$ , $(\omega^{2},1)$ を代入して足し合わせることにより (3.4)

を導きます。 $((3.1)$ は $(x, y)=(1,1),$ $(-1,1)$ を代入して足し合わせることにより

導かれています $\circ$

)

本原稿の研究結果に関する今後の課題と致しましては、定理 2.1と 3.1を、 3重

ゼータ値、 4重ゼータ値、．．．、 $n$重ゼータ値の場合に拡張することです。 $n$重ゼー

タ値の場合に拡張することは、 どのくらい難しいのかよくわかりませんので、 3
重ゼータ値の場合から地道に研究していくのがよいと考えられます。
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