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ABSTRACT. 2012年 1月の RIMS研究集会「保型形式と保型的 $L$ 関数の研究」 に

おいて，森本和輝との共著論文についての講演を行った．本研究集会においては，そ
の結果を一般化した続編の共著論文についての講演を行った．
いま $F$ を総実代数体とし，$A$ をそのアデール環とする． $f$ を $F$上の原始的 Hilbert

尖点形式とし， $\pi$ を $f$ に対応する $GL_{2}(A)$ の既約尖点表現とする．次に，(V, q) は
$F$ 上の 2次形式で，totally anisotropic とし， $\tau$ は SO (VA) の既約保型表現とす
る．このとき，テンソル $L$ 函数 $L(s, \pi\otimes\tau)$ の特殊値の代数性を示した．
前の論文においては基礎体が $\mathbb{Q}$ であったのを一般の総実代数体 $F$ とし， $\tau$ につ

いて $\tau_{\infty}$ が自明な表現であるという制限を取り除き，最大臨界点だけでなく他の臨
界点 (全てではないが) を含むようにし，代数性だけでなくガロア群 Gal $(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})$ の

作用による同変性も示した，のが，今回の一般化である．

主定理を述べるために，記法について説明する．

$\bullet$ $F$ を総実代数体とし，拡大次数 $[F:\mathbb{Q}]=d,$ $F$ のアデール環を $\mathbb{A}$ とする．
$\bullet$ $(V, q)$ は， $F$ 上の totally anisotropic な 2次形式で $\dim_{F}V=n\geq 2$ とする．
$\bullet$ $n$ が奇数のときは， $\chi_{V}$ は $A^{\cross}$ の自明な指標を表すとし， $n$ が偶数のときに

は， $\chi_{V}$ は，

$\chi_{V}(x)=(x, (-1)^{れ} d(V))_{F}$

によって定まる $\mathbb{A}^{\cross}$ の 2次指標を表すとする．
$\bullet\tau$ を SO $(V, \mathbb{A})$ の既約保型表現とする．このとき $\tau_{\infty}$ はコンパクト群 SO $(V, F_{\infty})$

$($ただし $F_{\infty}=F\otimes_{\mathbb{Q}}\mathbb{R}\simeq \mathbb{R}^{d})$ の表現で最高ウェイト $\underline{m}=(\underline{m}_{1}, \ldots,\underline{m}_{d})$ :

$\underline{m}_{j}=(m_{j,1}, \ldots, m_{j,n’})\in \mathbb{Z}^{n’}$ $\{\begin{array}{ll}mj,1\geq\cdots\geq mj,n’\geq 0, n は奇数;m_{j,1}\geq\cdots\geq mj,n’-1\geq|mj,n’|, n は偶数，\end{array}$

ただし $n’=$ $[ \frac{n}{2}]$ , としてよい．

$\bullet$ $k=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{d})\in \mathbb{Z}^{d}$ , ただし， $k_{j}\geq 2$ かつ砺の偶奇は全て同じ，とす
る．このとき $F$ の整イデアル $\mathfrak{c}$ と $A^{x}$ の有限位数 Hecke指標 $\psi$ に対して， $f$

を，志村 [10] の意味で，空間 $S_{k}^{0}(\mathfrak{c}, \psi)$ に属する type $(k, \psi)$ の原始的尖点形
式とし， $\pi=\pi(f)$ を $f$ に対応する $GL_{2}(A)$ の既約ユニタリ尖点表現とする．

このとき，論文 [6] の主定理は下記の通りである :
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主定理．整数 $m(k, \tau)$ を

$m( k, \tau)=\min\{k_{j}-2mj,1|1\leq j\leq d\}$

によって定義し， $m(k, \tau)>2n$ が成り立っていると仮定する．
$m$ は $\mathbb{Z}$ または $\mathbb{Z}+\frac{1}{2}$ の元で，

$m= \frac{m(k,\tau)-n+1}{2}-\ell, \ell\in \mathbb{Z}, 0\leq\ell\leq\frac{m(k,\tau)-n}{2}$

を満たしているとする．

このとき， $F$ の素点の有限集合 $S_{0}$ で， $S_{0}$ は $F$ の無限素点を全て含み，次の性質

を満たすものが存在する :
$F$ の素点の有限集合 $S$ について， $S\supset So$ ならば， $L(s, \pi\otimes\tau)$ の partial $L$ 函数

$L^{S}( \mathcal{S}, \pi\otimes\tau)=\prod_{v\not\in S}L(s, \pi_{v}\otimes\tau_{v})$ について，

$P^{S}(m, f, \tau):=\frac{L^{S}(m,\pi\otimes\tau)}{(2\pi\sqrt{-1})^{[\frac{n}{2}]d(2m-1)}\mathfrak{g}(\chi_{V})J(f)^{[_{\tau}^{n}]}}$

とおくとき，
$P^{S}(m, f, \tau)\in\overline{\mathbb{Q}}$

かつ

$(P^{S}(m, f, \tau))^{\rho}=P^{S}(m, f^{\rho}, \tau^{\rho}) , \forall\rho\in Ga1(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})$

が成り立つ．

ここで， $\overline{\mathbb{Q}}$ は $\mathbb{Q}$ の代数閉包を表し， $L(\mathcal{S}, \pi\otimes\tau)$ は $s\mapsto 1-\mathcal{S}$ に関して函数等式を

持つように normalizeされている．また，

$\bullet J(f)=(2\pi\sqrt{-1})^{d}\pi^{\Sigma_{j=1}^{d}k_{j}}\mathfrak{g}(\psi)\langle f,$ $f\rangle,$

$\bullet$ $\mathfrak{g}(*)$ は $*$ のガウス和，
$\bullet$ $\langle f,$ $f\rangle$ は Petersson ノルム，

である．(これらの定義については [10] を参照されたい．)

論文 [6] には，森本による Appendix として，motivic $L$ 函数の臨界点における特

殊値の代数性に関する Deligne の予想 [3] に現れる Deligne period が，上記の $L$ 函数

$L(s, \pi\otimes\tau)$ について明示的に計算されている．(この計算については，吉田 [11] が主
参考文献である．) 森本の Deligne periodの計算により，上記の主定理は Deligneの
予想と矛盾しないことがわかる．
証明は，論文 [5] において用いた，考察する $L$ 函数の特殊値が，IV 型領域に対

応する特殊直交群 SO $(n+1,2)$ の正則 Eisenstein 級数の Bessel model 型の Fourier
係数から得られることに基づく方法を踏襲する．論文 [7] にあるように，水本 [9] と

B\"ocherer [1] による，次数 2の Klingen Eisenstein 級数の Fourier 係数の公式に多
いに啓発されたことが動機になっている．不分岐素点における計算は，Ginzburg,
Piatetski-Shapiro &Rallis [8] に依拠する．論文 [5] においては，最大臨界点におけ
る特殊値のみが考察されているが，論文 [6] において他の臨界点における特殊値を
考察するにあたっては，ベクトル値 Eisenstein級数，すなわち，Eisenstein級数の
$K$-typeを変化させる方法が用いられている．ベクトル値 Eisenstein級数を用いるこ
とによって臨界点が移動することは，PGSp (4) $\simeq SO(3,2)$ の場合については，既に

B\"ocherer-佐藤山崎 [2], Dummigan [4] において，観察および利用されているが，論
文 [6] における我々の考察はより体系的である．
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$n=\dim_{F}V=4$ の場合を考察することによって，主定理から，GL (2) の Rankin

triple $L$ 函数の unbalanced weight case の非中心臨界点における特殊値の代数性が従
うことは，前論文 [5] におけるのと全く同様である．
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