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1 $|$ntroduction

Artin モノイドはブレイドモノイドの一般化であり，E. Brieskorn と齋藤恭司 [3] にょり 1972年に導入され

た．Artin モノイドの増大関数は分子が 1の有理関数となる．その分母多項式の公式はまず P. Deligne[4] にょ

り見出され，最近齋藤恭司 [6] により，またM. Albenque と P. Nadeau[1] により，独立に再発見された．しか

し，この公式は全ての有限型の部分モノイドについての和をとる形で書かれており，与えられた Artinモノイ

ドの増大関数をこの公式から直接計算することは難しい．淵脇誠，藤井道彦，齋藤恭司，土岡俊介 [5] は有限型

の Artin モノイドに対して測地有限オートマトンを構築し，計算機を使って多くの具体例を計算した．

私は $A$ 型，$B$ 型，$\tilde{A}$ 型などの適当な Artin モノイドの無限列に対して分母多項式の母関数を計算し，これら

をベキ級数に展開することによって，整数の分割を用いた分母多項式の明示的な公式を得た．また，この公式と
母関数とに特別な値を代入して比較することにより整数の分割に関連した組合せ的な恒等式が得られる．

ここでは $A$ 型の場合の結果についてのみ述べるが，有限型，アフィン型，またそれらに限らず適当な Artin

モノイドの無限系列についても同様な結果が得られる．

2 Artin モノイドとその球面増大関数

Artin モノイドについての基本的な定義と性質を述べる (cf. [3]). $M$ を $n$ 次の Coxeter 行列 (cf. [2]) とし，
$I=\{1, . . . , n\}$ とおく．Coxeter 行列とは，正の整数を成分とする対称行列であって，対角成分が全て 1で他の
成分は 2以上であるもののことである．$M$ 型の Artanモノイド $G_{M}^{+}$ は次の表示により定義される．

$G_{M}^{+}$ $:=\langle\sigma_{1},$
$\sigma_{2}$ , . . ., $\sigma_{n}|\sigma_{i}\sigma j\sigma_{i}\cdots=\sigma_{j}\sigma_{i}\sigma_{j}\cdots\rangle$ (2.1)

ここで関係式の両辺はそれぞれの，$\sigma j$ で始まる長さ $m_{ij}$ の $\sigma_{i}$ と $\sigma j$ の交代列である．

関係式の両辺の語の長さが等しいので，モノイドの元に対してその元を代表する語の長さを対応させること

により次数準同型 $deg:G_{M}^{+}arrow Z_{\geq 0}$ を定義することができる．$G_{M}^{+}$ の球面増大関数 $\dot{P}_{M}(x)$ とは次の球面増大

級数により定義される関数である．

$\dot{P}_{M}(x) :=\sum_{k=0}^{\infty}\#(\deg^{-1}(k))x^{k}$ (2.2)

$J$ を $I$ の部分集合とする． $J$ の元を添字に持つ文字の集合 $\{\sigma j\}_{j\in J}$ は，$M$ を $J$ に制限した Coxeter 行列
$M|_{J}$ $:=(m_{\iota’j})_{i,j\in J}$ が有限型であるとき，またそのときに限り最小公倍元を持つ．ここで Coxeter 行列が有限
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型であるとは対応する Coxeter 群が有限群であることを言う．この最小公倍元は $J$ の fundamental element

と呼ばれ $\Delta_{J}$ と書かれる． $M|_{\emptyset}$ は有限型とし，$\Delta_{\emptyset}$ は単位元と約束する．Artin モノイドの球面増大関数はこ

れらの部分集合とその fundamental element の情報だけで決定される．

定理 1 (Deligne, Saito, Albenque and Nadeau)

Artin モノイドの球面増大関数は次のような分子が 1の有理関数となる．

$\dot{P}_{M}(x)=\frac{1}{N_{M}(x)}$ (2.3)

ここで分母多項式 $N_{M}(x)$ は

$N_{M}(x)= \sum_{M|_{J}:有限型}(-1)^{\#(J)_{X}\deg(\triangle_{J})}$
(2.4)

で与えられる．

3 球面増大関数の明示的な公式と組合せ的な恒等式

ここでは $A$ 型の Artin モノイド，つまりブレイドモノイドの場合の結果を述べる．他の型の Artin モノイド

についても同様な結果が得られる．

$A_{n}$ 型の Coxeter 行列とは次のように定義される $n$ 次正方行列である．

$A_{n}=(m_{ij})_{1\leq i,j\leq n}$ $m_{ij}=\{\begin{array}{l}1 (i=j)3 (|i-j|=1)2 (|i-j|\geq 2)\end{array}$ (3.1)

$A_{n-1}$ 型の Artin モノイドの分母多項式を $a_{n}(x)$ と書き，その母関数 $A(x, y)$ を次のように定義する．

$a_{n}(x):=\{\begin{array}{ll}N_{A_{\mathfrak{n}-1}}(x) (n\geq 2)1 (n=0,1)\end{array}$ (3.2)

$A(x, y):= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}(x)y^{n}$ (3.3)

$A(x, y)$ は定理 1から計算することができる．

命題 1

$A(x, y)$ は次のようにベキ級数の逆数として書ける．

$A(x, y)=( \sum_{n=0}^{\infty}(-1)^{n\frac{\mathfrak{n}(\mathfrak{n}-1)}{2}}xy^{n})^{-1}$ (3.4)

$A(x, y)$ をベキ級数に展開することにより，$A_{n-1}$ 型の Artin モノイドの球面増大関数 $\dot{P}_{A_{\mathfrak{n}-1}}(x)$ の明示的な公

式が得られる．

2



定理 2

$A_{n-1}$ 型の Artin モノイドの球面増大関数 $\dot{P}_{A_{n-1}}(x)$ は以下の公式で与えられる．

$\dot{P}_{A_{n-1}}(x)=(-$ (3.5)

ここで正の整数 $n$ の分割全体の集合を $P(n)$ で表した．

$P(n):= \{s=(s_{1}, \cdots, s_{n})\in Z_{\geq 0}^{n} \sum_{k=1}^{n}ks_{k}=n\}$ (3.6)

また，$s\in P(n)$ に対し，$|s|:= \sum_{k=1}^{n}s_{k},$ $\Vert s\Vert:=\sum_{k=1}^{n}\frac{k(k-1)}{2}s_{k},$ $C(s):=|s|!/s_{1}!\cdots s_{n}!$ と記号を定義した．

$\dot{P}_{A_{n-1}}(x)$ をベキ級数に展開することにより次の系を得る．

系 1

$n$ 本の紐からなる交点数が $k$ の positive なブレイド (紐が交差するとき必ず右の紐が左の紐の上を通るよう

なブレイド) のイソトピー類の個数は次の式で与えられる．

$\sum_{t\in P(k)}(-1)^{|t|}C(t)\prod_{j=1}^{k}(a_{n,j})^{t_{j}}$ (3.7)

ここで

$a_{n},j:=s \in P(n)\sum_{||\epsilon\Vert=j}(-1)^{n-|s|}C(s)$

(3.8)

とおいた．

1と $-1$ を定理の公式の $x$ に代入し，それぞれ $A(1, y)$ , $A(-1, y)$ と比較することにより次の恒等式が得ら

れる．

系 2

$n\geq 2$ に対し，以下の恒等式が成り立つ．

$\sum_{s\in P(n)}(-1)^{|s|}C(s)=0$
(3.9)

$\sum_{s\in P(n)}(-1)^{|s|+\Vert s\Vert}C(s)=(-1)^{n}2$
(3.10)

他の型の Artin モノイドからも (3.10) のような恒等式が得られる．組合せ論的な解釈を与えることができ

そうなので，これから調べてみたい．
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