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1序

室田は離散凸解析を提唱し凸構造をもつ離散最適化の理論的枠組みを与えることに成功

した ([3,1998][4,2001][5, 2003]). それは藤重 [1] の劣モジュラ解析の拡張になっている．

離散凸解析では，古典的な凸解析と異なり，2種類の離散凸性が現れる．ひとつはマト

ロイドに基づく $M$ 凸性であり，もうひとつは $M$ 凸性と共役関係にある $L$ 凸性である．

本稿では $L$ 凸性を考察する．条件 (1)(2) を満たす関数 $g:\mathbb{Z}^{n}arrow \mathbb{R}$ を $L$ 凸関数とよぶ．

$g(x\wedge y)+g(x\vee y)\leq g(x)+g(y) \forall x, y\in \mathbb{Z}^{n}$ , (1)

$\exists r\in \mathbb{R} g(x+k1)=g(x)+kr \forall x\in \mathbb{Z}^{n}, \forall k\in \mathbb{Z}$ . (2)

ただし $x \wedge y:=(\min\{x_{i}, y_{i} x\vee y:=(\max\{x_{i}, y_{i} 1:=(1, \ldots, 1)$ . (1) (2) を満たす関

数を，それぞれ劣モジュラ，対角方向に線形であるという．

離散的な関数 $g:\mathbb{Z}^{n}(\{0,1\}^{n})arrow \mathbb{R}$ を $\mathbb{R}^{n}([0,1]^{n})$ 上で定義された連続関数 $\hat{g}$ に拡張す

る方法のひとつに Freudenthal分割を基に区分的線形拡張 (4) をとる方法がある．

定理 1 (室田 [3]) $L$ 凸関数 $g:\mathbb{Z}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ の区分的線形拡張 $\hat{g}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ は

凸関数で対角方向に線形である．

しかし証明が完結していないように思われるので，本稿で別ルートの証明を与えること

にした．さらに，定理 1の逆も与える．

2 区分的線形拡張

$V=\{1, . . . , n\}$ とし， $e_{i}$ を第 $i$ 標準単位ベクトルとする． $V$ 上の任意の置換 $\pi$ に対し，

$\{0, e_{\pi(1)}, e_{\pi(1)}+e_{\pi(2)}, . . . , e_{\pi(1)}+e_{\pi(2)}+\cdots+e_{\pi(n)}\}$ の凸包で定義される単体を $\sigma_{\pi}$ で表す．

このとき， $\{\sigma_{\pi}|\pi:$ 置換 $\}$ で定まる $[0, 1]^{n}$ の単体分割を Freudenthal分割とよぶ．
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整数点 $p\in \mathbb{Z}^{V}$ に対し，超立方体 $\{x\in \mathbb{R}^{V}|p\leq x\leq p+1\}$ を $C_{p}$ で表すと， $C_{p}$ の頂点

は $U\subset V$ を用いて p $+\Sigma$
u $\in$Ue。と表される．任意の $x\in C_{p}$ に対し，$x’:=x-p\in[0$ , 1 $]^{V}$

の成分を降順に並べ，それを適当な置換 $\pi$ を用いて $x_{\pi(1)}’\geq\cdots\geq x_{\pi(n)}’$ と表すと，

$x-p=(1-x_{\pi(1)}’)0+ \sum_{i=1}^{n-1}(x_{\pi(i)}’-x_{\pi(i+1)}’)\sum_{j=1}^{i}e_{\pi(j)}+x_{\pi(n)}’\sum_{j=1}^{n}e_{\pi(j)}$

となる．よって， $x$ は単体 $\sigma_{\pi}$ の頂点の凸結合として次のように表される．

$x=(1-x_{\pi(1)}’)p+ \sum_{i=1}^{n-1}(x_{\pi(i)}’-x_{\pi(i+1)}’)(p+\sum_{j=1}^{i}e_{\pi(j)})+x_{\pi(n)}’(p+\sum_{j=1}^{n}e_{\pi(j)})$ . (3)

そこで，任意の関数 $g:\mathbb{Z}^{V}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ に対し，$\hat{g}$ : $\mathbb{R}^{V}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ を

$\hat{g}(x):=(1-x_{\pi(1)}’)g(p)+\sum_{i=1}^{n-1}(x_{\pi(i)}’-x_{\pi(i+1)}’)g(\sum_{j=1}^{i}(p+e_{\pi(j)})+x_{\pi(n)}’g(p+\sum_{j=1}^{n}e_{\pi(j)})$ (4)

で定義し，Freudenthal分割による $g$ の区分的線形拡張とよぶ．特に， $g$ が $\{0, 1\}^{V}$ で定義

されているとき，$\hat{g}$ を Lov\’asz 拡張とよぶ．通常 Lovasz 拡張では $f(O)=0$ を仮定するが，

理解の妨げになるので，本稿では課さないことにする．

定理 2 (Lov\’asz [2]) 関数 $g:\{0, 1\}^{V}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ が劣モジュラであるための必要十分条

件は Lova’sz 拡張 $\hat{g}$ が $\mathbb{R}^{V}$ で凸になることである．

補題 1 $g:\mathbb{Z}^{V}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ が対角方向に線形ならば，

$\hat{g}(x+s1)=\hat{9}(x)+rs \forall x\in \mathbb{R}^{V}, \forall s\in \mathbb{R}$ . (5)

証明．Case 1: $x$ と $y:=x+s1$ が同じ $C_{p}$ にある場合． $y_{\pi(i)}=x_{\pi(i)}+s$ なので，(3) から

$x+s1=(1-x_{\pi(1)}’-s)p+ \sum_{i=1}^{n-1}(x_{\pi(i)}’-x_{\pi(i+1)}’)(p+\sum_{j=1}^{i}e_{\pi(j)})+(x_{\pi(n)}’+s)(p+\sum_{j=1}^{n}e_{\pi(j)})$ .

$p\leq x+s1\leq p+1$ なので，右辺は凸結合の形をしている． $\pi_{i}:=\pi(i)$ と書くと，

$\hat{g}(x+s1)$

$=$ $(1-x_{\pi_{i}}’- \mathcal{S})g(p)+\sum_{i=1}^{n-1}(x_{ii+1}’\pi-x_{\pi}’)g(p+\sum_{j=1}^{i}e_{\pi_{j}})+(x_{\pi_{n}}’+s)g(p+\sum_{j=1}^{n}e_{\pi_{j}})$

$=$ $(1-x_{\pi 1}’)g(p)+ \sum_{i=1}^{n-1}(x_{\pi_{i}}’-x_{\pi_{i+1}}’)g(p+\sum_{j=1}^{i}e_{\pi}j)+x_{\pi_{i}}’g(p+1)+s(g(p+1)-g(p))$

$=$ $\hat{g}(x)+sr$ . (6)
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Case 2: $x$ と $y=x+s1$ が異なる超立方体にある場合． $x$ と $y$ を結ぶ線分は複数個の超立

方体を通過するので，線分 $|x,$ $y|$ は適当な $0=s_{0}<s_{1}<\cdots<s_{k+1}=s$ を用いて，小線

分 $|x+s_{i}1x+s_{i+1}1|(i=0, \ldots, k)$ に分割される．(6) を繰り返し使うと

$\hat{g}(x+s1)=\hat{g}(x+s_{k}1)+r(s-s_{k})=\hat{g}(x+s_{k-1}1)+r(s-s_{k-1})=\cdots=\hat{g}(x)+rs.$ $\blacksquare$

任意の集合 $C\subset \mathbb{R}^{V}$ に対し，超平面 $H’:=\{x\in \mathbb{R}^{V}|x(V):=x_{1}+\cdots+x_{n}=0\}$ への

$C$ の対角方向からの射影を C’で表す．つまり，

$C’:=\{x’\in H’|\exists s\in \mathbb{R} s.t. x’+s1\in C\}.$

補題 2関数 $f:\mathbb{R}^{V}arrow \mathbb{R}\cup\{\infty\}$ が対角方向に線形，即ち

$\exists r\in \mathbb{R} f(x+s1)=f(x)+rs \forall x\in \mathbb{R}^{V}, \forall s\in \mathbb{R}$

とする．このとき， $f$ が H’上で凸ならば，$f$ は $\mathbb{R}^{V}$ 全体で凸である．逆に，$f$ が $C_{p}$ で凸な

らば， $f$ は射影 $C_{p}’$ で凸である．

証明．任意の $x,$
$y\in \mathbb{R}^{V}$ に対し，ある $s,$

$t\in \mathbb{R}^{V}$ を用いて $x’:=x-s1,$ $y’:=y-t1\in H’$

となる．線形性により $f(x)=f(x’)+rs,$ $f(y)=f(y’)+rt$ なので

$\lambda f(x)+(1-\lambda)f(y) = \lambda f(x’)+(1-\lambda)f(y’)+r(\lambda s+(1-\lambda)t)$

$\geq f(\lambda x’+(1-\lambda)y’)+r(\lambda s+(1-\lambda)t)$

$= f(\lambda x+(1-\lambda)y)$ .

逆も同様に示される． $\blacksquare$

3 2次元の場合

定理 2と補題 2は定理 1を証明するために我々がなすべきことを示している．つまり， $\hat{g}$

が各超立方体 $c_{p}$ で凸であるという事実から，g
$\hat{}$

が H’で凸になることを導けばよい

$n=2$ の場合，$c_{p}$ は単位正方形で，その射影 cp’は線分になる．2つの正方形 $c_{p},$ $c_{q}$ が隣

接するとき， $C_{p}’$ と cq’は少なくとも半分重なる (図 1) 定理 2により，g
$\hat{}$

は $c_{p}$ 上で凸で

ある．よって補題 2から， $\hat{g}$ は Cp’上で凸になる． $\hat{g}$ は区分的線形なので，そのグラフを線

分 cp’に制限したものは折れ線になる．しかも凸関数であることから，折れ線の傾きは $C_{p}’$

上で単調増加である．$C_{q}’$ は cp’に少なくとも半分重なるので，折れ線の傾きは $C_{p}’\cup C_{p}’$ 上

でも単調増加である．この議論を繰り返せば，g
$\hat{}$

の傾きが直線 H’上で単調増加であること

が分かり，g
$\hat{}$

は凸となる． $\blacksquare$
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図 1: 局所的に凸の折れ線をつなぎ全体で凸にすることができる．

4 一般の場合

前節のアイディアは $n\geq 3$ のときも機能する．例えば $n=3$ のとき， $C_{p}$ は立方体， $C_{p}’$ は

正 6角形になり， $C_{p},$ $C_{q}$ が隣接するとき $C_{p}’$ と $C_{q}’$ は少なくとも 3分の 1が重なる (図 2)

図 2: $n=3$ のとき，C0’は頂点が $e_{i}’(i=1,2,3)$ , $e_{i}’+e_{j}’(i\neq j)$ の正 6角形になる．

しかし $n\geq 4$ のとき， $C_{p}’$ の対称性が崩れることが点 $p’$ と頂点 $p’+ \sum_{i=1}^{k}e_{i}’$ の距離を計

算することにより確認できる．故に，2つの超立方体 $C_{p},$ $C_{q}$ が隣接するとき $C_{p}’$ と $C_{q}’$ の

内部が重なることを (直感的には明らかに思えるかもしれないが) きちんと示す必要があ

り，その証明は自明ではない．

補題 3任意の点 $p\in \mathbb{Z}^{V}$ の射影 $p’$ は $p’=p- \frac{p(V)}{n}1$ であり，超立方体 $C_{0},$ $C_{p}$ の射影はそ

れぞれ $C_{0}’:= co\{\sum_{u\in U}e_{u}’|U\subset V\},$ $C_{p}’:=p’$ $+$ C0’になる．

証明．射影の定義から容易に導かれる．

補題 4 (a) 射影 $C_{0}’$ の頂点はある置換 $\pi$ と $1\leq k\leq n-1$ を用いて $\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’$ と書ける．
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(b) 射影 $C_{0}’$ の超平面 H’における相対内点は次で与えられる．

$\cup co\{\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’|k=1, . . . , n-1\}.$

$\pi:\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re$

(c) $C_{p}’=\{x\in H’|(e_{i}-e_{j})^{T}(x-p)\leq 1\forall i\neq j\}.$

(d) 射影 $C_{0}’$ の相対境界点は適当な $p\in \mathbb{Z}^{V}$ の $C_{p}’$ の相対内点である．

証明．(a) $:\pi(i)=i$ と仮定してよい． $c= \sum_{i=1}^{k}$ ei’をとり，LP :maximize $c^{T_{X}}$ s.t. $x\in C_{0}’$

を考える． $C_{0}’$ の代わりにその頂点を考えれば十分なので，

maximize
$c^{T}( \sum_{j\in U}e_{j}’)$

s.t. $U\subset V$. (7)

$e_{i}^{\prime T}e_{u}’=\delta_{i}u-1/n$から， $( \sum_{i=1}^{k}e_{i}’)^{T}(\sum_{j\in U}e_{j}’)=|\{1, . . . , k\}\cap U|-\frac{k|U|}{n}$ . 任意の $1\leq k\leq n-1$

に対し，$U=\{1, . . . , k\}$ は右辺の最大解である．よって，LP の最適解は $x= \sum_{i=1}^{k}e_{i}’$ であ

り，それは $C_{0}’$ の頂点である．一方， $C_{0}$ の頂点のみが $C_{0}’$ の頂点になり得るので，頂点はす

べて求まった．

(b): $c=e_{\pi(1)}-e_{\pi(n)}$ をとり， $C_{0}’$ 上で $c^{T_{X}}$ を最大化する LP を考える．(7) と同様に，

maximize
$c^{T}( \sum_{j\in U}e_{j}’)$

s.t. $U\subset V$ (8)

を考えれば十分であり， $U$ が (8) の最適解であるための必要十分条件は $\pi(1)\in U$ かつ

$\pi(n)\not\in U$ である．よって， $\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’(k=1, \ldots, n-1)$ は最適解である．また，この LP

は自明でないので，それらの凸包は $C_{0}’$ の相対境界である．

逆にがを $C_{0}’$ の相対内点とする．適当な c( $\neq$ O) $\in$ H’を選ぶと，$x^{*}$ は C0’上で $c^{T_{X}}$を最大化

する LP の最適解になる．このとき $c^{T_{X^{*}}}>0$ と仮定してよい．一方，$x^{*}+s1\in C_{0}(\exists s\in \mathbb{R})$

なので，ある置換 $\pi$ があって $x^{*}+s1\in\sigma_{\pi}$ . よって， $x^{*}+s1$ は凸結合 $\sum_{k=0}^{n}\lambda_{k}(\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)})$

で表される．この射影をとると $x^{*}= \sum_{k=1}^{n-1}\lambda_{k}(\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’)$ . 仮に $\lambda:=\sum_{k=1}^{n-1}\lambda_{k}<1$ とする

と，$c^{T_{X^{*}}}/\lambda>c^{T_{X^{*}}}$ かつ $x^{*}/\lambda\in C_{0}’$ となり，$x^{*}$ が最適であることに矛盾．故に $\lambda=1$ となり，
$x^{*}$ は凸結合 $\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’(1\leq k\leq n-1)$ で表される．

(c) :最初に $p=0$ の場合を考える．(b) の証明で示したように， $c=e_{\pi(1)}-e_{\pi(n)}$ は境界

$co\{\sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’|k=1, . . . , n-1\}$ の法線ベクトルなので， $c^{T}( \sum_{i=1}^{k}e_{\pi(i)}’)=1$ から (c) が得

られる．一般の $p$ について， $C_{p}’$ –p’ $=$ C0’なので， $x\in C_{p}’$ は $(e_{i}-e_{j})^{T}(x-p’)\leq 1\forall i\neq i$

と同値である．故に $(e_{i}-e_{j})^{T}p’=(e_{i}-e_{j})^{T}p$ から (c) が得られる．
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(d) : $C_{0}’$ の境界点 $x \in co\{\sum_{i=1}^{k}e_{i}’|k=1, . . . , n-1\}$ を考えれば十分である． $x$ は凸結合

$\sum_{k=1}^{n-1}$ 編 $\sum_{l=1}^{k}e_{l}’$ で表されるので，

$(e_{i}-e_{j})^{T}x=\{\begin{array}{ll}\sum_{k=i}^{j-1}\lambda_{k} i<j-\sum_{k=j}^{i-1}\lambda_{k} i>j.\end{array}$

(c) により，任意の $i\neq j$ で右辺が $p_{i}-pj+1$ より小さいことを示せばよい．そこで， $m$ を

$\lambda_{i}>0$ なる最小の番号 $i$ とし， $p= \sum_{i=1}^{m}e_{i}$ とおく．このとき

$p_{i}-p_{j}+1=\{\begin{array}{ll}2>\sum_{k=i}^{j-1}\lambda_{k} i\leq m<j,0>-\lambda_{m}\geq-\sum_{k=j}^{i-1}\lambda_{k} j\leq m<i,1\geq\sum_{k=m}^{j-1}\lambda_{k}>\sum_{k=i}^{j-1}\lambda_{k} m<i<j,1>-\sum_{k=j}^{i-1}\lambda_{k} m<j<i. \blacksquare\end{array}$

定理 1の証明: 任意の $x’,$ $y’\in H’$ に対し，$\hat{g}$ が線分 $|x’y’|$ 上で凸になることを示せばよい．

切り下げした点 $p=\lfloor x’\rfloor,$ $q=\lfloor y’\rfloor\in \mathbb{Z}^{V}$ をとると， $x’\in C_{p},$ $y’\in C_{q}$ . 一般に，線分 $|x’y’|$

は幾つかの射影 $C_{z}’(z\in \mathbb{Z}^{V})$ を通過し，それを $C_{p^{k}}’(k=0,1, \ldots, m)$ と表しておく．ただ

し $P^{0}:=p,$ $p^{m}:=q$ . また， $|x’y’|$ と $C_{p^{k}}’$ の共通部分を $|x_{k}’y_{k}’|$ と書くと， $x_{k}’$ と $y_{k}’$ は $C_{p^{k}}’$ の相

対境界点になる．補題 4(d) により，それらは隣接する射影の相対内点になる．よって，2

つの線分 $|x_{k}’y_{k}’|,$ $|x_{k+1}’y_{k+1}’|$ は重なり，以下 $n=2$ と同じ議論をすればよい．$\blacksquare$

定理 1の逆の本質的な部分を述べたのが次の定理である．

定理 3 $\hat{g}$ が各超立方体 $C_{p}$ 上で凸ならば，$g$ は $\mathbb{Z}^{V}$ で劣モジュラになる．

証明．Topkis[6, 定理 3.2] によれば， $g(x_{1}, \ldots, x_{n})$ が劣モジュラであるための必要十分条

件は $g$ が任意の変数の組似，$x_{j}$ ) に関して劣モジュラになることである．簡単のため，変数

図 3: この図を不等式で表してもよいし，帰納法で証明してもよい．

$x_{k}(k\neq i, j)$ を省略し $g=g(x_{1}, x_{2})$ と書くことにする．$x=(x_{1}, x_{2})$ , $y=(y_{1}, y_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ が
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比較可能，即ち， $x\leq y$ または $x\geq y$ の場合，劣モジュラ不等式 (1) は自明に成立するの

で， $x_{1}>y_{1}$ かつ $x_{2}<$ 馳の場合を考えればよい．また，平行移動により $x\wedge y=(0,0)$ と

仮定してよい．$|x_{1}-y_{1}|$ と $|x_{2}-y_{2}|$ に関する帰納法で (1) を示す． $|x_{1}-y_{1}|=|x_{2}-y_{2}|=1$

のとき，(1) は定理 2の直接の結果である．つまり

$g(O, 0)+g(1,1)\leq g(0,1)+g(1,0)$ .

$|x_{1}-y_{1}|=1$ かつ $|x_{2}-y_{2}|\geq 2$ の場合，各超立方体 $(0,1)+\{0, 1\}^{2}$ , . . . , $(0, y_{2}-1)+\{0, 1\}^{2}$

において，同じ理由により

$g(O,j)+g(1,j+1)\leq g(O,j+1)+g(1,j) (j=1, \ldots, y_{2}-1)$ .

これから

$g(O, 0)+g(1, y_{2})\leq g(O, y_{2})+g(1, y_{2}-1)$ . (9)

このとき，$y’:=(1.y_{2})$ と $x=(x_{1},0)$ について，$|x_{1}-y_{1}’|=|x_{1}-y_{1}|-1,$ $|x_{2}-y_{2}’|=|x_{2}-y_{1}|-1$

なので，帰納法の仮定により，

$g(1,0)+g(x_{1}, y_{2})\leq g(1, y_{2})+g(x_{1},0)$ . (10)

(9) と (10) を足すと結論が得られる． $\blacksquare$
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