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概要

レベル集合を用いてファジイ集合値写像の導写像を定義し、 その性質を調べる。

通常の集合をファジイ集合と区別したい場合はクリスプ集合とよぶことにする。 ファ

ジイ集合値写像の導写像は、 クリスプ集合値写像の導写像のファジイ版である。

1 準備

ファジイ集合値写像の導写像を考えるときに必要になるクリスプ集合値写像の導写像に

ついて [4] に従って準備する。 その後、 ファジイ集合に関する準備をする。

$a,$
$b\in \mathbb{R}$ に対して、 $[a, b]=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x\leq b\},$ $[a, b[=\{x\in \mathbb{R}:a\leq x<b\}, ]a, b]=$

$\{x\in \mathbb{R}:a<x\leq b\},$ $]a,$ $b[=\{x\in \mathbb{R}:a<x<b\}$ とする。

$C(\mathbb{R}^{n})$ , $\mathcal{K}(\mathbb{R}^{n})$ , $C\mathcal{K}(\mathbb{R}^{n})$ をそれぞれ $\mathbb{R}^{n}$ のすべての閉集合，凸集合，閉凸集合の集合と
する。

集合 $C\subset \mathbb{R}^{n}$ が錐であるとは、 $0\in C$ かつ任意の $x\in C,$ $\lambda\geq 0$ に対して $\lambda x\in C$ とな

るときをいう。

1.1 集合値写像の導写像

まず、 集合値写像の導写像を定義する。

定義 1 $-1$ ([4] の定義 3.4) $S\subset \mathbb{R}^{n}$ とし、 $x_{0}\in S$ とする。ベクトル $d\in \mathbb{R}^{n}$ は、 $x_{0}$ に収束

する点列 $\{x_{k}\}_{k\in N}\subset S$ および正の実数列 $\{t_{k}\}_{k\in N}\subset \mathbb{R}$ が存在して $\lim_{karrow\infty}t_{k}(x_{k}-x_{0})=d$

が成立するとき、 $S$ の $x_{0}$ における接ベクトルとよばれる。 $S$ の $x_{0}$ における接ベクトル

全体からなる集合を $S$ の $x_{0}$ における接錐といい、 $T(S;x_{0})$ とかく。

定義 $1-1$ の意味での接錐はコンティンジェント錐ともよばれる。接錐について詳しく

は例えば [1, 4] 参照。

各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に集合 $F(x)\subset \mathbb{R}^{m}$ を対応させる写像 $F$ を $\mathbb{R}^{n}$ から $\mathbb{R}^{m}$ への集合値写像と

いい、 $F:\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ と表す。
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集合値写像 $F:\mathbb{R}^{n,}\vee \mathbb{R}^{m}$ に対して

Graph$(F)=\{(x, y)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m} : y\in F(x)\}$

を $F$ のグラフという。

定義 1 $-2$ ([4] の定義 4.8) 集合値写像を $F$ : $\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ とし、 $(x_{0}, y_{0})\in Graph(F)$ と

する
$\circ$ このとき、 各 $u\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$DF(x_{0}, y_{0})(u)=\{v\in \mathbb{R}^{m}$ : $(u, v)\in T(Graph(F);(x_{0},$ $y_{0}$

によって定義される集合値写像 $DF(x_{0}, y_{0}):\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ を $F$ の $(x_{0}, y_{0})$ におけるコン

ティンジェント導写像という。

定義 $1-2$ より

Graph$(DF(x_{0}, y_{0}))=T(Graph(F);(x_{0}, y_{0}))$

である。

1.2 ファジイ集合

次に、 ファジイ集合値写像の導写像を考えるときに必要になるファジイ集合のレベル集

合に関する性質を調べる。
$\mathbb{R}^{n}$ 上のファジイ集合 $\tilde{s}$ とそのメンバーシップ関数を同一視し、 その同一視されたメン

バーシップ関数も $\tilde{s}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow[0$ , 1 $]$ と表す。 $\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上のすべてのファジイ集合の集

合とする。

$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ と $\alpha\in[0$ , 1$]$ に対して 3の $\alpha-$レベル集合は

$[\neg s_{\alpha}=\{x\in \mathbb{R}^{n}:\tilde{s}(x)\geq\alpha\}$

と定義される。

クリスプ集合 $S\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して、 $S$ の指示関数は各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$c_{S}(x)=\{\begin{array}{l}1 if x\in S0 if x\not\in S\end{array}$

である $cs:\mathbb{R}^{n}arrow\{0$ , 1 $\}$ と定義される。

$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ は

$\tilde{s}=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{[\neg s_{\alpha}}$

と表現でき、 分解定理として知られている (例えば、 [2] 参照)。

$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が閉であるとは、 $\tilde{s}$ が上半連続であるときをいう。 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が閉であるた

めの必要十分条件は、 $[\neg s_{\alpha}\in C(\mathbb{R}^{n}), \alpha\in]0$ , 1] となることである。
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$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは

訳 $\lambda$x $+$ (l- $\lambda$ ) $y)\geq\tilde{s}(x)\wedge\tilde{s}(y)$ for $x,$ $y\in \mathbb{R}^{n},$ $\lambda\in[0,$ $1|$

のときをいう。 すなわち、 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ が凸であるとは $\tilde{s}$ が準凹関数であるときをいい、 $\tilde{s}$

が凸であるための必要 $+$分条件は $[\neg s_{\alpha}\in \mathcal{K}(\mathbb{R}^{n}), \alpha\in]0$ , 1] となることである。
$C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ , $\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ , $C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ をそれぞれ $\mathbb{R}^{n}$ 上のすべての閉ファジイ集合，凸ファジイ

集合，閉凸ファジイ集合の集合とする。
$\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ がファジイ錐であるとは、 $[\urcorner s_{\alpha}\subset \mathbb{R}^{n}, \alpha\in]0$ , 1] が錐になるときをいう。

ファジイ集合値写像の導写像を考えるときに必要になるファジイ集合とレベル集合の間

の関係を調べるために

$S(\mathbb{R}^{n})=\{\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}$ : $(S_{\alpha}\subset \mathbb{R}^{n}, \alpha\in]0,1]$ and $\langle S_{\beta}\supset S_{\gamma}$ for $\beta,$ $\gamma\in$ ] $0,1$ ] with $\beta<\gamma$

と定義し、 $M:S(\mathbb{R}^{n})arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ を各 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$M( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0_{\}}1]})=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{S_{\alpha}}$

と定義する。 $\{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]}\in S(\mathbb{R}^{n})$ と $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$M( \{S_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})(x)=\sup_{\alpha\in]0,1]}\alpha c_{S_{\alpha}}(x)=\sup\{\alpha\in]0, 1] :x\in S_{\alpha}\}$

と表せる。 ただし、 $\sup\emptyset=0$ とする。 また、 分解定理は、 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$\tilde{s}=M(\{[\neg s_{\alpha}\}_{\alpha\in]0,1]})$

と表せる。

2 ファジイ集合値写像の導写像

本節では、 レベル集合を用いてファジイ集合値写像の導写像を定義し、 その性質を調

べる。

次の定義 2–1は、定義 $1-1$ のファジイ版である。

定義 2–1 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $x_{0}\in[\neg \mathcal{S}_{1}$ とする。 このとき

$\tilde{T}(\tilde{s};x_{0})=M(\{T([\neg s_{\alpha};x_{0})\}_{\alpha\in]0,1]})$

を $\tilde{S}$ の $x_{0}$ におけるファジイ接錐またはファジイコンティンジエント錐という。

$S\subset \mathbb{R}^{n}$ と $x_{0}\in S$ に対して

$\tilde{T}(c_{S};x_{0})=c_{T(S\cdot X_{0})}\}$
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となるので、 ファジイ接錐はクリスプ接錐の拡張になっている。

次の命題 2–2は、 [4] の定理 3.7のファジイ版である。

命題 2–2 $\tilde{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ とし、 $x_{0}\in[\neg s_{1}$ とする。 このとき、 次が成り立つ。

(i) $\tilde{T}(\tilde{s};x_{0})$ は閉ファジイ錐になる。

(ii) $\tilde{s}\in \mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})$ ならば、 $\tilde{T}(\tilde{s};x_{0})$ は閉凸ファジイ錐になる。

ファジイ集合値写像 $\tilde{F}:\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ と $\alpha\in$ ] $0$ , 1] に対してクリスプ集合値写像 $F_{\alpha}$ :
$\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ を各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$F_{\alpha}(x)=[\tilde{F}(x)]_{\alpha}$

と定義する。

次の定義 2–3は、 クリスプ集合値写像のグラフのファジイ版である。

定義 2–3 ファジイ集合値写像を $\tilde{F}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ とする。 $\tilde{F}$ のファジイグラフ

Graph $(\tilde{F})\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m})$ を各 $(x, y)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m}$ に対して

Graph $(\tilde{F})(x, y)=\tilde{F}(x)(y)$

と定義する。

定義 2–3より
$[$Graph $(\tilde{F})]_{\alpha}=Graph(F_{\alpha})$ , $\alpha\in$ ] $0$ , 1]

となる。

クリスプ集合値写像を $F:\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ とし、 ファジイ集合値写像 $\tilde{F}:\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ を

各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $\tilde{F}(x)=c_{F(X)}$ と定義する。 このとき

Graph$(\tilde{F})=c_{Graph(F)}$

となるので、 ファジイ集合値写像のファジイグラフはクリスプ集合値写像のグラフの拡張

になっている。

次の定義 2–4は、定義 $1-2$ のファジイ版である。

定義 2-4 ファジイ集合値写像を $\tilde{F}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ とし、 $(x_{0}, y_{0})\in[Graph(\tilde{F})]_{1}$ とす

る。 このとき

Graph $(D\tilde{F}(x_{0}, y_{0}))=\tilde{T}(Graph(\tilde{F});(x_{0}, y_{0}))$

となるファジイ集合値写像 $D\tilde{F}(x_{0}, y_{0}):\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ を $\tilde{F}$ の $(x_{0}, y_{0})$ におけるファジイ

コンティンジエント導写像という。

定義 2–4より、各 $u\in \mathbb{R}^{n},$ $v\in \mathbb{R}^{m}$ に対して

$D\tilde{F}(x_{0}, y_{0})(u)(v)=Graph(D\tilde{F}(x_{0}, y_{0}))(u, v)=\tilde{T_{\backslash }}(Graph(\tilde{F});(x_{0}, y_{0}))(u, v)$

となる。
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クリスプ集合値写像を $F$ : $\mathbb{R}^{n}\sim \mathbb{R}^{m}$ とし、 $(x_{0}, y_{0})\in Graph(F)$ とする。 ファジイ集

合値写像 $\tilde{F}:\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ を各 $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $\tilde{F}(x)=c_{F(X)}$ と定義する。 このとき、

$(x_{0}, y_{0})\in[Graph(\tilde{F})]_{1}$ となり

Graph$(D\tilde{F}(x_{0}, y_{0}))=C_{Graph(DF(x_{0},y_{0}))}$

となるので、 ファジイ集合値写像のファジイコンティンジエント導写像はクリスプ集合値

写像のコンティンジェント導写像の拡張になっている。

命題 2–5 ファジイ集合値写像を $\tilde{F}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ とし、 $(x_{0}, y_{0})\in[Graph(\tilde{F})]_{1}$ とす

る。 このとき、 任意の $u\in \mathbb{R}^{n}$ に対して

$D\tilde{F}(x_{0}, y_{0})(u)=M(\{DF_{\alpha}(x_{0}, y_{0})(u)\}_{\alpha\in]0,1]})$

となる。

ファジイ集合値写像 $\tilde{F}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ が閉-値，凸-値，閉凸-値であるとは、任意の
$x\in \mathbb{R}^{n}$ に対してそれぞれ $\tilde{F}(x)\in C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ , $\tilde{F}(x)\in \mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ , $\tilde{F}(x)\in C\mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ である

ときをいう。

命題 2–6 ファジイ集合値写像を $\tilde{F}$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ とし、 $(x_{0}, y_{0})\in[Graph(\tilde{F})]_{1}$ とす

る。 このとき、 次が成り立つ。

(i) $D\tilde{F}(x_{0}, y_{0}):\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ は閉-値になる。

(ii) Graph $(\tilde{F})\in \mathcal{K}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m})$ ならば $D\tilde{F}(x_{0}, y_{0})$ $:\mathbb{R}^{n}arrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{m})$ は閉凸-値になる。

3 結論

本稿では、 クリスプ集合値写像の導写像のファジイ版として、 ファジイ集合のレベル集

合を用いてファジイ集合値写像の導写像を定義し、 その性質を調べた。

ファジイ集合値写像の導写像に関して得られた結果は、 すべてのファジイ集合 (特に、

所謂サポート有界でないファジイ集合) を扱っているという意味で非常に一般的な結果で

ある。 ファジイ集合値写像の導写像は、最適値がファジイ集合として出力される数理モデ

ルに対して、入力またはパラメータに関する感度分析を考える場合に必要かつ重要な概念

になる。 そのような場合に、得られた一連の結果が有用であると期待できる。
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