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概要

1変数の最小化問題

$(P_{1})$ minimize $(c-x)^{2}+x^{2}$ subject to (i) $x\in R^{1}$

は双対理論を展開する上で実に示唆に富んでいる。「動的双対」 は問題 $(P_{1})$ を出発

点として美しい双対性を導いている。 そこでは「フィボナッチ相補双対性」 および

「黄金相補双対性」が成り立っていた。本論文では第 2の双対というべき 「フエンシエ

ル双対」 によって、 $(P_{1})$ から双対を展開する。

ここでは任意の自然数 $n$ に対して、 $n$ 変数 (主) 問題 $(P_{n})$ は双対問題 $(D_{n})$ との

間に 「フィボナッチー致双対性」 が成り立つことを示す。 すなわち、 主問題はフィ

ボナッチ最小解をもち、双対問題はフィボナッチ最大解もち、最小解と最大解は一

致している :最小点 $=$ 最大点、最小値 $=$ 最大値。 また、 無限変数の問題対では 「黄

金一致双対性」 が成り立つことがわかる。

1 はじめに

最近、主問題

mlnimlze $\sum_{k=1}^{n}[(x_{k-1}-x_{k})^{2}+x_{k}^{2}]$

$(P_{1})$

subject to (i) $x\in R^{n}$ , (ii) $x_{0}=c$

と双対問題

Maximize $2c \mu_{1}-\sum_{k=1}^{n-1}[\mu_{k}^{2}+(\mu_{k}-\mu_{k+1})^{2}]-2\mu_{n}^{2}$

$(D_{1})$

subject to (i) $\mu\in R^{n}$

の間には多くの興味ある関係があることがわかつてきた [3, 5-19]。それは両問題の最適解

(最適点と最適値) の間の三位一体の関係である。 すなわち、有限変数問題の対ではフイ

ボナッチ相補双対性 (Fibonacci complementary duality, FCD) であり、 無変数問題の対
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では黄金相補双対性 (Golden complementary duality, GCD) である。 この双対は動的双

対 (dynamic dual) といわれている $[14]_{0}$

本論文では、主問題 $(P_{1})$ のもう一つの双対を考えて、第二の双対問題 (D2) を導入

して、 $(P_{1})$ と (D2) の最適解の間の関係を導く。 この第二の双対をフエンシエル双対

(Fenchel dual) という。

そのために、 まず、 基本定理であるフェンシェルの双対定理を証明する。 これは凸集

合の分離定理による。 さらに、 この双対定理を用いて、 主問題 $(P_{1})$ から (第二) 双対問

題 (D2) を導く。

そして、 $n=1$ , 2, 3, . . . の各 $n$ について $n$ 変数の主問題から $n$ 変数の双対問題を導

く。 さらに、 主問題と (第二) 双対問題の最適解がフィボナッチになって、完全に一致し

ていることを示す。 すなわち、 両問題は共通なフィボナッチ最適解 (common Fibonacci
optimal solution) をもっていることがわかる。

2 フエンシエル双対

凸関数 $f:R^{n}arrow R^{1}$ および凹関数 $g:R^{n}arrow R^{1}$ の共役関数 $f^{*},$ $g_{*}:R^{n}arrow R^{1}$ はそれ

ぞれ次で定義される。

$f^{*}(\lambda)={\rm Max}_{n}x\in R[(\lambda, x)-f(x)]$ (1)

$g_{*}( \lambda)=\min_{x\in R^{n}}[(\lambda, x)-g(x)]$ . (2)

以下では簡単のため、 凸関数、 凹関数および共役関数は $R^{n}$ 上で定義され、最大値、 最

小値は存在すると仮定する。

2.1 双対定理

定理 2.1 (Fenchel duality theorem [2, 4, 20]) 関数 $f$ : $R^{n}arrow R^{1}$ は凸で、 $g$ : $R^{n}arrow R^{1}$

は凹とする。 このとき、 等式

而$n_{n}[f(x)-g(x)]={\rm Max}_{n}\lambda\in R[g_{*}(\lambda)-f^{*}(\lambda)]$ (3)

が成り立つ。

2.2 双対問題

以下では、定数 $c(\in R^{1})$ を含む目的関数の最小化 (主) 問題を考え、その双対問題を

導く。 さて、 主問題は $n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ の最小化問題

minimize $\sum_{k=1}^{n}[(x_{k-1}-x_{k})^{2}+x_{k}^{2}]$

$(P_{n})$ subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c$

216



である。 この双対問題は既に動的双対 (dynamic duality) によって導いた $[14]_{0}$ ここでは

フエンシエル双対 (Fenchel duality)によって、 双対問題を導く。

さて、 目的関数

$f(x)= \sum_{k=1}^{n}[(x_{k-1}-x_{k})^{2}+x_{k}^{2}]$ (4)

は、

$g(x)= \sum_{k=1}^{n}x_{k}^{2}, h(x)=-\sum_{k=1}^{n}(x_{k-1}-x_{k})^{2} (x_{0}=c)$ (5)

とすれば、「凸関数一凹関数」 の型

$f(x)=g(x)-h(x)$ (6)

に表されることに注意しよう。 したがって、 定理 2.1より

$\min_{x\in R^{n}}f(x)={\rm Max}\lambda\in R^{n}[h_{*}(\lambda)-g^{*}(\lambda)]$ (7)

が成り立つ。 このとき、共役関数 $g^{*},$ $h_{*}$ は簡単のため、 $\lambda$ でなく 2倍した $2\lambda$ を用いて、

次のように定義しておく。

$g^{*}(\lambda)={\rm Max}_{n}x\in R[2(\lambda, x)-g(x)]$ (8)

$h_{*}( \lambda)=\min_{x\in R^{n}}[2(\lambda, x)-h(x)]$ . (9)

このように定義しても定理 2.1も等式 (7) もそのまま成り立つことに注意しよう。

補題 2.1 (Conjugate functions) (5) の $g,$
$h$ の共役関数は次になる。

$g^{*}( \lambda)=(\lambda, \lambda)=\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{2}$ (10)

$h_{*}(\lambda)=2(b, A^{-1}\lambda)-(\lambda, A^{-1}\lambda)$

$=2c \sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}-\sum_{k=1}^{n}(\sum_{l=k}^{n}\lambda_{l})^{2}$ (11)

ここに $\lambda,$
$b\ovalbox{\tt\small REJECT} f$ n-ベクトル

$\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3}, \ldots, \lambda_{n}) , b=(c, 0,0, \ldots, 0)$
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で、 $A^{-1}$ は $n\cross n3$ 重正定値行列

$A=(00002$ $-\cdots 1-10002$ $-\cdots 100020$

$.\cdot.\cdot.\cdot$

$-100020$ $-1-10200$ $-100001)$

の逆行列である [1] :

$A^{-1}=(111111$ $222221$ $333321$

.

.
$\cdot.$

$n-2n-2n-2321$: $n-1n-1n-2321:.$ $n_{n}^{-2}n_{-1}321:)$

3 最適解

3. $1$ 1変数

1変数の目的関数

$f(x)=(c-x)^{2}+x^{2}$

は

$g(x)=x^{2}, h(x)=-(c-x)^{2}$

とすれば、「凸関数一凹関数」 の型

$f(x)=g(x)-h(x)$

に表される。 このとき、 共役関数 $g^{*},$ $h_{*}$ は

$g^{*}(\lambda)=Maxx\in R^{1}[2\lambda x-x^{2}]$

$=\lambda^{2} \hat{x}=\lambda$

$h_{*}( \lambda)=\min_{x\in R^{1}}[2\lambda x+(c-x)^{2}]$

$=2c\lambda-\lambda^{2} \dot{x}=c-\lambda.$
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よって

$h_{*}(\lambda)-g^{*}(\lambda)=2c\lambda-(\lambda^{2}+\lambda^{2})$

になる。

したがって、 1変数問題の主と双対は

minimize $(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}$

$(P_{1})$

subject to (i) $x_{1}\in R^{1}$

Maximize $2c\lambda_{1}-(\lambda_{1}^{2}+\lambda_{1}^{2})$

$(D_{1})$

subject to (i) $\lambda_{1}\in R^{1}$

になる。

主問題 $(P_{1})$ は

$\hat{x}_{1}=\frac{1}{2}c$ のとき、 最小値 $m_{1}= \frac{1}{2}c^{2}$

をもつ。 双対問題 $(D_{1})$ は

$\lambda_{1}^{*}=\frac{1}{2}c$ のとき、 最大値 $M_{1}= \frac{1}{2}c^{2}$

をもつ。 最小点は最大点に一致し、最小値は最大値に等しい :

$\hat{x}_{1}=\lambda_{1}^{*}, m_{1}=M_{1}.$

すなわち、 両問題の最適解は一致している。

$(P_{1})$ の最小値 $m_{1}$ は最小点商を用いて表すと、

$m_{1}=c(c-\hat{x}_{1})$

である。 $(D_{1})$ の最大値 $M_{1}$ は最大点 $\lambda_{1}^{*}$ で表すと、

$M_{1}=c\lambda_{1}^{*}$

である。 よって、

$c(c-\hat{x}_{1})=c\lambda_{1}^{*}$ i.e. $c-\hat{x}_{1}=\lambda_{1}^{*}.$

したがって

$\hat{x}_{1}+\lambda_{1}^{*}=c$

が成り立っている。 これは

$1+1=2$

に他ならない。
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3.2 2変数

2変数 $x=(x_{1}, x_{2})$ の目的関数

$f(x)=(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}$

は

$g(x)=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}, h(x)=-[(c-x_{1})^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}]$

とすれば、「凸関数一凹関数」 の型

$f(x)=g(x)-h(x)$

に表される。 このとき、 共役関数 $g^{*}$ , h、は

$g^{*}(\lambda, \mu)=(x,y)\in R^{2}Max[2\lambda x+2\mu y-(x^{2}+y^{2})]$

$=\lambda^{2}+\mu^{2}$

$(\begin{array}{l}\hat{x}\hat{y}\end{array})=(\begin{array}{l}\lambda\mu\end{array})$

$h_{*}( \lambda, \mu)=\min_{(x,y)\in R^{2}}[2\lambda x+2\mu y+(c-x)^{2}+(x-y)^{2}]$

$=2c(\lambda+\mu)-[(\lambda+\mu)^{2}+\mu^{2}]$

$(\begin{array}{l}\dot{x}y^{\cup}\end{array})=(\begin{array}{ll}c -(\lambda+\mu)c -(\lambda+2\mu)\end{array})$

この最小点の階差は次になる :

$(\begin{array}{l}c-x\cup\dot{x}-\dot{y}\end{array})=(\begin{array}{l}\lambda+\mu\mu\end{array})$

よって

$h_{*}(\lambda, \mu)-g^{*}(\lambda, \mu)=2c(\lambda+\mu)-[(\lambda+\mu)^{2}+\mu^{2}+(\lambda^{2}+\mu^{2})]$

になる。

したがって、 2変数問題の主と双対は

minimize $(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}$

$(P_{2})$

subject to (i) $x\in R^{2}$

Maximize $2c(\lambda_{1}+\lambda_{2})-[(\lambda_{1}+\lambda_{2})^{2}+\lambda_{2}^{2}+(\lambda_{1}^{2}+\lambda_{2}^{2})]$

$(D_{2})$

subject to (i) $\lambda\in R^{2}$
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になる。

主問題 $(P_{2})$ は

$( \hat{x}_{1},\hat{x}_{2})=\frac{c}{5}(2,1)$ のとき、 最小値 $m_{2}= \frac{3}{5}c^{2}$

をもち、 双対問題 $(D_{2})$ は

$( \lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*})=\frac{c}{5}(2,1)$ のとき、 最大値 $M_{2}= \frac{3}{5}c^{2}$

をもつ。 最小点と最大点は一致し、最小値と最大値は等しい :

$(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2})=(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*}) , m_{2}=M_{2}.$

すなわち、 両問題の最適解は一致している。

$(P_{2})$ の最小値 $m_{2}$ は最小点 $(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2})$ を用いて表すと、

$m_{2}=c(c-\hat{x}_{1})$

である。 (D2) の最大値 $M_{2}$ は最大点 $(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*})$ で表すと、

$M_{2}=c(\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*})$

である。 よって、

$c(c-\hat{x}_{1})=c(\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*})$ i.e. $c-\hat{x}_{1}=\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*}.$

したがって

$\hat{x}_{1}+\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*}=c$

が成り立っている。 これは

$2+2+1=5$

に他ならない。

3.3 3変数

3変数 $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ の目 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 6$関数

$f(x)=(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+(x_{2}-x_{3})^{2}+x_{3}^{2}$

は

$g(x)=x_{1}^{2}+x_{2}^{2}+x_{3}^{2},$ $h(x)=-[(c-x_{1})^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+(x_{2}-x_{3})^{2}]$
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とすれば、「凸関数一凹関数」の型

$f(x)=g(x)-h(x)$

に表される。 このとき、 共役関数 $g^{*}$ , h、は

$g^{*}(\lambda, \mu, \nu)=(x,y.z)\in R^{3}Max[2\lambda x+2\mu y+2\nu z-(x^{2}+y^{2}+z^{2})]$

$=\lambda^{2}+\mu^{2}+\nu^{2}$

$(\begin{array}{l}\hat{x}\hat{y}\hat{z}\end{array})=(\begin{array}{l}\lambda\mu\nu\end{array})$

$h_{*}( \lambda, \mu, \nu)=\min_{(x,y.z)\in R^{3}}[2\lambda x+2\mu y+2\nu z+(c-x)^{2}+(x-y)^{2}+(y-z)^{2}]$

$=2c(\lambda+\mu+\nu)-[(\lambda+\mu+\nu)^{2}+(\mu+\nu^{2})+\nu^{2}]$

$(\begin{array}{l}\dot{x}y^{\cup}\dot{z}\end{array})=(\begin{array}{lll}c -(\lambda+\mu+\nu) c -(\lambda+2\mu +2v)c -(\lambda+2\mu +3\nu)\end{array})$

この最小点の階差は次になる :

$(\begin{array}{l}c-\dot{x}\dot{x}-\dot{y}y^{\cup}-\dot{z}\end{array})=(\begin{array}{l}\lambda+\mu+\nu\mu+\nu v\end{array})$

よって

$h_{*}(\lambda, \mu, \nu)-g^{*}(\lambda, \mu, \nu)$

$=2c(\lambda+\mu+\nu)-[(\lambda+\mu+\nu)^{2}+(\mu+\nu^{2})+\nu^{2}+(\lambda^{2}+\mu^{2}+\nu^{2})]$

になる。

したがって、 3変数問題の主と双対は

minimize $(c-x_{1})^{2}+x_{1}^{2}+(x_{1}-x_{2})^{2}+x_{2}^{2}+(x_{2}-x_{3})^{2}+x_{3}^{2}$

$(P_{3})$

subject to (i) $x\in R^{3}$

Maximize $2c(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})-[(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})^{2}+(\lambda_{2}+\lambda_{3})^{2}+\lambda_{3}^{2}$

$+(\lambda_{1}^{2}+\lambda_{2}^{2}+\lambda_{3}^{2})]$

$(D_{3})$

subject to (i) $\lambda\in R^{3}$
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になる。

主問題 $(P_{3})$ は

$\hat{x}=(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2},\hat{x}_{3})=\frac{c}{5}(5,2,1)$ のとき、 最小値
$m_{3}=\overline{13}^{\mathcal{C}}$

82

をもち、 双対問題 $(D_{3})$ は

$\lambda^{*}=(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*}, \lambda_{3}^{*})=\frac{c}{13}(5,2,1)$ のとき、 最大値 $M_{3}= \frac{8}{13}c$

をもつ。 最小点は最大点に一致し、最小値は最大値に等しい :

分 $=\lambda^{*},$ $m_{3}=M_{3}.$

すなわち、 両問題の最適解は一致している。

$(P_{3})$ の最小値 $m_{3}$ は最小点 $(\hat{x}_{1},\hat{x}_{2},\hat{x}_{3})$ を用いて表すと、

$m_{3}=c(c-\hat{x}_{1})$

である。 $(D_{3})$ の最大値 $M_{3}$ は最大点 $(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*}, \lambda_{3}^{*})$ で表すと、

$M_{3}=c(\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*}+\lambda_{3}^{*})$

である。 よって、

$c(c-\hat{x}_{1})=c(\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*}+\lambda_{3}^{*})$ i.e. $c-\hat{x}_{1}=\lambda_{1}^{*}+\lambda_{2}^{*}+\lambda_{3}^{*}$

したがって

$\hat{x}_{1}+\lambda_{1}^{*}+\lambda;+\lambda_{3}^{*}=c$

が成り立っている。 これは

$5+5+2+1=13$

に他ならない。

3.4 $n$ 変数

さて、 $n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ の目 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 6\backslash$関数

$f(x)= \sum_{k=1}^{n}[(x_{k-1}-x_{k})^{2}+x_{k}^{2}]$

は

$g(x)= \sum_{k=1}^{n}x_{k}^{2}, h(x)=-\sum_{k=1}^{n}(x_{k-1}-x_{k})^{2}$
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とすれば、「凸関数一凹関数」 の型

$f(x)=g(x)-h(x)$

に表される。 このとき、 共役関数 $g^{*}$ , h、は

$g^{*}( \lambda)={\rm Max}_{n}x\in R[2\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}x_{k}-\sum_{k=1}^{n}x_{k}^{2}]$

$= \sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{2}$

$(\begin{array}{l}\hat{x}_{1}\hat{x}_{2}\vdots\hat{x}_{n}\end{array})=(\begin{array}{l}\lambda_{1}\lambda_{2}\vdots\lambda_{n}\end{array})$

$h_{*}( \lambda)=\min_{x\in R^{n}}[2\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}x_{k}+\sum_{k=1}^{n}(x_{k-1}-x_{k})^{2}]$

$=2c \sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}-\sum_{k=1}^{n}(\sum_{l=k}^{n}\lambda_{l})^{2}$

$(\begin{array}{l}x_{1}\cup\dot{x}_{2}x_{3}\cup\vdots\dot{x}_{n}\end{array})=(c-\sum_{k=1}^{-}k\lambda_{k}c^{-}(\lambda_{1}+2\lambda_{2}+\sum_{k=3}^{n}3\lambda_{k})c(\lambda_{1}+\sum_{k=2}^{n}2\lambda_{k})c-\sum^{n}\lambda_{k}k=1n]$

この最小点の階差は次になる :

$(\begin{array}{l}c-\dot{x}_{1}\dot{X}_{1^{-x}2}^{\cup}\dot{x}_{2}-\dot{x}_{3}\vdots\dot{x}_{n-1}-\dot{x}_{n}\end{array})=(\begin{array}{l}\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}\sum_{k=2}^{n}\lambda_{k}\sum_{k=3}^{n}\lambda_{k}\vdots\lambda_{n}\end{array})$
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よって

$h_{*}( \lambda)-g^{*}(\lambda)=2c\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}-[\sum_{k=1}^{n}(\sum_{l=k}^{n}\lambda_{l})^{2}+\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{2}]$

になる。

したがって、 $n$ 変数問題の主と双対は

minimize $\sum_{k=1}^{n}[(x_{k-1}-x_{k})^{2}+x_{k}^{2}]$

$(P_{n})$ subject to (i) $x\in R^{n}$

(ii) $x_{0}=c$

Maximize $2c \sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}-[\sum_{k=1}^{n}(\sum_{l=k}^{n}\lambda_{l})^{2}+\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{2}]$

$(D_{n})$

subject to (i) $\lambda\in R^{n}$

になる。

主問題 $(P_{n})$ は

$\hat{x}=$
$( \hat{x}_{1}, \hat{x}_{2}, . . . , \hat{x}_{n-1}, \hat{x}_{n})=\frac{c}{F_{2n+1}}(F_{2n-1}, F_{2n-3}, . . . , F_{3}, F_{1})$

のとき、 最小値

$m_{n}= \frac{F_{2n}}{F_{2n+1}}c^{2}$

をもち、 双対問題 $(D_{n})$ は

$\lambda^{*}=$
$(\lambda_{1}^{*}, \lambda_{2}^{*}, \ldots, \lambda_{n-1}^{*}, \lambda_{n}^{*})$ $=$ $\frac{\mathcal{C}}{F_{2n+1}}(F_{2n-1}, F_{2n-3}, \ldots, F_{3}, F_{1})$

のとき、最大値

$M_{n}= \frac{F_{2n}}{F_{2n+1}}c^{2}$

をもつ。 最小点は最大点に一致し、最小値は最大値に等しい :

分 $=\lambda^{*},$ $m_{n}=M_{n}.$

すなわち、 両問題の最適解は一致している。

最小値 $m_{n}$ は最小点 $\hat{x}$ を用いて表すと、

$m_{n}=c(c-\hat{x}_{1})$
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である。 最大値 $M_{n}$ は最大点 $\lambda^{*}$ で表すと、

$M_{n}=c \sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{*}$

である。 よって、

$c(c- \hat{x}_{1})=c\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{*}$ ie. $c- \hat{x}_{1}=\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{*}.$

したがって

$\hat{x}_{1}+\sum_{k=1}^{n}\lambda_{k}^{*}=c$

が成り立っている。 これはフィボナッチ数列 $\{F_{n}\}$ が

$F_{2n-1}+ \sum_{k=1}^{n}F_{2n-2k+1}=F_{2n+1}$

を満たすことに他ならない。
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