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行列多項式 $I+A+A^{2}+\cdots+A^{N-1}$ の計算における

行列乗算回数

松本 耕太朗 $*$ 高木

1 はじめに

行列多項式 $G(N, A)=I+A+A^{2}+\cdots+A^{N-1}$

( $A$ は正方行列) の計算は，三角行列の関数の計算 [6]

や，ラドン変換における逆写像の計算 [7] などで現

れる． $G(N,A)$ の計算において，計算時間の多くを

占める演算は行列乗算である．特に $A$ の次数が大き

い場合，行列の乗算に多大な計算時間を要するため，

行列乗算の回数を削減することが重要である．また，

行列乗算の回数を削減することは，丸め誤差の蓄積

による精度の低下を抑制する上でも重要である． こ

のため，行列乗算の回数の少ない計算法の研究がな

されてきた．これまでに， $G(N,A)$ に特有の性質を

利用することで，少ない行列乗算回数で計算を行う

手法が考案されてきた [1-5]. これらの計算法では，

行列乗算回数が $\log N$ に比例する．

Westreich [1] は， $N$ が $N=S\cross T$ と因数分解で

きるとき， $G(N,A)=G(S,A)*G(T,A^{S})$ により計

算できることを利用し， $N$ の素因数分解に基づく計

算法を提案した．(本稿では， $*$ は行列の乗算を表す)

さらに，この計算法による行列乗算回数が $3\lfloor\log_{2}N\rfloor$

以下であることを示した．

Lei と Nalcamura [2] は， $N$ の 2進表現に基づく計

算法を提案し， $N$ の 2進表現が $[1x_{n-2}x_{n-3}\cdots x_{0}]_{2}$

であるとき，行列乗算回数が $2\lfloor\log_{2}N\rfloor-2+x_{\mathfrak{n}-2}$

であることを示し，これが行列乗算回数の下限である

と推測した．Roy とMinocha [3] も， $N$ の 2進表現に

基づく計算法を提案し，行列乗算回数が $2\lfloor\log_{2}N\rfloor-2$

以上， $3\lfloor\log_{2}N\rfloor-3$ 以下であることを示したが，行
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列乗算回数は Lei と Nakamuraの計算法より少なく

なることはない．

Dimitrov と Donevsky [4] は， $N$ の 3進表現に基

づく計算法を提案し，3進表現において桁の数が 2

である割合を $\beta$ とするとき，行列乗算回数がおよ

そ $(3+\beta)\lfloor\log_{3}N\rfloor$ であることを示すことで，Lei と

Nalcamura の推測が正しくないことを示した．

Dimitrov と Cooklev [5] は，桁の数として 2を含

まない $N$ の 2進 3進混合表現に基づく計算法を提案

し，いくつかの $N$ について，行列乗算回数がそれま

でに知られていた計算法よりも少ないことを示した．

本稿では，これまでに提案された計算法よりも，必

要な行列乗算回数が少ない $G(N, A)$ の計算法を提案

する．まず， $G(S, A)*G(T,A^{S})$ の計算において用

いる $A^{S}$ の新しい計算法を示す．この計算法により，

$S$ の値によらず， $A^{S}$ を $G(S, A)$ から一回の行列乗算

で計算することができる．次に，この $A^{S}$ の計算法

を，素因数分解に基づく手法，および混合基数表現

に基づく手法それぞれに適用することで，行列乗算

の回数の少ない計算法を提案する．それぞれの手法

について，計算機を用いた実験による行列乗算回数

の比較，および，マルコフ連鎖を用いた平均の行列

乗算回数の比較を示す．

本稿の構成は次のようになる．2節で，既存の計算

法と行列乗算回数について述べる．3節で，$G(N, A)$

の計算に関する新しい計算法を提案する．4節で，平

均乗算回数に関する評価を行い，5節で，各 $N$ につ

いて，各計算法の行列乗算回数の比較を行う．5節

で，本稿のまとめを述べる．
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2 既存の計算法

2.1 $N$ の素因数分解に基づく計算法 [1]

Westreich は， $N$ が $N=S\cross T$ と因数分解でき

るとき，

$G(N,A)=G(S, A)*G(T, A^{S})$ (1)

が成立することを利用し， $N$ の素因数分解に基づく

計算法を提案した．この手法では，まず，対象とす

る $N$ の最大値を $N_{\max}$ とし， $N_{\max}$ 以下のすべて

の素数 $p$ について，事前に $G(p, A)$ と $A^{p}$ の行列乗

算回数最小の計算法を求めておく． $A^{p}$ の計算にお

いては， $G(p, A)$ の計算過程で現れる $A$ のべき乗を

利用する．[1] に示された，31以下の素数に対する

$G(p, A)$ と $A^{p}$ の行列乗算回数最小の計算法を，表 1

に示す．(次節で述べるが， $A^{p}$ は，より少ない行列

乗算回数で計算することができる．) $N$ が与えられれ

ば， $N=\Pi_{1=1}^{m}p_{i}$ $(p_{1}\leq p_{1+1})$ と素因数分解し，

$G(N,A)=G(p_{1}, A)*G(p_{2}, A^{p_{1}})*\cdots$

$*G(p_{m}, A^{p_{1}p_{2}\cdots p_{m-1}})$

により計算する．

この計算法による行列乗算の回数は，

$\sum_{:=1}^{m}MMC_{m1n}(p_{1})+\sum_{:=1}^{n-1}MPC(p_{i})+m-1$

となる．ここに， $MMC_{m1n}(p_{i})$ は $G(p_{1},A)$ を計算

するために必要な最小の行列乗算回数，$MPC(p:)$ は

$A^{r:}$ を $G[p_{i}, A)$ の計算に現れる $A$ のべき乗を利用し

て計算するために必要な行列乗算回数である．この

計算法では， $G(N,A)$ の計算に必要な行列乗算回数

が 3 $\cdot$ $\lfloor\log_{2}N\rfloor$ 以下であることが示されている．

たとえば， $G(35, A)$ は， $35=5\cdot 7$ より，

$G(35,A)$ $=$ $G(5, A)*G(7, A^{5})$

$= (I+(I+A^{2})*(A+A^{2}))$

$*(I+(A^{5}+(A^{5})^{2})$

$*(I+(A^{5})^{2}+(A^{5})^{4}))$

と計算される．行列乗算回数は， $G(5, A)$ の計算に

2回， $A^{5}$ の計算に 2回， $G(7, A^{5})$ の計算に 3回，

$G(5, A)$ と $G(7, A^{5})$ を掛け合わせるために 1回必要

となり，計 8回となる．

この計算法では，事前に $N_{\max}$ 以下のすべての素

数 $p$ について， $G(p, A)$ の乗算回数最小の計算法を

求めておく必要があり，実現が困難である．そのた

め，Waetreich は，

$G(ST+1, A)=I+A*G(S,A)*G(T, A^{S})$ (2)

と計算できることに着目し，この計算法を改良した．

事前に小さいものから $k$ 番目までの素数，すな

わち $\Pi_{k}=\{2$ , 3, 5, $\cdots$ , $p_{k}\}$ の元となる素数に限り，

$G(p, A)$ と $A^{p}$ の乗算回数最小の計算法を求めてお

く $\bullet$

$N$ が与えられれば，これを素因数分解し， $k$ 番

目より大きな素数 $q$ を含む場合は， $G(q, B)$ $(B$ は

$A$ のべき乗) を $I+B*G(q-1, B)$ により計算する．

$G(q-1, B)$ の計算は， $q-1$ の素因数分解に基づい

て行う．再び $k$ 番目より大きな素数が現れれば，こ

の方法を再帰的に適用する．

例として， $N_{nax}=1000$ , 素数の集合 $\Pi_{k}$ として

$\sqrt{N_{\max}}$ 以下のすべての素数をとるとき $(k=11)$

の， $N=205$ の場合の $G(205, A)$ の計算を考える．

$205=5\cdot 41=5\cdot(2\cdot 2\cdot 2\cdot 5+1)$ より， $G(205, A)$ は，

$G(205,A)=(I+(I+A^{2})*(A+A^{2}))$

$*(I+A^{5}*(I+A^{5})*(I+A^{10})$

$*(I+A^{20})$

$*(I+(I+A^{80})*(A^{40}+A^{80}$

として計算される．この計算に必要な行列乗算の回

数は 14となる．

2.2 $N$ の 2進表現に基づく計算法 [2]

Lei と Nakamura は， $G$ の因数分解に基づく式で

ある，式 (1), および，式 (2) において， $S=2$ の場

合に基づき，以下の場合分けに従い再帰的に計算を
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表 1: 31以下の素数に対する $G(p, A)$ および $A^{P}$ の行列乗算回数最小の計算法

行う計算法を提案した．(以降，2進計算法と呼ぶ．)

$G(N, A)=\{\begin{array}{l}(I+A)*G(T, A^{2}) if N=2TI+(A+A^{2})*G(T, A^{2}) if N=2T+1\end{array}$

この計算法では， $N=2T$ の場合は，式 (1) を適用

する式変形を行い，$N=2T+1$ の場合は，式 (2) を

適用する式変形を行う．これらを再帰的に適用する

ことで，計算式を得る．再帰の各ステップでは， $A$

から $A^{2}$ を計算するための乗算，および， $(I+A)$ も

しくは $(A+A^{2})$ と $G(T, A^{2})$ との乗算の計 2回の行

列乗算が必要である．また，この計算法により得ら

れる $G(N, A)$ の式は， $N$ の 2進展開に対応する．

一般に，2進計算法では， $G(N, A)$ の計算におけ

る行列乗算の回数 $MMC_{2}(N)$ は， $N$ の 2進表現が

$[1x_{n_{-2}}\ldots xo]_{2}$ のとき， $2(\lfloor\log_{2}N\rfloor-1)+x_{n-2}$ と

なる． $n=$ $\lfloor\log_{2}N\rfloor+1$ であるので， $n$ を用いて

$MMC_{2}(N)$ を表すと，$MMC_{2}(N)=2(n_{-2)+Xn-2}$

となる．

2.3 $N$の 3進表現に基づく計算法 [4]

Dimitrov と Donevsky は，式 (1), および，式 (2)

において $S=3$ の場合に基づき，以下の場合分け

に従い再帰的に計算を行うアルゴリズムを提案した．

(以降，3進計算法と呼ぶ．)

$G(N, A)=\{\begin{array}{l}(I+A+A^{2})*G(T, A^{3})if N=3TI+(A+A^{2}+A^{3})*G(T, A^{3})if N=3T+1I+A+A*(A+A^{2}+A^{3})*G(T, A^{3})if N=3T+2\end{array}$

この計算法では，2進計算法と同様に， $N=3T$ の

場合は，式 (1) を適用し，$N=3T+1$ の場合は，式

(2) を適用する． $N=3T+2$ の場合は，これらの

二つの場合より一回多い行列乗算回数により計算す

る．これらを再帰的に適用することで，計算式を得

る．したがって，再帰の各ステップでは，$N=3T$

のとき，および，$N=3T+1$ のときの行列乗算は 3

回， $N=3T+2$ のときの行列乗算は 4回となる．

この計算法により得られる $G(N, A)$ の式は， $N$ の

3進展開と対応する．

一般に，3進計算法では，$N$ の 3進表現が

$[x_{n-1}x_{n-2}\ldots xo]_{3}$ であるとき，$G(N, A)$ の計算にお
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ける行列乗算回数 $MMC_{3}(N)$ は，

$MMC_{3}(N)= \sum_{:=0}^{n-3}f(x_{i})+\epsilon_{3}(N)$

となる．ここで，

$f(x_{i})=\{\begin{array}{l}3if x. =0, 14 if x_{1}=2\end{array}$

$\epsilon_{3}(N)=\{\begin{array}{l}x_{\mathfrak{n}-2}+1 if x_{n-1}=1f(x_{n-2}) if x_{n-1}=2\end{array}$

である．

3進計算法では，3進表現において桁の数が 2で

ある割合が $21\circ g_{2}3-3$未満となる $N$ については，2

進計算法よりも乗算回数が少なくなる．しかし，桁

の数が 2である割合が多い $N$ については，2進計算

法よりも乗算回数が多くなる．

2.4 $N$ の 2進 3進混合表現に基づく計算

法 [5]

3進計算法では，$N=3T+2$ の場合に対応するス

テップでの行列乗算回数が，他の場合の行列乗算回

数より 1回多くなる．そこで，Dimitrovと Cooklev

は，3進計算法を改良し，$N=3T+2$ の場合には

2進計算法を適用し，以下の場合分けに従い再帰的

に計算を行うアルゴリズムを提案した．(以降，DB

(double base) 法と呼ぶ．)

$G(N, A)=\{\begin{array}{l}(I+A+A^{2})*G(T, A^{3})if N=3TI+(A+A^{2}+A^{3})*G(T, A^{3})if N=3T+1(I+A)*G(3T+1, A^{2})if N=3(2T)+2I+(A+A^{2})*G(3T+2, A^{2})if N=3(2T+1)+2\end{array}$

(3)

この場合分けに従い得られる $G$ の式は， $N$ の桁の

値として 2を含まない 2進 3進混合表現への展開と

対応している．

DB 法による $G(N, A)$ の行列乗算回数

$MMC_{DB}(N)$ は，

$MMC_{DB}(N)= \sum_{:=0}^{\mathfrak{n}-3}r_{1}+x_{n-2}^{[r_{n-2}]}+r_{\mathfrak{n}-2}-2$

多くの $N$ については，DB 法による計算に必要

な行列乗算回数は，2進計算法や 3進計算法による

計算に必要な行列乗算回数以下となる．たとえば，

$N=35$ の場合，2進計算法，3進計算法，DB 法に

より計算する場合に必要な行列乗算回数は，それぞ

れ 8, 9, 8回となる．また， $N$ の桁の数に 2を含

まない 2進 3進混合表現は，複数存在する．式 (3)
に従う展開が，それらの表現と対応する計算式のな

かで，行列乗算回数最小になるとは限らない．

3 提案手法

$G(p, A)$ から $A^{p}$ を計算する新しい方法と，剰余が

1の場合に対応する式に関する新しい計算法を提案

し，それを因数分解による手法と，混合基数表現に

基づく手法にそれぞれ組み込むことで， $G(N, A)$ を

計算するための新しい計算法を提案する．

3.1 $G(p, A)$ からの $A^{p}$ の計算法

Westreich は， $A^{p}$ を $G(p, A)$ の計算で現れる $A$ の

べき乗を利用し， $\log_{2}p$ 回以下の行列乗算で求めて

いた [1]. 本項では， $G(p, A)$ から $A^{p}$ を 1回の行列

乗算回数で計算する方法を説明する． $G(p, A)$ が得

られているとき，次式に示すように， $A^{p}$ は， $p$ によ

らず 1回の行列乗算で計算することができる．

$A^{p}=G(p, A)*(A-I)+I$

この計算法により，Westreichの手法と比較して，5

以上の素数で因数分解する場合は， $A^{p}$ の計算法とし

て，行列乗算回数を削減することができる．
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例として， $G(35, A)$ の計算を考える．素因数分解

による手法では，次式に示すように， $G$ の素因数分

解に基づき計算される．

$G(35, A)=G(5, A)*G(7, A^{5})$

$=(I+(I+A^{2})*(A+A^{2}))*G(7, A^{5})$

Westreichの計算法では，表 1にあるように， $A^{5}$ を，

$A^{5}=A*A^{2}*A^{2}$ として 2回の行列乗算で計算する．

一方，ここで提案した計算法では， $A^{5}=G(5, A)*$

$(A-I)+I$ として 1回の行列乗算で計算できる．

3.2 剰余が 1の場合と対応する計算法

$N=ST+1$ が成り立つとき， $G(N, A)$ は次式の

ように変形できる．

$G(N, A)=I+A*G(S, A)*G(T,A^{S})$

2進計算法の分岐式にあるように，$S=2$ のとき，こ

の式を式 (4) として計算することで， $G(2T, A)$ の計

算の $G(T, A^{2})$ の計算への還元を，$c(\pi+1, A)$ の計

算の $G(T, A^{2})$ の計算への還元 (式 (5)) に必要な行

列乗算回数と同じ行列乗算回数で行うことができる．

$G(N, A)=I+(A+A^{2})*G(T, A^{2})$ (4)

$G(N, A)=(I+A)*G(T, A^{2})$ (5)

3進計算法の分岐式にあるように， $S=3$ の場合も

同様に， $G(3T, A)$ の計算の $G(T, A^{3})$ の計算への還

元を， $G(3T+1, A)$ の計算の $G(T, A^{3})$ の計算への

還元に必要な行列乗算回数と同じ行列乗算回数で行

うことができる．

一方， $S>3$ の場合には， $G(ST, A)$ の計算を

$G(T, A^{S})$ に還元するために必要な行列乗算と同じ

回数で， $G(ST+1)$ の計算を $G(T, A^{S})$ に還元する

計算法はこれまでに考慮されていなかった．次式を用

いることで，そのような計算法を得ることができる．

$G(N, A)=I+(G(S, A)+A^{S}-I)*G(T, A^{S})$

実際， $G(ST, A)$ の計算を $G(T, A^{S})$ の計算に還元す

る場合には， $G(S, A)$ の計算に必要な行列乗算と，

$G(S, A)$ を用いて $A^{S}$ を計算するための一回の行列

乗算，および， $G(S, A)$ と $G(T, A^{S})$ の間の一回の

行列乗算が必要となる．一方， $G(ST+1)$ の計算を

$G(T, A^{S})$ に還元する場合には， $G(S, A)$ を計算に必

要な行列乗算と，項 $(G(S, A)+A^{s}-I)$ に含む $A^{S}$ を

$G(S, A)$ から計算するための一回の行列乗算，およ

び，項の間の一回の行列乗算が必要となる．$G(T, A^{S})$

の計算には，項 $(G(S, A)+A^{S}-I)$ において計算し

た $A^{S}$ を再び用いる．

3.3 因数分解に基づく新しい計算法

項 3.1, 項 3.2で示した， $A^{p}$ の $G(p, A)$ からの計

算法，および，剰余が 1の場合に対応する計算法を，

因数分解に基づく計算法に組み込むことで，$G(N, A)$

を計算するための新しい計算法を提案する．また，こ

れまでの評価で， $N=16$ , 34については， $G(N, A)$

を因数分解による計算法に基づき，次式のように計

算するよりも，DB 法により計算するほうが，1回少

ない行列乗算で計算できることが分かっている．

$G(16, A)=G(2, A)*G(2, A^{2})$

$*G(2, A^{4})*G(2, A^{8})$

$G(34, A)=G(2, A)*G(2, A^{2})$

$*G(2, A^{4})*G(2,A^{8})$

したがって，因数の候補として，素因数だけでなく，

16, 34も含める．以降，本項で提案する新しい計算

法を，Decomp 法と呼ぶ．

Decomp 法では，31以下の素数全体の集合 $\Pi=$

$\{2$ , 3, 5, $\cdots$ , 29, 31 $\}$ に，{16, 34} を加えた集合 $S=$

$\{2$ , 3, 5, 7, 11, 13, 16, 17, 19, 23, 29, 31, 34$\}$ を因数の候

補として因数分解を行う．ただし，34, 16, $p\in\Pi$

の順に因数分解を試みる．

$N$ が与えられたとき， $S$ に含まれる因数による

$N$ の因数分解 $N=s_{1}s_{2}s_{3}\cdots s_{m}t(s_{i}\in S,$ $s_{i}\leq$

$s_{i+1},$ $s_{i}$ (t)に従い，$G(N, A)$ について次式のよう
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に因数分解を行う．

$G(N, A)=G(s_{1}, A)*G(s_{2}, A^{\iota_{1}})$

$*\cdots*G(s_{m}, A^{\iota_{1}\iota_{2}\cdots\iota_{n-1}})$ (6)

この $G$ の積を，左の $G$ から順に計算していくこと

で， $G(N, A)$ を計算する． $s_{1}\in S$ となる因数 $s_{,}$ につ

いては， $G(s_{i}, B)$ ( $B$ は $A$ のべき乗) を DB 法によ

り計算する．$t\not\in S$ となる因数 $t$ については，$G(t, B)$

を，次式に従い計算する．

$G(t,B)=I+B*G(t-1,B)$ (7)

ただし， $G(t-1, B)$ は，Decomp法により計算を行

う．また， $S$ による因数分解において，$t-1$ が二つ以

上の因数に分解されるとき，すなわち $t-1=r\cross u,$

$r\in S$ と因数分解されるとき，項 3.2で提案した桁

が 1の場合と対応する計算法を用いることで，式 (8)

として計算を行うことができる．

$G(t,B)=I+(G(r, B)+B^{r}-I)*G(u,B^{r})$ (8)

一般に， $N$ の因数分解として $N=s_{1}s_{2}s_{3}\cdots s_{m}t$

$(s_{i}\in S, s_{i}\leq s_{1+1}, s_{i}\dagger t)$ が得られたとき，Decomp

法で $G(N,A)$ を計算したときに必要な行列乗算回数

$MMC_{Derp}(N)$ は，次式で与えられる．

$MMC_{Decmp}(N)= \sum_{s\in S}$ MMCDB(s)

$+MMC_{Demp}(t-1)$

$+\epsilon_{t-1}+2(m-1)$

ここで， $\epsilon_{t-1}$ は，次式で与えられる．

$\epsilon_{t-1}=\{\begin{array}{l}0 if t-1=ru(r,u\in S)1 if otherwise\end{array}$

3.4 混合基数表現に基づく新しい計算法

まず，基数を追加することによって行列乗算回数

が削減されるかどうかを見積もるため，基数 $r$ とそ

の桁の値 $x$ に対して，次式として $\omega st(r, x)$ を定義

する．

$\omega st(r, x)=\frac{MM(r,x)}{\log_{2}r}$

表 2: 7までの素数についての cost

ここで，MM$(r,x)$ は， $N=r*s+r$ の場合に，
$G(N, A)$ の計算を $G(s, A^{r})$ の計算に還元するために

必要な行列乗算回数である．たとえば，MM$(3,1)$ は，

$G(N, A)=I+(A+A^{2}+A^{3})*G( \lfloor\frac{N-1}{a}\rfloor,A^{3})$ とい

う展開において， $G(N, A)$ の計算を， $G( \lfloor\frac{N-1}{3}\rfloor, A^{3})$

の計算に還元するために必要な行列乗算回数，すな

わち 3となる．cost$(r, x)$ は，二進展開したときの桁

あたりの行列乗算回数という意味を持つ．

7までの素数について，costをまとめたものを表

2に示す．

cost $(r, x)$ が 2以下であるとき，基数 $r$ とその桁の

値 $x$ に対応する計算法を分岐式に含めることにより，

平均の行列乗算回数を削減できることが期待される．

したがって，表 2において，costが 2以下をとる場

合をすべて混合基数に含めた計算法を，式 (9) とし

て提案する．以降，この計算法を， $QB_{2+3+7+5+}$ 法

とよぶ．「 $+$」 は，桁として 1をとることを意味して

いる．cost$(5,0)$ , cost $(5,1)$ は cost $(7,0)$ , cost$(7,1)$

より小さいため，この計算法では，基数として 7よ

りも 5を優先させる．基数として 5, および 7をと

る場合， $A^{5}$ , および $A^{7}$ は，節 3.1で提案した計算

法を用いて， $G(5, A)$ , もしくは $G(7, A)$ から 1回の

行列乗算で計算する．
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この計算法により，$N=$

$[1x_{n-2}^{[]}r_{n-2}\ldots x_{2}^{[r_{2}]}x_{1}^{[r_{1}]}],$
$r_{i}$

$\in$ {2, 3, 5, 7} と表現さ
れたとき， $G(N, A)$ の計算に必要な行列乗算回数

$MMC_{QB_{2+3+7+5+}}(N)$ は，次式で表される．

$MMC_{QB_{2+3+7+5+}}(N)= \sum_{i=0}^{n-2}a_{i}+^{n}\sum_{*}$

ここで，

$a_{i}=\{\begin{array}{l}3+x_{l} if r_{i}=72+x_{i} if r_{i}=51十窺 if r_{i}=30+x_{i} if r_{l}=2\end{array}$

$b_{i}=2-X_{i}$

となる．

4 平均行列乗算回数の評価

計算過程における剰余の移り変わりをマルコフ連

鎖とみなすことで，klog$2N$ の形で平均乗算回数を

算出した．例として，DB 法の場合について考える．
$p_{j}^{(i)},$ $i\in\{0$ , 1, 2, 3, 4, 5 $\}$ を DB 法の分岐式に従った

再帰の $j$ 番目のステップで，商が $6k+i$ の形で表さ

れる値をとる確率とする．このとき，商と余りに着

目することにより，式 (10) $\sim(15)$ のような漸化式が

得られる．

$p1^{1)}++1_{-、}^{4)}p_{j}^{(0)}= \frac{1}{3,1}p_{j-1}^{(0)}+\frac{1}{3,1}p_{j-}^{(1)}$

(10)

(11)

$p1^{2)_{=\frac{1}{3}p}}1_{-1}^{0)}+ \frac{1}{3}p_{j-1}^{(1)}+\frac{1}{2}p_{j-1}^{(5)}$ (12)

$p_{j}^{(3)}= \frac{1}{3}p_{j-、}^{(3)}+\frac{1}{3}p_{j-、}^{(4)}$ (13)

$p_{j}^{(4)}= \frac{1}{3}p_{j-1}^{(0)}+\frac{1}{3}p_{j-1}^{(1)}+\frac{1}{2}p_{j-1}^{(2\rangle}$ (14)

$p_{j}^{(5)}= \frac{1}{3}p_{j-1}^{(3)}+\frac{1}{3}p_{j-1}^{(4)}+\frac{1}{2}p_{j-1}^{(5)}$ (15)

$p_{0}^{(0)}=p_{0}^{(1)}=p_{0}^{(2)}=p_{0}^{(3)}=p_{0}^{(4)}=p_{0}^{(5)}$ 誌とおく
と，定常分布は，

$p_{\infty}^{(0)}=p_{\infty}^{(3)}=0.1$

$p_{\infty}^{(1)}=p_{\infty}^{(2)}=p_{\infty}^{(4)}=p_{\infty}^{(5)}=0.2$

と算出される．基数に 3をとる確率 $p\tau=p_{0}^{(0)}+p_{0}^{(1)}+$

$p_{0}^{(3)}+p_{0}^{(4)}=0.6$ , 基数に 2をとる確率 $p_{B}=p_{0}^{(2)}+$

$p_{0}^{(5)}=0.4$ を用いると，平均の底 $b$ は， $b=3^{p\tau}2^{PB},$

ステップごとの平均の乗算回数 $m=p\tau*3+p_{B}*2$

と表される．したがって，平均乗算回数は $m\log_{b}N=$

$1.92\log_{2}N$ となる．

同様の方法により，$QB_{2}+3+7+5+$ 法，$QB_{2+3+5+7+}$

法， $QB_{2+3+75}$ 法， $QB_{2+3+7}$ 法，および $QB_{2+3+5}$ 法

について平均乗算回数をもとめた結果を，DB 法の

結果と共に表 3に示す．

5 各計算法の行列乗算回数の比較

各 $N$ について， $G(N,A)$ の計算に必要となる行

列乗算回数の比較を行った． $3\leq 1000$ までの $N$ に
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ついての比較結果を表 4に， $3\leq 1000000$ までの

$N$ についての比較結果を表 5に示す．比較対象とし

て， $QB_{2+3+7+5+}$ 法と比べ，基数 7と基数 5の優先

度を逆にした $QB_{2+3+5+7+}$ 法，基数 5,7について桁

の値として 1をとらない計算法 $QB_{2+3+75}$ 法，基数

7をとらず，基数 5については桁の値として 1をと

らない計算法 $TB_{2+3+5}$ 法，および，基数 5をとら

ず，基数 7については桁の値として 1をとらない計

算法 $TB_{2+3+7}$ 法も用いた．

「$AVS$ $B$」 の列は， $A$ の乗算回数を基準に計

算している．たとえば，「$DB$ VS Decomp」 の列

の $r_{-4\rfloor}$ の行は， $G(N, A)$ の計算を行う際に， $D\triangleright$

comp 法による計算で必要な行列乗算回数が，DB

法による計算で必要な行列乗算回数と比較して 4

回少ない $N$ の個数を表している．Decomp 法は，

$QB_{2+3+7+5+}$ 法より大きくなり，10300までの $N$ に

ついては $QB_{2+3+57}$法より大きくなる一方，1000000

までの $N$ については $QB_{2+3+57}$ に勝る．DB 法，

$QB_{2+3+57}$ 法， $QB_{2+3+5+7+}$ 法と $QB_{2+3+7+5+}$ との

比較では，表 3で示した平均の行列乗算回数の大小

関係と一致する結果が得られた．

6 まとめ

本研究では，行列多項式 $G(N, A)=I+A+A^{2}+$

. . . $+A^{N-1}$ の評価を行う計算法を提案した．まず，

$G(N, A)$ から $A^{p}$ を 1回の行列乗算で計算する手法，

および，桁 1の基数展開に対応する計算法として，桁
$0$ の場合と同じ行列乗算回数で計算する手法を提案し

た．そして，因数分解に基づく手法，および，混合基

数展開に基づく手法にそれらを組み込み， $G(N, A)$

の新しい計算法を提案した．マルコフ連鎖に基づく

考え方を用いて平均乗算回数を算出し，この値がこ

れまでに提案されている手法よりも小さくなること

を確かめた．1000までの $N$ , 1000000までの $N$ に

ついて実験を行い，各 $N$ について $G(N, A)$ を計算

するために必要な行列乗算回数の比較を行った．
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表 3: $k\log_{2}N$ として平均行列乗算回数を算出したときの $k$ の値
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