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1 導入と動機

ここでは、 ランダム複素力学系 (リーマン球面 $\hat{\mathbb{C}}:=\mathbb{C}\cup\{\infty\}\cong S^{2}$ 上の多項式写像や有理写像らによるラ

ンダムカ学系) を考える。

ランダム複素力学系を考える動機:

$\bullet$ 力学系理論を研究する一つの動機は自然界を記述すること。

$\bullet$ 自然界ではランダム項が多くある。

$\bullet$ 力学系のうち、 ポピュラーで大事なものの一つが $\mathbb{R}$ 上の多項式力学系である。 多項式力学系では、 $\mathbb{R}$

上の初期値のみならず、 $\mathbb{C}$ 上の初期値も考えると理解が深まり、 かっ理論も深くなる。 (これが複素力

学系の動機の一つ。 )

以上のアイデアを統合して、 ランダム複素力学系を考えてみることとする。

ランダム複素力学系を考える他の動機:

$\bullet$ 複素多項式 $f(z)$ の根を見つけるためのニュートン法。 この場合は有理関数 $R(z)=z-\#_{z}^{fz}$ の
$\hat{\mathbb{C}}$ 上で

の力学系を考えることになる。 コンピュータを使う場合、 エラー項を考慮し、有理関数のランダムカ学

系を考えることに意味があると思われる。

$\bullet$ 複素多様体上の正則自己同型群の作用 (代数幾何学、 低次元トポロジー、 パンルヴエ方程式など)。

2 従来の複素力学系のおさらい

ランダム複素力学系に入る前に、次数 2以上の有理関数 $f$ の反復合成による従来の複素力学系の結果をみて

おく。 $J(f)$ を、 $f$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow\hat{\mathbb{C}}$ の力学系に関する、初期値鋭敏性を持つ初期値の集合とする。 $J(f)$ を $f$ のジュ

’ノア集合という。 正確に述べると、 まず、

$F(f)$ $:=$ { $z\in\hat{\mathbb{C}}|z$ のある近傍 $U$ が存在して写像列 $\{f^{n}:Uarrow\hat{\mathbb{C}}\}_{n=1}^{\infty}$が $U$ 上で同程度連続}

とおく。 ここで、 $U$ から $\hat{\mathbb{C}}$ への写像族 $\{g_{\lambda}:Uarrow\hat{\mathbb{C}}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が $U$ 上で同程度連続とは、

$\bullet$ 任意の $x\in U$ と任意の $\epsilon>0$ に対し、 ある $\delta>0$ が存在して、 $y\in U$ かつ $d(y, x)<\delta$ なる任意の $y$ と

任意の $\lambda\in\Lambda$ に対して $d(g_{\lambda}(y), g_{\lambda}(x))<.\epsilon$ となる
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ときをいう。 $F(f)$ を $f$ のファトウ集合という。 そして、

$J(f):=\hat{\mathbb{C}}\backslash F(f)$

とおいて、 これを $f$ のジュリア集合というのである。

次の事実が知られている。

定理 2.1 ([M]). $f$ を次数 2以上の有理関数とする。 このとき $J(f)$ は $\hat{\mathbb{C}}$ のコンパクト部分集合で、 $J(f)$ は

非可算個の点を含む。 さらに、 $f(J(f))=f^{-1}(J(f))=J(f)$ で、 $f$ : $J(f)arrow J(f)$ は Devaney の意味で

カオス的。 つまり、

(a) 初期値鋭敏性を持つ初期値が $J(f)$ に稠密にあり、

(b) $J(f)$ に稠密な軌道が存在し、

(c) 周期点が $J(f)$ に稠密に存在する。

図 $1$ $f(Z)=z^{2}$ –1のジュリア集合
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定理 2.2. (Man\’e, [Ma]) $f$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow\hat{\mathbb{C}}$ を次数 2以上の有理関数とする。 このとき、

$\dim_{H}(\{z\in J(f)|\lim_{narrow}\inf_{\infty}\frac{1}{n}\log\Vert Df^{n}(z)\Vert>0\})>0$

である。 ただしここで、 $\dim_{H}$ は球面距離に関するハウスドルフ次元を表し、有理関数 $g:\hat{\mathbb{C}}arrow\hat{\mathbb{C}}$ と $z\in\hat{\mathbb{C}}$

に対し $Dg(z)$ で $g$ の $z$ における複素微分写像 $T_{z}\hat{\mathbb{C}}arrow T_{g(z)}\hat{\mathbb{C}}$ ( $T_{z}\hat{\mathbb{C}}$ は $\hat{\mathbb{C}}$ の $z$ における複素接ベクトル空間)

を表し、 $\Vert Df^{n}(z)\Vert$ は $f^{n}$ の $z$ における複素微分写像の球面距離に関するノルムを表す。 (正則写像の微分の

取り扱いに不慣れな方のために注意すると、 一般に、 有理関数 $g$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow\hat{\mathbb{C}}$ と $z\in\hat{\mathbb{C}}$ に対して、 $\Vert Dg(z)\Vert$ とは、

$\bullet$

$g$ を $S^{2}arrow S^{2}$ の $C^{1}$ 級写像と思い、 $g$ の、 $z$ での実微分写像 $(S^{2}$ の $z$ での実接ベクトル空間 $T_{z},{}_{\mathbb{R}}S^{2}$ か

ら $T_{g(z)},{}_{\mathbb{R}}S^{2}$ への線形写像) の、 $S^{2}$ の「球面計量」 と呼ばれるあるリーマン計量に関するノルム

と同じになる。) 定理の主張から特に、 リアプノブ指数が正となる初期値 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ は、 非可算個ある。

また、 $f$ が次数 2以上の多項式で、 そのジュリア集合が連結な場合 (これは $f$ の $\mathbb{C}$ 上での臨界値の軌道

が $\mathbb{C}$ において有界であることと同値) には、 リアプノフ指数が正となる初期値の集合のハウスドルフ次元は

1以上であるし、 $f$ がその条件に加えてさらに 「双曲的」 (つまりある定数 $C>0,$ $\lambda>1$ が存在して任意の

$n\in \mathbb{N},$ $z\in J(f)$ に対して $\Vert Df^{n}(z)\Vert\geq C\lambda^{n}$ ) であれば、 ごく少数の例外の $f$ をのぞきリアプノフ指数が正と

なる初期値の集合のハウスドルフ次元は、 1より真に大きいこともわかっている (たとえば図 1の $f$ の場合に

そうなる)。
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3 ランダム複素力学系

2次以上の多項式全体を $\mathcal{P}$ とおく。 $\mathcal{P}$ 上の距離 $\eta$ を $\eta(f, g):=\sup_{z\in\hat{\mathbb{C}}}d(f(z),g(z))$ で決める。 ただし $d$ は

$\hat{\mathbb{C}}$ 上の球面距離。 $\mathcal{P}_{n}:=\{f\in \mathcal{P}|\deg(f)=n\}(n\geq 2)$ とおく。 各 $\mathcal{P}_{n}$ は $\mathcal{P}$ の開かつ閉部分集合で、 $\mathcal{P}$ の連

結成分となり、 また $\mathcal{P}_{n}\cong(\mathbb{C}\backslash \{0\})\cross \mathbb{C}^{n}$ (位相同型、係数によるパラメータづけ) となることに注意。 よっ

て $\mathcal{P}$ を、 局所的には有限次元となっている複素多様体として扱う。

いま、 $\mathcal{P}$ 上のボレル確率測度 $\tau$ を一つとり、 毎回確率 $\tau$ に応じて写像 $h\in \mathcal{P}$ を選択して $\hat{\mathbb{C}}$ 上の点を動かす

$\hat{\mathbb{C}}$ 上の独立同分布ランダムカ学系を考える。 これは、 $\hat{\mathbb{C}}$ を状態空間とするマルコフ過程で、毎回の 「点 $x\in\hat{\mathbb{C}}$

から集合 $A\subset\hat{\mathbb{C}}$ への遷移確率 $p(x, A)$」 が $p(x, A)=\tau(\{h\in \mathcal{P}|h(x)\in A\})$ となっているようなものを定

める。

いまから、 従来の複素力学系では起こりえない、 ランダム複素力学系特有の現象をいくつかみていく。

なおこの講演では、従来の力学系では起こりえない、 ランダムカ学系特有の現象を、 ランダム性誘起現象

(randomness-induced phenomena) と呼ぶことにする。 (雑音誘起現象という言葉だと、 一つの決定論

的写像の小さい摂動のみを考える印象を与えるので、使わない。)

前節でみたように、次数 2以上の有理関数 $f$ の力学系では、必ず (ハウスドルフ次元が正の) カオス的部分が

ある。 実は、次数 2以上の有理関数の列 $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \ldots)$ で，{ $\gamma$j}j$\infty=1$ が有理関数全体の空間で相対コンパクト

ならば、 $\gamma$ が誘導する写像列 $\{\gamma_{n}0\cdots 0\gamma_{1}\}_{n=1}^{\infty}$ の「ジュリア集合」 (ある意味での 「カオス的部分」) は空で

ないことが知られている。 つまり、 ランダム複素力学系においても、 一つのサンプルパス (写像列) を固定す

れば、 そのサンプルパス (写像列) についてのカオス性は必ず現れる。 しかし、

$(*)$ 初期値 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ を固定したのちに、 ほとんどすべての写像列らを見渡せば、上記とは全く違う景色が見え

てくる。

本稿では、 上の視点 $(*)$ でランダムカ学系と従来の力学系を対比し、 ランダム複素力学系と従来の複素力学

系の違う部分をクローズアップしようとするものである。 (もちろん、 サンプルパスごとのカオス性を議論す

る研究は大いにあり、 それも面白いので、 本稿の著者は、 サンプルパスごとの研究と、 上の $(*)$ の視点での研

究と両方をすべきである、 と主張しているのみです。)

実際、 次がわかる。 以下では、距離空間 $X$ の上のボレル確率測度全体を $\mathfrak{M}_{1}(X)$ とおき、 $X$ 上のボレル確

率測度で台がコンパクトなもの全体を $\mathfrak{M}_{1,c}(X)$ とおく。

主定理 3.1 ([Sul, Su2 (ほとんどのランダム多項式力学系では高々可算個の点を除きカオス的部分がない)

$Y$ を $\mathcal{P}$ の「良い」複素部分多様体とする (「良い」 の定義は述べないが、 定理の後で 「良い」複素部分多様体

の例をいくつか挙げる)。 このとき、 ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1_{)}c}(Y)$ について、 $\tau$ の定める $\hat{\mathbb{C}}$ 上のランダムカ学系で

は、 次の (1)(2) が起こる。

(1) 高々可算個の点以外の全ての初期点 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ について、 ( $\otimes_{n=1^{T}}^{\infty}$ に関して) ほとんど全ての多項式列に対

する $z$ でのリアプノフ指数は負。

(2) 任意の初期点 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ に対し、 システムの推移作用素 $M_{\tau}$ の随伴写像 $M_{\tau}^{*}:\mathfrak{M}_{1}(\hat{\mathbb{C}})arrow \mathfrak{M}_{1}(C)$ の反復合

成による $\delta_{z}$ の軌道は $M_{\tau}^{*}$ で周期的な $\hat{\mathbb{C}}$ 上の確率測度のサイクルに近づく。 つまり、 システムの作用に

よる $\hat{\mathbb{C}}$ 上の任意の確率測度の $\mathfrak{M}_{1}(C)$ における軌道はシステムの作用に関して周期的な確率測度に近

づく。
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(主定理の言葉遣いの厳密な定義 (I) (II) (� I) (IV))

(I) 主定理の「良い複素部分多様体 $Y$」 の定義と例 :定義を後回しにして、 まず、「良い複素部分多様体 $Y$ の

例」 を挙げる。

(a) $Y=\mathcal{P}.$

(b) $Y=\{z^{2}+c|c\in \mathbb{C}\}.$

(c) $Y=\{az(1-z)|a\in \mathbb{C}\backslash \{0\}\}.$

(d) $f\in \mathcal{P}$ とし、 $f(z_{0})=0$ ならば $f’(z_{0})\neq 0$ とする。

このとき、 $Y=\{z+af(z)\in \mathcal{P}|a\in \mathbb{C}\backslash \{O\}\}.$

なお、 上の (a) (b) の場合では、 主定理の (1) の主張の「高々可算個の点以外の」 を除ける。

それでは、「良い複素部分多様体」の正確な定義を与える。 まず、 $\mathcal{P}$ の閉部分集合 $Y$ が「 $\mathcal{P}$ の良い複素部分

多様体」 とは、 $Y=\mathcal{P}$ であるか、 または、 以下の条件 (N1) (N2) (N3) がすべて成り立つ時をいう。

(N1) $Y$ は $\mathcal{P}$ の連結複素閉部分多様体で、 1点集合ではない。

(N2)
$S_{0}(Y)$ $:=$ { $z\in \mathbb{C}|f\mapsto f(z)$ は $Y$ 上で定数関数である}

とおき、

$S(Y):=\cap\infty$

$\bigcap_{n=0(f_{1},\ldots,f_{n})\in Y^{n}}(f_{1}o\cdots\circ f_{n})^{-1}(S_{0}(Y))$

とおくとき (注意 : $S(Y)$ は (i) より有限集合になる)、任意の $z\in S(Y)$ に対して、 $Y$ 上の関数

$g\mapsto g’(z)\in \mathbb{C}$

(ここで $g’(z)$ は $g$ の $z$ における通常の複素微分係数を表す) が $Y$ 上非定数か、 あるいは恒等的に $0$ と

なる。

(N3) $Y$ は「退化族」 ではない。 ここで、 (N1)(N2) を満たす $Y$ が退化族であるとは、 次のときをいう。

$*S(Y)$ のある空でない部分集合 $L$ が存在して、任意の $f\in Y$ に対して $f(L)\subset L$ であり、 かつ、任

意の $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ と任意の $z\in L$ に対し、 $(\otimes_{n=1}^{\infty}\tau)$ についてほとんどすべての $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \ldots)\in$

$Y^{N}$ に対して

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log\Vert D(\gamma_{n}\circ\cdots\circ\gamma_{1})(z)\Vert=0$

となる。

(II) 主定理の、「ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ について」 という言葉を数学的に厳密にいうと、 まず、 $\mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ の

位相 $\mathcal{O}$ を、 $/\mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ の点列 $\{\mu_{n}\}$ と $\mu\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ について、 $r_{\mu_{n}}arrow\mu(narrow\infty)$」 となることと、 次の 2つ

の条件が同時に成り立つことが同値になるようなものとする。

$\bullet$ 任意の有界連続関数 $\varphi$ : $Yarrow \mathbb{R}$ に対して $\int\varphi(x)d\mu_{n}(x)arrow\int\varphi(x)d\mu(x)(narrow\infty)$ .
$\bullet$ $Y$ の空でないコンパクト集合全体のハウスドルフ距離について、 $supp\mu_{n}arrow supp\mu(narrow\infty)$ .

上記のもと、 定理の主張の 「ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ についての $\hat{\mathbb{C}}$ 上のランダムカ学系で 」 とは、

$\mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ の，上の位相 $\mathcal{O}$ についてのある稠密開部分集合 $A$ が存在して、 任意の $\tau\in A$ に対し、 $\tau$ が定めるラ

ンダムカ学系で定理の (1)(2) が起こる、 という意味である。
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(III) 主定理の (2) の文章を正確に述べると、以下である。

ある定数 $C_{\tau}<0$ と $\hat{\mathbb{C}}$ のある部分集合 $B_{\tau}$ で $\hat{\mathbb{C}}\backslash B_{\tau}$ が高々可算であるものが存在して $(C_{\tau},$ $B_{\tau}$ は $\tau$ に依

存 $)$
、 任意の $z\in B_{\tau}$ に対し、 次が成り立つ。

$\bullet$

$Y^{N}$ のある部分集合 $D_{\tau,z}$ で $(\otimes_{n=1}^{\infty}\tau)(D_{\tau,z})=1$ なるものが存在して、任意の $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \ldots)\in D_{\tau,z}$

に対して、 多項式列 $\gamma$ の $z$ でのリアプノフ指数

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log\Vert D(\gamma_{n}\circ\cdots\gamma_{1})(z)\Vert$

が存在して
$\lim\underline{1}_{\log\Vert D(\gamma_{n}0\cdots\gamma_{1})(z)\Vert}\leq C_{\tau}<0$

$narrow\infty n$

となる。

(IV) 主定理の、「 $\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ の定めるランダムカ学系の推移作用素 $M_{\tau}$ とその随伴写像 $M_{\tau}^{*}$ 」 につい

て正確な定義を与えておく。 まず、 リーマン球面上の複素数値連続関数全体を $C(\hat{\mathbb{C}})$ とかき、 $\sup$ norm

$\Vert\varphi\Vert=\sup_{z\in\hat{\mathbb{C}}}|\varphi(z)|$ を考えることによって $C(\hat{\mathbb{C}})$ をバナッハ空間と思う。 そして、 $\tau$ の定めるランダムカ学

系の推移作用素 $M_{\tau}$ : $C(\hat{\mathbb{C}})arrow C(C)$ を、

$M_{\tau}( \varphi)(z)=\int_{Y}\varphi(h(z))d\tau(h)$ , ただし $\varphi\in$ C $(\mathbb{C}\hat{}$

$)$ , $z\in\hat{\mathbb{C}}$

で定める。 そして、 $M_{\tau}$ の随伴写像 $M_{\tau}^{*}:\mathfrak{M}_{1}(\hat{\mathbb{C}})arrow \mathfrak{M}_{1}(C)$ を、

$M_{\tau}^{*}( \mu)=\int(\mu\circ h^{-1})d\tau(h)$ , ただし $\mu\in \mathfrak{M}$ 1
$(\mathbb{C}\hat{}$

$)$

で定める。 ここで $\mu\circ h^{-1}$ とは、 $A\mapsto\mu(h^{-1}(A))$ で定める $\hat{\mathbb{C}}$ 上の確率測度のことである，

なお主定理の (1)(2) は、 いずれも従来の複素力学系では決して起こりえない。 (ランダム性誘起現象。)

主定理の注意 1:

$\bullet$ 従来の複素力学系ではカオス的な部分のハウスドルフ次元が必ず正だが、 主定理とその適用例は

ほとんどのランダム多項式複素力学系においてカオス的な部分が (高々可算個の点の集合を除き) ない

ということを主張している。 (ランダム性誘起現象。)

$\bullet$ もしカオスが消滅しても、 極限状態では複数個のアトラクタが存在しうるので、「安定だが多様性を失

わない」 システムを記述しうる。

この場合、 本当に複雑性は何もないのか？ いや、 違う！！ (あとで説明。)
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主定理の証明の概要 :

補題 3.2. $Y$ を $\mathcal{P}$ の「良い」複素部分多様体とする。 このとき、 ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ についての $\hat{\mathbb{C}}$ 上の

ランダムカ学系では、 次の (i)(ii) (iii) (iv) が起こる。

(i) supp $\tau$ の有限個の元の合成全体を $G_{\tau}$ とおく。 すなわち、

$G_{\tau}=\{f_{1}\circ\cdots\circ f_{n}|n\in \mathbb{N}, f_{j}\in$ supp $\tau (j=1, \ldots, n)\}$

とおく。 この $G_{\tau}$ は写像の合成を積とする半群であることに注意。 このとき、 $G_{\tau}$ の極小集合は、 有限

個のみ存在する。 (1個は必ずある。) ここで、 $\hat{\mathbb{C}}$ の空でない部分集合 $L$ が $G_{\tau}$ の極小集合であると

は、 「 $L$ は $\hat{\mathbb{C}}$ のコンパクト部分集合で、任意の $z\in L$ に対し

$\bigcup_{g\in G_{\tau}}\{9(z)\}=L$

となる」 ときをいう。

(ii) $G_{\tau}$ の
$\hat{\mathbb{C}}$ 上の作用に関して、 鋭敏でない穏やかな初期値の集合を $F(G_{\tau})$ とかく。 すなわち、

$F(G_{\tau})$ $:=$ { $z\in\hat{\mathbb{C}}|z$ のある近傍 $U$ が存在して写像族 $\{g$ : $Uarrow\hat{\mathbb{C}}\}_{g\in G_{\tau}}$ は $U$ 上で同程度連続}

とおく。 これを $G_{\tau}$ のファトウ集合という。

このとき、 $G_{\tau}$ の極小集合 $L$ で $F(G_{\tau})$ と交わるものは、吸引的 ( $L$ のある近傍でリアプノフ指数が負)。

(iii) $G_{\mathcal{T}}$ の任意の極小集合 $L$ で $F(G_{\tau})$ と交わらないものについて、 $L$ は $\hat{\mathbb{C}}$ の有限個の点よりなる集合であ

る。 また、
$J(G_{\tau}):=\hat{\mathbb{C}}\backslash F(G_{\tau})$

とおき (これを $G_{\tau}$ のジュリア集合という)、 かつ

$J_{ker}(G_{\tau}):=\cap g_{\in c_{\tau}g^{-1}}(J(G_{\tau}))$

とおく (これを $G_{\tau}$ の核ジュリア集合という) と、 $G_{\tau}$ の任意の極小集合 $L$ で $F(G_{\tau})$ と交わらないも

のについて、

$L\subset J_{ker}(G_{\tau})$

となる。 (注意: 実は、 主定理の仮定のもと、 ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ について、 $J_{ker}(G_{\tau})$ が高々有限

個の点からなる集合となることが示せて、 そのことから、 上が従う。 なお、 $Y$ がさらに良い条件 (たと

えば $Y=\mathcal{P}$ など $)$ を満たせばほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ について

$J_{ker}(G_{\tau})=\emptyset$

となって、この補題 (よって主定理) の証明を完成させるのは、もう少し楽になる (その場合は $[Sul, Su2]$

で扱われている)。 しかし、一般には $J_{ker}(G_{\tau})$ は空でなく、そのことが、解析を難しくさせている。 い

ずれにしても、核ジュリア集合

$J_{ker}(G_{\tau})$

に着目することが、 ポイントである。 さらにいうと、 主定理の仮定のもと、 int $(supp\tau)$ が空でないな

らば、

$J_{ker}(G_{\tau})\subset S(Y)$
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なので、 もし

$S(Y)=\emptyset$

ならば (たとえば $Y=\mathcal{P}$ のとき)、 ほとんどの $\tau\in \mathfrak{M}_{1,c}(Y)$ について、 $J_{ker}(G_{\tau})=\emptyset$ となることが

示せるので、 上に述べたように、 少しだけ証明が楽になる。 しかし、 主定理の仮定のもと、 一般には、

$S(Y)$ は空でなく、 このことがやはり主定理の証明の難しいところである。)

(iv) 任意の初期点 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ について、 ほとんど全ての多項式列についての軌道は $G_{\tau}$ の極限集合の和集合 (コ

ンパクト集合) に近づく。

主定理の注意 1(再掲) :

$\bullet$ 従来の複素力学系ではカオス的な部分のハウスドルフ次元が必ず正だが、 主定理は

ほとんどのランダム多項式複素力学系においてカオス的な部分が (高々可算個の点のところを除いて)

ない

ということを主張している。 (ランダム性誘起現象。)

$\bullet$ もしカオスが消滅しても、極限状態では複数個のアトラクタが存在しうるので、「安定だが多様性を失

わない」 システムを記述しうる。

この場合、 本当に複雑性は何もないのか？ いや、 違う！！ (あとで説明。)

主定理の注意 2: $\hat{\mathbb{C}}$ 上の複素数値連続関数全体を $c(C)$ とおく。 ( $\sup$ ノルムをいれる。)

$\tau\in \mathfrak{M}_{1}(\mathcal{P})$ についてのランダムカ学系について、 その推移作用素 $M_{\tau}$ : $C(\hat{\mathbb{C}})arrow C(C)$ とは、

$M_{\tau}( \varphi)(z)=\int_{\mathcal{P}}\varphi(h(z))d_{\mathcal{T}}(h)$ (ただし $\varphi\in$ C($\mathbb{C}\hat{}$ ), $z\in\hat{\mathbb{C}}$ )

で決められる作用素のことである。

一つの $\varphi\in c(C)$ と一つの単調増大列 $\{nj\}\subset N$ に対し、 $\psi=\lim_{jarrow\infty}M_{\tau}^{n_{j}}(\varphi)$ が存在するとき、それを一

つの

極限状態関数 (limit state function)

という。

ある状況下では極限状態関数 $\psi:\hat{\mathbb{C}}arrow \mathbb{C}$ は、 次を満たす。

$\bullet$ $\psi$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow \mathbb{C}$ は $\hat{\mathbb{C}}$ 上連続だが、

$\bullet$ $\psi$ は $\hat{\mathbb{C}}$ の細いフラクタル集合の上のみで変化する。

そのような $\psi$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow \mathbb{C}$ は 「 $\mathbb{R}$ 上の特異関数」 (悪魔の階段など) の複素平面上版と考えられる。

この場合、 $\psi$ : $Carrow \mathbb{C}$ は $C^{1}$ 級でない。

以下で、例を挙げて上記のことを説明する。
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例 3. $3$ $([Su1])$ . (悪魔の階段、 ルベーグの特異関数、 およびそれらの複素平面上版) まず、 悪魔の階段の説

明から入る。 これは実直線 (または実直線に士 $\infty$ を付加したコンパクト距離空間食 $=\mathbb{R}\cup\{\pm\infty\}\cong[0,1]$ 上

のランダムカ学系の話である。 $\mathbb{R}$ 上の関数 $g_{1}(x)=3x$ と $g_{2}(x)=3x-2$ をとり、 初期値 $x_{0}\in \mathbb{R}$ をとったあ

と、 毎回、 確率 1/2ずつで $g_{1}$ または $g_{2}$ を選択して点を動かしていくような $\mathbb{R}$ 上の (独立同分布) ランダム

力学系を考える。 そして「初期値 $x\in \mathbb{R}$ から出発して可算無限回点を動かす試行をする (サイコロをふって偶

数の目がでたら g1、奇数の目が出たら $g_{2}$ を選択して点を動かすと決めておいて、 これを可算無限回行う) と

きの、 $n$ 回後の点 $x_{n}$ が $+\infty\in\hat{\mathbb{R}}$ に収束する確率」 を $D_{+\infty}(x)$ とおく。 この関数 $D_{+\infty}:\hat{\mathbb{R}}arrow[0$ , 1$]$ (または

それを $[0$ , 1$]$ に制限したもの) を悪魔の階段と呼ぶ。 悪魔の階段 $D_{+\infty}$ は、 境界条件付き関数方程式

$\frac{1}{2}D_{+\infty}(g_{1}(x))+\frac{1}{2}D_{+\infty}(g_{2}(x))=D_{+\infty}(x) , D_{+\infty}|_{[-\infty,0)}=0, D_{+\infty}|_{(1,+\infty]}=1$

を満たし、 さらに

$\bullet D_{+\infty}:\mathbb{R}arrow[0$ , 1$]$ は連続で、

$\bullet$ $D_{+\infty}$ は「カントールの三進集合」 と呼ばれる細いフラクタル集合の上のみで変化し (正確には、 $D_{+\infty}$

の変化点の集合、 つまり $D_{+\infty}$ が局所定数にならない点の集合がカントールの三進集合と一致する)、

$\bullet$ 単調性を持つ (この場合、 正確には、 $a\leq b$ ならば $D_{+\infty}(a)\leq D_{+\infty}(b)$ となる)。

今度は、 $\mathbb{R}$ 上で $h_{1}(x)=2x,$ $h_{2}-(x)=2x-1$ とおき、 $0<p<1$ とし、 初期値 $x_{0}\in \mathbb{R}$ をとったあと、 毎回、

確率 $p$ で $h_{1}$ を選択し、 確率 $1-p$ で $h_{2}$ を選択して点を動かしていくような、 $\mathbb{R}$ 上 (正確には血上) のラン

ダムカ学系を考える。悪魔の階段と同じように、「初期値 $x\in \mathbb{R}$ から出発して可算無限回点を動かす試行をす

るときの、 $n$ 回後の点 $x_{n}$ が $+\infty\in\hat{\mathbb{R}}$ に収束する確率」 を $L_{p}(x)$ とおく
$\circ\circ$ $p\in(0,1)$ , $p \neq\frac{1}{2}$ のとき、 この関

数 $L_{p}:\hat{\mathbb{R}}arrow[0$ , 1$]$ $(またはそれを [0,1] に制限したもの)$ をパラメータ $p$ に対するルベーグの特異関数と呼ぶ。

ルベーグの特異関数 $L_{p}$ は、 境界条件付き関数方程式

$pL_{p}(h_{1}(x))+(1-p)L_{p}(h_{2}(x))=L_{p}(x) , L_{p}|_{[-\infty,0)}=0, L_{p}|_{(1,+\infty]}=1$

を満たし、 さらに

$\bullet$ $L_{p}:\mathbb{R}arrow[0$ , 1$]$ は連続で、

$\bullet$ $L_{p}$ の変化点の集合は $[0$ , 1$]$ と一致し、

$\bullet$ $L_{p}$ は $[0$ , 1$]$ のルベーグ測度に関してほとんどすべての点で微分が出来てその微係数は $0$ で、

$\bullet$ $[0$ , 1$]$ 上で狭義単調性を持つ $(a, b\in[0,1], a<b ならば L_{p}(a)<L_{p}(b)$ となる $)$

という特異性を持つ。 (悪魔の階段やルベーグの特異関数についての通常の定義は [YHK] などにある。 [YHK]

などの本での悪魔の階段とルベーグの特異関数の定義は、 上記のものと見かけ上は異なるが、上のように、 ラ

ンダムカ学系を用いて再解釈することが可能である。 (この解釈自体が本稿の著者による独自のものである。))

図 2 (左から右へ) 悪魔の階段とルベーグの特異関数のグラフ．

85



さて、 上記のことの複素平面上版を考える。 まず、 $z\in\hat{\mathbb{C}}$ に対し $\alpha_{1}(z)=z^{2}-1,$ $\alpha_{2}(z)=\frac{z^{2}}{4}$ とおき、

$fi=\alpha_{1}\circ\alpha_{1},$ $f_{2}=\alpha_{2}\circ\alpha_{2}$ とおく。 そして、 初期値 $z_{0}\in\hat{\mathbb{C}}$ をとったあと、 毎回、 確率 1/2ずつで $fi$ また

は $f_{2}$ を選択して点を動かしていくような、 $\hat{\mathbb{C}}$ 上のランダムカ学系を考える。初期値 $z_{0}\in\hat{\mathbb{C}}$ に対し、「可算

無限回点を動かす試行をするとき、 $n$ 回後の点 $z_{n}$ が $\infty\in\hat{\mathbb{C}}$ に $narrow\infty$ のもとで収束する確率、 すなわち

$\lim_{narrow\infty}|z_{n}|=\infty$ となる確率」 を $T_{\infty}(z_{0})$ と書くとき、 関数 $T_{\infty}$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow[0.1]$ は、 次を満たす。

$\bullet$ $T_{\infty}$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow[0$ , 1$]$ は連続。

$\bullet$ Tるは境界条件付き関数方程式

$\frac{1}{2}T_{\infty}(fi(z))+\frac{1}{2}T_{\infty}(f_{2}(z))=T_{\infty}(z)$ , $T_{\infty}$は原点中心のある円板で $0,$
$\infty\in\hat{\mathbb{C}}$のまわりで 1

を満たす (注意 ;これは、 $T_{\infty}$ がいま考えているランダムカ学系の推移作用素 $M$ で不変である境界条

件を満たす、 ということと同値)。

$\bullet$ $\infty$ の小さい近傍で 1, $0$ の小さい近傍で $0$ となっているような連続関数 $\varphi$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow \mathbb{R}$ を持ってくると、

$T_{\infty}= \lim_{narrow\infty}M^{n}(\varphi)$ $($ in $C(\hat{\mathbb{C}}))$ となる。 つまり、 $T_{\infty}$ は考えているランダムカ学系の極限状態関数

の一つである。

$\bullet$ $T_{\infty}$ の変化点の集合は、 多項式半群

$G=\langle f_{1},$ $f_{2}\rangle=\{f_{i_{1}}\circ\cdots\circ f_{i}$
。

$|n\in \mathbb{N}, 1_{1}, . . . , i_{n}\in\{1, 2\}\}$

のジュリア集合 $J(G)$ と一致し、 かつ $J(G)$ のハウスドルフ次元は 2未満 (よって特に 2次元面積は O)

で、 $J(G)$ は「細い」 フラクタル集合である。

$\bullet$ $T_{\infty}:\hat{\mathbb{C}}arrow[0.1]$ はある種の 「単調性」 を持つ。

上のような関数 $T_{\infty}$ は悪魔の階段やルベーグの特異関数の複素平面上版と考えられ、「悪魔のコロシアム」 と

呼ばれる。

図 3 $G=(f_{i}, f_{2}\rangle のジュリア集合、ただし、 fi は Z^{2}-1 の 2回合成、 f_{2} は Z^{2}/4 の 2回合成。 J_{ker}(G)=\emptyset$

かつ $\dim H(J(G))<2.$

よって、 $\hat{\mathbb{C}}$ 上の $C^{1}$ 級関数全体を $C^{1}(\hat{\mathbb{C}})$ と書くとき ( $C^{1}(\hat{\mathbb{C}})$ に $C^{1}$ ノルムを入れてバナツハ空間と思う)、

上記の例 3.3のなかの 「悪魔のコロシアム」が出てくるランダム複素力学系においては、

システムがたとえ一見カオス的でなく $C^{0}(C)$ に穏やかに作用していても、 システムは $c^{1}(C)$ に穏やかに作

用しない (システムは $C^{1}(\hat{\mathbb{C}})$ にカオス的に作用する) ことがある。
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図 4 悪魔のコロシアム $T_{\infty}$ : $\hat{\mathbb{C}}arrow[0$ , 1$]$ のグラフ。 $T_{\infty}$ は $\hat{\mathbb{C}}$ 上で連続で、 $T_{\infty}$ の変化点の集合は図 3の

$J(G)$ と一致する。 つまり、 $T_{\infty}$ は $J(G)$ という非常に細いフラクタル集合の上のみで変化する。 悪魔の階

段やルベーグの特異関数の複素平面上版。

図 5 図 4を上下さかさまにしたもの。 $A$ “fractal wedding cake”.

より正確には、 上の状況では、 ある $\alpha_{0}\in(0,1)$ が存在して、 次を満たす :

$\bullet$ 任意の $\alpha\in(0, \alpha_{0})$ について、 システムは $\hat{\mathbb{C}}$ 上の $\alpha-$ヘルダ一連続関数の空間 $C^{\alpha}(\hat{\mathbb{C}})(\alpha-$ヘルダーノル

ムを入れたバナッハ空間) に穏やかに作用するが、

$\bullet$ 任意の $\alpha\in(\alpha_{0},1)$ について、 システムはバナッハ空間 $C^{\alpha}(C)$ に穏やかに作用しない (またはカオス的

に作用)。

よって、 ランダム (複素) 力学系に関しては、

カオスと秩序の間にグラデーションのようなもの

が存在する。 (上の $\alpha_{0}$ はシステムに依存する量で、そのグラデーションの具合をはかる量。) このことに関し、

$T_{\infty}$ などの極限状態関数の各点でのヘルダー指数に関するマルチフラクタル解析を [JS] で行っている。 (ある

点での極限状態関数のヘルダー指数が $\beta$ ならば、 上の $\alpha_{0}$ は $\alpha_{0}\leq\beta$ を満たすこととなる。極限状態関数の各

点でのヘルダー指数は、 カオスと秩序の間のグラデーション (の局所的なもの) に深く関係する量であると思

われる。)

なお、 例 3.3において、悪魔の階段やルベーグの特異関数が現れる $\hat{\mathbb{R}}$ 上のランダムカ学系においても、 上

の話の $\hat{\mathbb{C}}$ を $\hat{\mathbb{R}}$ に置き換えたことが成り立っている。

また、 悪魔のコロシアムは複素平面上の話であったが、上の例では実多項式の (複素平面上での) ランダム

力学系であり、複素平面上の話を実軸上に制限して考えれば、 2つの実多項式による $\mathbb{R}$ 上のランダム実力学

87



系を考えていることになる。 このようにして、 もともと、 実ランダムカ学系の話であったものを、初期値を複

素平面全体に広げて、視覚的に、 かつ数学的により深くとらえることが可能になっていると考える。

4 ランダム複素力学系における他のランダム性誘起現象

.まず一つの有理関数の反復による従来の複素力学系の結果をみておく。 $f$ を次数 2以上の有理関数とする。

$f$ が双曲的または拡大的とは、 $f$ : $J(f)arrow J(f)$ の力学系が拡大的なとき、すなわち、「ある定数 $C>0,$ $\lambda>1$

が存在して、 任意の $n\in N$ と任意の $z\in J(f)$ に対し、

$\Vert Df^{n}(z)\Vert\geq C\lambda^{n}$

となる」 ときをいう。 次の定理が知られている。

定理 4.1. $f$ が次数 2以上の有理関数で、双曲的とする。 このとき、 $\delta=\dim_{H}(J(f))$ とおくと、 $\delta$ -次元ハウ

スドルフ測度 $H^{\delta}$ について、

$0<H^{\delta}(J(f))<\infty$

となる。

双曲性の概念はランダム複素力学系でも定義がなされている ([MSUI, Sul, Su3])。 双曲的ランダム多項

式力学系においては、従来の複素力学系における双曲的多項式力学系では絶対に起こらない新しい現象 (ラン

ダム性誘起現象) がサンプルパスの力学系において多数起こることが発見されてきている。 それを紹介する。

まず次の定義を述べる。

定義 4.2. 有理関数の列 $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \ldots)$ に対し、

$F_{\gamma}:=$ { $z\in\hat{\mathbb{C}}|z$ のある近傍 $U$ が存在して写像列 $\{\gamma_{n}\circ\cdots\circ\gamma_{1}$ : $Uarrow\hat{\mathbb{C}}\}_{n=1}^{\infty}$ は $U$ 上で同程度連続}

とおき、
$J_{\gamma}:=\hat{\mathbb{C}}\backslash F_{\gamma}$

とおいて、 有理関数列 $\gamma$ のジュリア集合と呼ぶ。

最近になって、 次の驚くべき結果が MUrbanski らによって示された。

定理 4.3 ([MSUI]). $\mathcal{P}$ の元らによる大概の双曲的 $i.i.d$. ランダム多項式力学系においては、 ほとんどすべて

の多項式列 $\gamma$ について、
$H^{\delta}(J_{\gamma})=0$ , ただし $\delta$ $=\dim_{H}(J_{\gamma})$

となる。

また、 従来の複素力学系における次の結果

定理 4.4. 次数 2以上の有理関数 $f$ について、 $f$ が双曲的ならば、 $J(f)$ のハウスドルフ次元とパッキング次

元は一致する。

に対して、 [MSUI] の著者らによる次の結果も非常にエキサイティングである。
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定理 4$\cdot$5 ([MSU2]). $\mathcal{P}_{2}$ を次数 2の多項式全体の空間とする。 $(\mathcal{P}_{2})^{N}$ に $\iota\infty$ 位相を入れる。すなわち、

$\alpha=$ $(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots)\in(\mathcal{P}_{2})^{N}$ と $\beta=(\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots)\in(\mathcal{P}_{2})^{N}$ に対して、 $d_{\infty}(\alpha, \beta)$ $:= \sup\{\eta(\alpha j, \beta_{j})|i\in \mathbb{N}\}$ で

$(\mathcal{P}_{2})^{N}$ に距離 $d_{\infty}$ を導入し、 それによる位相を考える。 このとき、 $(\mathcal{P}_{2})^{N}$ のある空でない開集合 $\Omega$ が存在し

て、 任意の $\gamma\in\Omega$ に対し、 $\gamma$ による写像列 $\{\gamma_{n^{O}}\cdots\circ\gamma_{1}\}_{n=1}^{\infty}$ は「双曲的」で、 かつ、 $J_{\gamma}$ のハウスドルフ次元

とパッキング次元は異なる。

もう一つ、 ランダム複素多項式力学系におけるランダム性誘起現象を紹介する。

$\mathbb{C}$ の単純閉曲線 $\rho$ は、 $\rho$ の各点における 「ゆがみ具合」 が $\rho$ の点の位置によらず一様に上から押さえられて

いるときに擬円 (quasicircle)であるという。

従来の複素力学系については、 J-C. Yoccozらによる次の結果が知られている。

定理 4.6 ([CJY]). $f$ を次数 2以上の多項式とする。 このとき、次の 2つの状況 (a)(b) が同時に起こることは

ない。

(a) $J(f)$ は単純閉曲線だが、擬円ではない。

(b) $\hat{\mathbb{C}}\backslash J(f)$ の $\infty$ を含む連結成分 $A(f)$ は、 ジョン領域である (つまり、 おおざっぱにいうと、 $J(f)$ の各

点は、 $A(f)$ から、「簡単に」 到達できる)。

これに対して、 本稿の著者は、 次を示した。

定理 4.7 ([Su3]).

(1) $\mathcal{P}$ の元らによる双曲的 $i.i.d$. ランダム多項式力学系で、 その臨界値軌道の閉包と $\mathbb{C}$ との共通部分が $\mathbb{C}$

で有界なものを 3つのクラスに分類することができる。

(2) その 3つのクラスのうちの一つに属するランダム多項式力学系では、ほとんどすべての多項式列 $\gamma$ につ

いて、 次の (a) (b) が同時に起こる。

(a) $J(f)$ は単純閉曲線だが、擬円ではない。

(b) $\hat{\mathbb{C}}\backslash J(f)$ の $\infty$ を含む連結成分 $A(f)$ は、 ジョン領域である。

(3) 双曲的な $f,$ $g\in \mathcal{P}$ で、 $J(f)$ は擬円となっており、 $J(g)$ は擬円でないものを持ってきて、 $f,$ $g$ をランダ

ムに選択するランダムカ学系が双曲的面．$d$. ランダム多項式力学系で、 その臨界値軌道の閉包と $\mathbb{C}$ との

共通部分が $\mathbb{C}$ で有界となっておれば、 そのランダム多項式力学系において、 上記の (a) (b) が同時に起

こる。 $(よってたとえば、 図 3の fi, f_{2} を f, g としてランダムカ学系を作れば、 この状況になる。)$

上記の定理は、 ランダム複素力学系におけるランダム性誘起現象である。

最後に、 ランダム多項式力学系に近い、「多項式列による力学系」 における、MComerford による注目すべ

き結果を挙げる。 まず、 従来の多項式力学系においては、「ジュリア集合上での力学系の変形」 は、「ない」 と

予想されている。正確にいうと、「 $2$ 次以上の多項式 $f$ について、 $J(f)$ 上の $f$-不変ベルトラミ微分は $0$ に限

る」 という予想である。 (注意 :この予想が肯定的に解かれると、「 $\mathcal{P}$ において、 双曲的なものが稠密である」

という大予想が肯定的に解かれることになる。) これに対して、M. Comerfordの結果は、次のものである。

定理 4.8 ([C]). ある 2次多項式の列 $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, :. .)$ $\in(\mathcal{P}_{2})^{N}$ が存在して、 $J_{\gamma}$ は 2次元面積が正であり、 か

つ、 $J_{\gamma}$ 上での $\{\gamma_{n}\circ \circ\gamma_{1}\}_{n=1}^{\infty}$ の「変形」 を許す。 正確には、任意の $n$ について、 $\alpha^{n}:=(\gamma_{n}, \gamma_{n+1}, \ldots)$ と
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おくと、 $J_{\alpha^{\mathfrak{n}}}$ 上の $0$ でないベルトラミ微分 $\mu_{n}$ が存在して、

$(\gamma_{n})^{*}(\mu_{n+1})=\mu_{n}$

となる。

この結果は、 力学系の変形の視点においても、従来の複素力学系とランダム複素力学系がかなり異なること

を示唆している可能性がある。

5 議論と今後の方向

(1) 自然界を記述するという目的のためには従来の一つの写像の反復合成の話だけでいいのか？もしそうで

ないならば、 どのくらいランダムカ学系が必要か？なお、 一つの写像の反復合成の力学系では決して現

れない、 ランダムカ学系特有の現象 (ランダム性誘起現象) が多く発見されていることに注意。 ランダ

ム性誘起現象はシステムの中の多様な写像の相互作用によって起こる。

(2) ランダム (複素) 力学系に関しては、 カオスと秩序の間に一種のグラデーションがある。 カオスについ

ての新しい概念を考えなくてはならないがもしれない。例えば、次を考えるのはどうだろうか:(i) カ

オスと非カオスの間のグラデーションの具合を測る量 (上の $\alpha_{0}$ のようなもの)。 (ii) どの関数空間にシ

ステムは穏やかに作用し、 どの関数空間にシステムは「カオス的に」作用するのか？カオス的に作用す

る関数空間において、一つの関数の軌道のノルムの増大度や、 システムの作用素の $n$ 回合成の作用素ノ

ルムの増大度はどうか？

(3) 大概のランダム複素多項式力学系においてはカオス的部分が一切消滅して極限状態への移行は指数関数

的に速い。 しかし、 システムの作用が 1億年後におだやかになってくるとしても、最初の 100万年は

「カオス的」 に作用しているかもしれない。極限状態への収束スピードの 「定数」 が問題になってくる。

この定数の評価が必要である。 そして、 有限時間の複雑性に関する新しい概念が必要である。 時間の関

数である、複雑性に関する新しい量が必要であろう。

例えば、 ある関数空間 (バナッハ空間) $B$ にシステムの推移作用素 $M$ の反復合成が作用する状況で、

ある一つの $\varphi\in B$ に対する $M^{n}(\varphi)$ のノルムの大きさや、 $M^{n}$ の減衰部分の作用素ノルムの大きさは

時間 $n$ の関数であるが、 それでもって有限時間の複雑性を見ることはできないだろうか？

(4) $\mathbb{R}$ 上の実多項式ランダムカ学系では、数値実験によって雑音誘起カオスが多く観察されている ([MT,

Sa])。多項式でない関数によるランダムカ学系では雑音誘起秩序が観察されている ([MT, Sa])。これ

らの数学的背景は何か？ ( $30$年以上未解決。) 初期値を複素数にまで拡げてランダム複素力学系によ

るアプローチはできないか？

(5) サンプルパスの (写像列の) 力学系でのランダム性誘起現象をもっと見つけられないか。 それらを統括

的に調べることをおし進めたい。 なお、 ランダム複素力学系においては、 さきに述べたように、 サンプ

ルパスの (写像列の) 力学系でのランダム性誘起現象は多く見つかってきているが、実ランダムカ学系

では、 今までのところ、 思ったほど発見されていない (話題にのぼっていない) ように思われる。
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