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概要

レーザー冷却のモデルとして、不均一性を持つランダムウォークを考え、 その不変測度

に無限測度が現れることを示す．また、 その役割について議論する．無限測度を持つエル

ゴード的な力学系では、通常のエルゴード的な力学系とは異なり、長時間平均量が一定値で

はなく、 分布として収束することが知られている (分布極限定理). レーザー冷却のランダ

ムウォークモデルでは、突発的に低温状態から非低温状態への遷移が起こる．この突発的な

遷移の回数に関して、 系の不変測度が無限測度となるとき、分布極限定理が成立すること

を示す．これらの結果は、冷却において、無限測度系が持つ非定常な性質は、冷却を促進す
ることを意味している．

1 Introduction

平衡統計力学では、全ての粒子の位置、運動量の情報により系の状態 (微視的な状態) が特

徴付けられる．そして、温度、圧力や体積などの巨視的な状態は、微視的な状態によるなんら

かの結果と解釈することができる．例えば、 巨視的な観測量は、微視的な状態から一意に決ま

る関数 (観測関数) の観測時間内での時間平均の結果とすることは物理的に妥当である．平衡

状態では、 巨視的な状態を決める観測量は平衡値の周りで揺らいでいるので、 この前提に立て

ば、 平衡状態では、微視的な観測関数の時間平均が一定値の周りで揺らいでいることを意味す

る．換言すれば、平衡状態は、微視的な状態だけでは議論することができず、微視的な観測関

数の観測時間内での揺らぎによって特徴付けられる．このことを極限を用いて表現すれば、観

測量 $f:Xarrow \mathbb{R}$ が平衡状態にあるとは、 ほとんど全ての微視的状態 $x_{0}\in X$ に対して、

$\frac{1}{t}\int_{0}^{t}f(x_{t})dtarrow\langle f\rangle_{eq} (tarrow\infty)$ (1)

が成立すると考えることができる．ここで、 $\langle f\rangle_{eq}$ は、 初期点 $x_{0}$ に依存しない定数である．も

し周りの環境と一切の熱粒子のやり取りがない孤立系を考えるならば、 この系は力学系とな

る．力学系では、「長時間平均が一定値 (空間平均) に一致する」 という性質 (1) はエルゴード

性と言われている．実際に、エルゴード的な力学系では、力学系の不変測度 $\mu$ が確率測度とな

るならば、性質 (1) は、 不変測度を用いて、

$\frac{1}{t}\int_{0}^{t}f(x_{t})dtarrow\int_{X}f(x)d\mu (tarrow\infty)$ (2)

となり、 系の平衡状態を適切に表現できる．

一方、不変測度が規格化できない、所謂、無限測度の場合には、長時間平均は上のようには

ならず、分布として収束することがわかってきている [1]. 具体的には、離散力学系 $T:Xarrow X$
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において、不変測度に関して可積分関数 1である観測関数 $f$ に対して、 ほとんど全ての初期アン

サンブル 2に対して、

$\frac{1}{a_{t}}\sum_{k=0}^{t-1}f(x_{k})\Rightarrow \mathbb{M}_{\alpha} (tarrow\infty)$ (3)

となるような数列 $a_{t}$ が存在する [1, 2]. ここで、 $\Rightarrow$ は法則収束を意味する．また、 $\mathbb{M}_{\alpha}$ は、 指

数 $\alpha$ のMittag-Leffler分布 3を分布関数に持つ時間 $t$ には依存しない確率変数である．また、観

測関数が可積分関数でないときには、分布極限定理は、観測関数の性質に強く依存し、極限分

布が $Mitt^{t}ag$-Leffler分布とは異なることもわかってきている [3, 4, 5].
近年、 このような長時間平均の分布としての収束が、物理や生物の実験でも観測され始め、

大きな注目を集めている．例えば、細胞内輸送現象において、生きている細胞内の mRNA の拡

散 [6] や細胞膜上でのたんぱく質の拡散 [7] において、 1分子測定により得られた時系列を用い

て定義される長時間平均で定義された平均 2乗変位，

$\overline{\delta^{2}}(\triangle;t)\equiv\frac{1}{t-\Delta}\int_{0}^{t-\triangle}(r_{t’+\triangle}-r_{t’})^{2}dt’$ , (4)

が遅い拡散 [平均 2乗変位が線形より遅く増大 : $\overline{\delta^{2}}(\Delta;t)\sim D_{\alpha}t^{\alpha}(\alpha<1)$ ] を示すだけでなく、 そ

の拡散係数 $D_{\alpha}$ が実験毎そして分子によって大きく異なる事が発見されてきている．また、光

を照射し続けて、量子ドットの発光を観察する物性の実験では、各量子ドットが時間的に間欠

的に発光強度を変え、 その観測時間内での発光強度の時間平均が大きく揺らぐことがわかって

きている [8]. 他にも、液晶乱流における界面成長においても長時間平均の分布がデルタ関数に

は収束せず、 有限の分散を持ったものに収束することが確認されている．

このような長時間平均の分布極限法則は、確率モデルでは、連続時間ランダムウォーク (Con-

tinous time random walk; CTRW)、トラップモデルや stored-energy-driven L\’evy flight などの

異常拡散を生み出すモデルに対して、解析的に示されている [9, 10, 11, 12]. また、 2状態の

確率過程においても、 ある状態の占有時間の割合が、分布として収束することも示されている

[13]. これらのモデルは、上で挙げた細胞内における異常拡散や量子ドットの発光現象と関係

していると考えられている．そして、無限測度を持つ 1次元の写像力学系とも密接に関係して

おり、 無限測度エルゴード理論は、長時間平均の本質的な揺らぎを理解する上で重要な役割を

果たしていると考えられている [4, 14, 15]. 本論文では、長時間平均量が本質的に揺らぐ新し

い現象として、 レーザー冷却を考え、 そこに無限測度が現れることを示す．そして、低温状態

からの脱出において、Mittag-Leffler分布が現れることを明らかにする．

2 Model

究極的には、物質をどこまで冷やすことができるのか？という問いは、単に科学としてだけ

でなく、 工学への応用においても重要な問題である．レーザー冷却は、極低温まで冷やすのに

使われる実験的手法の一つである．従来の手法では、 レーザーによるランダムな放射による運

動量空間上のランダムウォークとドップラ $-\wedge$効果による摩擦を用いて、冷却している [16] こ

の手法を運動量空間上のランダムウォークで考えれば、運動量ゼロの向きヘバイアスがかかっ

$1 \int_{X}|f|d\mu<\infty.$

2例えば、 $\int_{X}f(x_{0})\rho(x_{0})dx_{0}=\infty$ となるような初期密度 $\rho(x_{0})$ は除く．

3指数 $\alpha$ のMittag-Leffler 分布は、 ラプラス変換が $\langle e^{-zM_{\alpha}}\rangle=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(1+\alpha)^{k}(-z)^{k}}{\Gamma(1+k\alpha)}$ となる分布関数である．
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たランダムウォークとなる．しかし、 ランダムウォークでは、 ランダムウォーカーのランダム

な揺動が残るため、 ある温度より下げることは難しい．レーザー冷却における低温の下限に関

する問題は、意外にも、摩擦なしのランダムウォークを考えることにより、解消することがで

きる $[$17$]$ . 具体的には、運動量空間上のランダムウォークにおいて、原点 $(_{p}=0$ ) に近ければ

近いほど拡散性 (ランダムウォーカーのジャンプの大きさ、 または、 ジャンプする確率) をゼ

ロにするような位置依存型ランダムウォークを考えれば、バイアスがないにもかかわらず、原

点へ近づいていくことを示すことができる 4. そして、 このような位置 (運動量) 依存型のラン

ダムウォークは実験的に構築することができる．

ここで扱うモデルは、両端に反射壁がある ($p_{\max}>0$ と一 pmax に反射壁がある) 1次元の運動

量空間上のランダムウォークである． $[-p_{\max},$ $-p_{0})\cup(p_{0},$ $p_{\max}]$ の領域では、 ランダムウォーカー

は一定の時間 $\mathcal{T}_{0}$ 毎に等確率で右または左に $\delta$ だけジャンプする (運動量には依存しない) . こ

こで、 $p_{0}$ は正の定数である．一方、 $[-p_{0},$ $p_{0}]$ の領域では、次にジャンプするまでの待ち時間は、

$\tau(p)=\mathcal{T}_{0}(\frac{p_{0}}{|p|})^{\alpha}$ (5)

のように運動量に依存する $(\alpha>0)$ [17, 18]. 運動量が小さければ小さい程、待ち時間は長

くなる．つまり、拡散性は小さくなる．ここで、 ランダムウォーカーが原点付近に一様分布で

ジャンプすると仮定する．つまり、原点付近ヘジャンプ位置の確率密度関数は、，$\rho(p)=1/(2p_{1})$

$(p_{1}<p_{0})$ とする．すると、待ち時間が $X$ 以下となる確率は、

$p_{r}\{\mathcal{T}\leq X\}=p_{r}\{|p|\geq(\frac{\tau_{0}}{X})^{\frac{1}{\alpha}}p_{0}\}=\frac{2p_{1^{-2p_{0(\tau_{0/X)^{\frac{1}{\alpha}}}}}}}{2p_{1}}$ (6)

となる．したがって、待ち時間の確率密度関数は、

$P(X \backslash )=\frac{\tau_{1}^{1/\alpha}}{\alpha}x^{-1-1/\alpha} (X\geq \mathcal{T}_{1})$ (7)

となる．ここで、 $\mathcal{T}_{1}=\mathcal{T}_{0}(p_{0}/p_{1})^{\alpha}$ である． $\alpha\geq 1$ のとき、平均トラップ時間は発散する．一方、

両端に反射壁があるため、原点付近への再帰時間の平均は有限である．原点付近のトラップ時

間の平均値は発散するため、時間が経つと、原点付近に集まると予想される．実際に、図 1に

示しているように、 $\alpha\geq 1$ では、 密度は原点に集まっていく．

時刻 $t$ での密度を $P(p, t)$ とする．原点付近でのマスター方程式は、

$P(p, t+dt)dp-P(p, t)dp= \int_{t}^{t+dt}\epsilon_{t^{dt’d}}^{l}p-P(p, t)dp\frac{\int_{t-\tau(p)}^{t-\tau(p)+dt}\epsilon_{t^{dt\prime}}’}{\int_{t-\tau(p)}^{t}\epsilon_{t^{dt}}}$ (8)

となる．ここで、 $\epsilon_{t}$ は $p$ に依存しないとした．さらに、 $\epsilon_{t}$ は $[t, t+dt$ ) で一定であるとすると、

$\frac{\partial}{\partial l}P(p, t)=\epsilon_{t-}\frac{P(p,t)}{\mathcal{T}(p)}$ (9)

となる．したがって、不変分布 (定常分布) は、

$P_{st}(p)=\epsilon\tau(p)\propto p^{-\alpha}$ . (10)

$-_{n+1}=Ax_{n}$、確率 $p=1/2$ で $x_{n+1}=x/A$ で動く位置依存型ランダ

ムウォークである．実際に、 $z_{n}=\ln|x_{n}|$ とすれば、 $z_{n+1}=z_{n}+\ln A(p=1/2)$、 $z_{n+1}=z_{n}-\ln A(p=1/2)$ とな

り、 $z_{n}$ は、 通常のランダムウォークとなる．したがって、 $z=a(>0)$ に反射壁を置けば、砺の分布は、 $[-\infty$ , a)
で一様分布となり、 $z_{n}$ は、 負の方向に広がっていく．つまり、 $x_{n}$ は原点に近づいていく．
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$p$

図 1: 密度の時間発展 $(\alpha=2)$ . 時間と共に原点へ集まっていく．

$p$

図 2: 原点付近での密度 $(\alpha=1.5,2,2.5)$ . 点線は理論的に得られた指数を用いてフィトさせて
いる．

ここで、 $\alpha\geq 1$ のとき、不変分布は原点で規格化できなくなり、定常分布は存在しない (無限

測度). このことは、文献 [18] でも指摘されている．したがって、密度は、 図 1に示している

ように、 原点に集まるが、 その振る舞いは、 $P(p)\propto p^{-\alpha}$ となる (図 2).

3 Results

本モデルでは、 $\alpha\geq 1$ のとき、密度は、原点 (運動量ゼロ) に集まっていくので、原子は時間

が経てば経つ程、低温になる (以下、 $\alpha\geq 1$ のときを考える). しかしながら、 ランダムウォーク

をしながら、原点に行くため、有限の確率で低温状態から抜け出すことになる (図 3). 時間が

経てば経つ程、 より低温状態 $(|p|<p*$ となる状態 $)$ にいやすくなるため、 この低温からの脱出

過程は非定常な確率過程となる．ここで、 $|p|<p*$ となる状態を $-1$
、

$|p|\geq p*$ となる状態を $+1$

とする 2状態の確率過程を考える．-1の持続時間分布は、式 (7) で与えられる． $+1$ の持続時

間分布を $p_{+}(x)$ とする． $+1$ の持続時間の平均値は有限であることに注意する． $\tau_{k}^{-},$
$\mathcal{T}_{k}^{+}$ をそれぞ

れ $k$番目の $-1_{\backslash }+1$ の持続時間とする．以下、 $t=0$ で $+1$ の状態であったとする． $\tau_{k}\equiv\tau_{k}^{-}+\tau_{k}^{+}$

と定義すると、 $\tau_{k}$ は独立同一分布であり、分布 $p(x)$ のティルは、式 (7) で与えられるベキ指
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数と同じである $(p(x)\propto x^{-1-1/\alpha})$ . したがって、更新回数 $N_{t}= \min\{k;\tau_{1}+\cdots+\tau_{k}>t\}$ の分

布は、

$Pr\{N_{t}/t^{\beta}\leq x\} = Pr\{S_{n}>t\}=Pr\{S_{n}>(\frac{n}{x})^{1/\beta}\}=Pr\{\frac{S_{n}}{n^{1/\beta}}>x^{-1/\beta}\}$ (11)

となる．ここで、 $\beta=1/\alpha,$ $S_{n}=\tau_{1}+\cdots+\tau_{n},$ $n=xt^{\beta}$ とおいた．一般化された中心極限定理

より $[19]$
、 (11) 式の右辺は、

$Pr\{\frac{S_{n}}{n^{1/\beta}}>x^{-1/\beta}\}arrow G_{\alpha}(x^{-1/\beta}) (narrow\infty)$ (12)

となる． $G_{\beta}(x)$ は安定分布、 $G_{\beta}(x^{-1/\beta})$ はMittag-Leffler分布と呼ばれている． $\tau_{k}^{+}$ は有限の期待

値を持つので、

$\frac{\tau_{1}^{+}+\cdots\tau_{n}^{+}}{n}arrow\{\tau^{+}\rangle (narrow\infty)$ (13)

が成立する．したがって、時刻 $t$ までに非低温状態 $(|p|\geq p^{*)}$ にいる時間穿 $=\tau_{1}^{+_{1}}+\cdots+\tau_{N_{t}}^{+}$

の分布は、

$Pr\{\frac{T_{t}^{+}}{t^{\beta}}\leq x\}=Pr\{\frac{N_{t}}{t^{\beta}}\frac{T_{t}^{+}}{N_{t}}\leq x\}arrow G_{\beta}(\langle\tau^{+}\rangle^{1/\beta}x^{-1/\beta})$ (14)

となる．つまり、非低温状態でいる時間の割合を $t^{\beta}$ で規準化した確率変数は、一定値には収束

せず、有限の分散を持つ普遍分布 (Mittag-Leffler 分布) に収束することがわかった．図 4は、

数値計算の結果であり、理論とよく合っていることがわかる．

図 3: 運動量の時間発展 $(\alpha=1.5)$ . 突発的に低温状態から脱出する．緑の線は、 $|p_{t}|>0.1$ と

なったときに 5を取り、 それ以外ではゼロとなる関数である．

4 Conclusion

本論文では、運動量に依存して待ち時間が決まる運動量空間上のランダムウォークにおいて、

不変測度が規格化できない無限測度が現れることを示した．無限測度系では、密度は、非定常

になり、 定常分布へ収束せず、発散する点 (ここでは運動量ゼロの原点) へ向かって収束して

いく．このモデ．/$\triangleright$は、 レーザー冷却のモデルとなっており、低温化のメカニズムは、無限測度
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図 4: 非低温状態である時間の規準化された割合の確率密度関数 $(\alpha=1.5,2)$ . 観測時間を変
えても、 分布の形は変化しない．ただし、平均値が 1になるように規準化されている．緑の線

は、 Mittag-Leffler 分布である．

による、密度の原点への収束であることがわかった．また、 このモデルでは、運動量空間上を

ランダムに動くため、突発的に低温状態から脱出する．時刻 $t$ までの非低温状態の持続時間は、

Mittag-Leffler分布になることも示した．
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