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概要

ランダム化の方法により無限峰写像の統計的側面を明らかにする．ここで言うランダム化
とは，無限峰写像をランダムカ学系に変換することであり，それにより統計的性質の定量的理
解が可能になる．はじめに，ランダム化の方法の基本的な考え方を述べ，一様分布仮説を導入
し，ランダム化を定式化する．つぎに応用として，無限峰写像において見られる顕著な性質，
Ant-Lion property やオンオフ間欠性，の統計的性質を明らかにする．また，リャプノブ指数
への応用も行い，無限峰写像のリャプノフ指数は常に正だが，対応するランダム化写像のリャ
プノフ指数は常に負になることを指摘する．最後にランダム化の方法の適用条件を一様分布論
から考察する．

1 はじめに

近年のエルゴード理論は，様々な非双曲力学系の統計的側面を明らかにしてきた．例えば，臨

界点を持つ単峰写像の絶対連続なエルゴード的確率不変測度の存在やリャプノフ指数の正値性な

どである [1, 2]. また，中立不動点を持つ一次元写像には規格化できない絶対連続不変測度 (無限

不変測度) が現れ，観測関数の部分和が示す極限分布はMittag-Leffler分布であることも明らかに

されている [3, 4].

一方，無限峰写像のエルゴード論的研究は始まったばかりである [5, 6]. 素朴に考えると，無限

峰写像は非双曲力学系の究極の形であり，最も分析が難しいだろうと思われる．しかし，本論文で

紹介する “ランダム化の方法” は，無限峰写像が数値実験において示すさまざまな現象，Ant-Lion

propertyやオンオフ間欠性，の定量的理解を可能にする．本論文ではランダム化の方法の便利さ

を強調するが，この方法は数値結果を説明する実用的な方法に止まらないと考えている．一般に

ランダムカ学系理論 [7] は，高次元力学系の一部の変数を確率変数と見なすことによりランダムカ

学系を作り出す．一方，ランダム化の方法は，無限峰写像の変数の “ある組み合わせ” を確率変数

と見なし，さらに数学的に非自明な「一様分布仮説」 を設けることで現象を見事に説明する．こ

の仮説の妥当性については一様分布論 [8] からの示唆はあるもののその数学的理解はこれからであ

る．このように，ランダム化の方法は決定論と確率論の関係をめぐる深い問題に繋がっていて，そ

の数学的理解の追求自体に大変意義がある．

本論文は以下のような構成になっている．まず第 2節で本論文で扱う 2つの無限峰写像，Ant-Lion

(AL) map と Arneodo maP, を導入する．つぎに第 3節で，まずランダム化の基本的な考え方を

述べ，一様分布仮説を基にランダム化を定式化する．その後，応用として，AL mapの Ant-Lion

propertyや Arneodo map のオンオフ間欠性の統計的性質を明らかにする．また，リャプノブ指数
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図 1: 本論文で扱うグラフ: (左) AL maP; $A=0.9$, (右) Arneodo maP; $(a, b)=(0.5,10)$ .

図 2: AL map の軌道;左から $A=0.1$ , 0.5, 0.9の場合．点線はランダムに選んだ 10個の初期値に

対する軌道 $\log x_{n}$ , 実線はランダムに選んだ 100個の初期値に対する平均軌道 $\langle\log x_{n}\rangle_{x0}.$

のパラメーター依存性も調べ，ランダム化写像のリャプノブ指数は常に負であることも見る．最

後に第 4節で，ランダム化公式で本質的であった一様分布仮説の成立条件を一様分布論から考察

し明らかにする．

2 モデル

2.1 Ant-Lion (AL) map

Ant-Lion $(AL)$ map は以下の式で定義される．

$x_{n+1}=x_{n}+Ax_{n}\sin(\pi/x_{n}) , x_{0}\in(0,1)$ , (1)

ここで $A\in(0,1)$ はパラメーターである．グラフを図 1(左) に示す．

この写像は元々，近可積分ハミルトン系における KAM トーラス近傍の非常に遅い運動 (よど

み運動) をモデル化する目的で提案された [9]. 本論文では，この写像について，以下で説明する

Ant-Lion $(AL)$ property に焦点を当てる．

AL-property とは非常に奇妙な力学特性である．図 2に示すように，AL map の軌道はほとんど

すべてが指数関数的に特異反発点 $x_{*}=0$ に収束する．このような，大域的な安定性と局所的な不

安定性が共存する力学特性を AL-property と呼ぶ [10]. “Ant-Lion” とは昆虫のアリジゴクのこと

で，軌道 $x_{n}$ がアリジゴクの巣に捕まったアリの軌跡 (行きつ戻りつしながら徐々に巣の中心に落

ちていく様子) に似ているところから来ている．AL-property を反映して有限時間リャプノフ指数

$\lambda_{n}\equiv$ く $\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\log|T’(x_{k})|\rangle_{x0}$ , (2)

は時間 $n$ に比例して増大する (図 3).
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図 3: AL map の有限時間リャプノフ指数;左から $A=0.1$ , 0.5, 0.9の場合．

S000 $\{\infty 00$ $t$S000 mm $2R$ $300W$ 5000 t0000 $t\mathfrak{N}\infty$ 20000 25000 30000 mo $t0000$ t5000 20000 25000 $3RO$ $5R$ $1\infty\infty$ t5000 nm 25000 30000$n n n n$図 4: Arneodo map の軌道;(上段) すべて $b=10$ , (下段) すべて $b=100.$ $a$ の値は上下段共通で，

左から $a=0.80$ , 0.85, 0.90, 0$\cdot$
95である．

一般に，散逸的なエルゴード変換には絶対連続な確率不変測度は存在せず，絶対連続な “無限”

不変測度が可算無限個存在することが知られている [11]. AL mapも散逸エルゴード変換に属す

るので，エルゴード性について次のようなことが成り立つと予想される:

AL map は区間 $(0, x_{\max}(A)$ ] $\subset(0,1)$ においてエルゴード的であり，

ルベーグ測度に関して絶対連続な無限不変測度を可算無限個持つ．

ここで $x_{\max}(A)$ はパラメーター $A$ に依存するエルゴード的な鉢の右端を表す (詳細は [10]). AL

map の絶対連続な無限不変測度については文献 [10] において調べた．本論文ではエルゴード的鉢

$(0, x_{\max}(A)]$ における軌道賜の振る舞いに注目する．

2.2 Arneodo map

Arneodo map は以下の式で定義される．

$x_{n+1}=x_{n}|x_{n}|^{a-1}\sin(b\log(1/|x_{n}|)) , x_{0}\in(-1,1)$ , (3)

ここで $a\in(0,1)$ , $b>0$ はパラメーターである．グラフは図 1(右) に示されている．

Arneodo map は元々，常微分方程式系のサドルフォーカス点におけるカオスの発生条件を導

く過程で現れた [12, 13, 5]. はじめに Shilnikovがサドルフオーカス点近傍から二次元無限峰写

像を，次に Arneodo etc. が $x_{n}>0$ だけで定義された式 (3) を導いた．最終的に Pacifico etc. が

$|x_{n}|<1$ に拡張し，写像力学系として定義した．一次元無限峰写像の導出は Arneodo etc. に依る

ところが多いため Arneodo map と名付けた．式 (3)で定義した Aneodo map はオリジナルのもの

から本質的と思われる 2つのパラメーターだけを残している．オリジナルの Arneodo mapでは，

127



$t$

/
05

$\check{x}$ $0$

05

-,-t $-05$ $0$ $os$ $t$ 1 05 $os$

図 5: ランダム化のイメージ: 左から AL maP; $A=0.9$ , Arneodo maP; $b=10$ , 100, 1000 $(a$ は

0.5で共通).

図 6: 様々な包絡線を持つ区分線形写像: (左) 式 (10); $A=0.8$ の場合，(右) 式 (11); $B=4$ の場合．

ある正測度のパラメーター領域で正のリャプノブ指数をもち [5], 絶対連続なエルゴード的確率不

変測度が存在することが証明されている [6].

これまで指摘されてこなかったことだが，Arneodo mapはオンオフ間欠性 [14, 15, 16, 17] を示

す．図 4に示すように， $a\approx 1$ で長いラミナー状態と短いバースト状態を不規則に繰り返す．$aarrow 1$

で間欠性は強くなり，1を越えると軌道 $x_{n}$ は特異反発点 $x_{*}=0$ に収束するようになる．これま

でオンオフ間欠性の数理モデルは，確率微分方程式やランダムカ学系でしか知られていなかった．

無限峰写像という，一次元の純粋な決定論的力学系からオンオフ間欠性が得られるということは，

物理分野の間欠性研究において新しい知見となるであろう [18].

3 ランダム化とその応用

この節ではランダム化の基本的な考え方を述べ，一様分布仮説を導入してランダム化を定式化

する．応用として，AL map の AL-property や Arneodo map のオンオフ間欠性の統計的性質を明

らかにする．さらにリャプノフ指数の考察も行い，無限峰写像に対応するランダム化写像のリャ

プノフ指数は常に負であることを指摘する．

3.1 ランダム化公式

無限峰写像のランダム化とは，直感的に言えば，図 5のようにグラフの包絡線で囲まれた部分

を黒く塗りつぶし，次のステップはその範囲から確率的に選択されると考えることである．この

手続きを式で言えば，写像に含まれる周期関数の位相の部分を独立な確率変数列 $\{y_{n}\}$ で置き換え

ることである．その結果得られるランダムカ学系を，ランダム化写像と呼ぶことにする．例えば，

AL map のランダム化写像は，

$x_{n+1}=x_{n}+Ax_{n}\sin(\pi/x_{n})$
ランダム化

$z_{n+1}=z_{n}+Az_{n}$ Sin $(2\pi y_{n})$ , (4)
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であり，Arneodo map のランダム化写像は，

$x_{n+1}=x_{n}|x_{n}|^{a-1}\sin(b\log(1/|x_{n}|)) arrow^{フ-\backslash \nearrow タ^{}.ム (b} z_{n+1}=z_{n}|z_{n}|^{a-1}\sin(2\pi y_{n})$ , (5)

である．ここで確率変数 $y_{n}$ の分布を決めるために次のような仮説を設ける．

一様分布仮説 : 単調増加関数 $h(n)$ に対して数列 $y_{n}\equiv(h(n)mod 1)\ovalbox{\tt\small REJECT} f[0$ , 1$]$ 上一様分布する．

以降はこの仮説に従い，ランダム化によって導入された確率変数列 $\{y_{n}\}$ は，一様分布をもつ独立

同一な確率変数列であるとする．一様分布仮説の成立条件については第 4節で考察する．

上記の考え方を一般化した “ランダム化公式 (Randomizaion formula)”を述べる．次の AL-type
map は，AL map や Arneodo map を含む，広いクラスの無限峰写像である;

$x_{n+1}=x_{n}|x_{n}|^{a-1}\{c+Af(g(1/|x_{n}|))\}$ , (6)

ここで $f(x)$ は振幅 1の 1周期関数， $g(x)$ は $xarrow\infty$ で発散する単調増加関数である．さらに $f(x)$

に次のような条件を課す

$\int_{0}^{1}f(x)dx=0$ . (7)

この条件があることでパラメーター $c$ や $A$ が一意に決まる．

本論文の 2つのモデルは次のように再現できる．

(i) AL map 式 (1) は， $c=1/2,$ $A\in(0,1)$ , $f(x)=\sin(2\pi x)$ , $g(x)=x,$ $a=1,$ $x0\in(0,1)$

とすれば与えられる．

(ii) Arneodo map 式 (3) は， $c=0,$ $A=1,$ $f(x)=\sin(2\pi x)$ , $g(x)=b\log(x)/2\pi,$ $a\in(0,1)$ ,

$x0\in$ (-1,1)とすれば与えられる．

以上の設定において，ランダム化を次のように定式化する:

ランダム化公式 I

AL-type map 式 (6) に対応するランダム化写像は

$z_{n+1}=z_{n}|z_{n}|^{a-1}\{c\dotplus Af(y_{n})\}$ , (8)

である．ただし $\{y_{n}\}$ は $[0$ , 1$]$ 上を一様分布する独立同一な確率変数列である．

最後に，今回は直接は使わないが，写像の包絡線が任意の場合のランダム化公式も紹介してお

く．区分線形写像であり，上下の包絡線が

$y=e_{u}(x) , y=e_{l}(x)$ , (9)

であるとする．例として図 6に示したものは，

(i) 図 6左:分割点 (不連続点) が $1/n(n=1,2, \ldots)$ であり，包絡線は

$e_{u}(x)= \min\{1, (1+A)x\}, e_{l}(x)=(1-A)x$ , (10)

である．ただし， $A\in(0,1)$ はパラメーター．
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図 7: AL map の軌道から計算した減衰率 $\alpha(A)$ , 分散 $\sigma^{2}(A)$ , 及び，ゆらぎ $\{\xi_{1}oooo\}$ の分布密度

関数 $P(\xi)$ . 実線は理論曲線を表しており，よく一致している．ゆらぎの分布密度関数 $P(\xi)$ は他の

どのパラメーター $A\in(O, 1)$ でも正規分布が観測される．

$s|og(1\sim a|4\cdot 3., t 7 s \ovalbox{\tt\small REJECT} o4\cdot 39(\{-\’{e})$
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$5|09(1rightarrow a)4\cdot 32$

1 7
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図 8: Arneodo map の軌道から計算した長時間平均 $\log(\overline{\log(1/|x_{n}|)})$ v.s. パラメーター $\log(1-a)$ :

左から $b=1$ , 5, 10, 100の場合．実線は理論線 $y=-x+\log(\log 2)$ であり， $b$ が大きくなるほどよ

く一致する．

(ii) 図 6右:分割点 (不連続点) は $1/n(n=1,2, \ldots)$ であり，包絡線は

$e_{u}(x)= \min\{1, \frac{x}{1-x}\}, e_{l}(x)=\frac{x}{1+Bx}$ , (11)

である．ただし， $B\geq 1$ はパラメーター．

このとき，

ランダム化公式�

上下の包絡線が $y=e_{u}(x)$ , $y=e_{l}(x)$ である区分線形写像に対応するランダム化写像は

$z_{n+1}=y_{n}e_{u}(z_{n})+(1-y_{n})e_{l}(z_{n})$ , (12)

である．ただし $\{y_{n}\}$ は $[0$ , 1$]$ 上を一様分布する独立同一な確率変数列である．

3.2 ランダム化の応用

この小節では，ランダム化公式を，具体的に AL mapと Arneodo mapに適用し，その統計的性

質を明らかにする．さらに両写像の (有限時間) リャプノフ指数について数値結果を示し，AL map

についてはランダム化公式からその結果を導出する．また注意として，ランダム化写像のリャプ

ノフ指数は必ず負になることにも言及する．
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3.2.1 AL map の場合

AL map のランダム化写像式 (4) より，

$\frac{1}{n}\log(\frac{z_{n}}{z_{0}})=\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\log(1+A\sin(2\pi y_{k}))\vec{narrow\infty}\int_{0}^{1}\log(1+A\sin(2\pi y))dy$ . (13)

ここで最右辺は Jensenめ不等式により負であるから，減衰率を

$\alpha(A)\equiv-\int_{0}^{1}\log(1+A\sin(2\pi y))dy$ , (14)

と定義する．また，中心極限定理より，

$\frac{1}{\sqrt{n}}(\log\frac{z_{n}}{z_{0}}+n\alpha)=\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{k=0}^{n-1}(\log(1+A\sin(2\pi y_{k}))+\alpha)\vec{narrow\infty}pN(0, \sigma^{2})$ . (15)

ここで $N(0, \sigma^{2})$ は平均 $0$ , 分散 $\sigma^{2}$ の正規分布であり，分散を

$\sigma^{2}(A)\equiv\int_{0}^{1}(\log(1+A\sin(2\pi y)))^{2}dy-\alpha(A)^{2}$ . (16)

と定義する．

以上より，AL map の漸近挙動が次のようになると期待できる．

$x_{n}\sim x_{0}exp(-n\alpha(A)+\sqrt{n}\sigma(A)\xi_{n}) , narrow\infty$ , (17)

ただし， $\{\xi_{n}\}$ は標準正規分布 $N(0,1)$ をもつ独立同一な確率変数列である．

図 7に示すように，実際の AL map の軌道から計算した減衰率 $\alpha(A)$ , 分散 $\sigma^{2}(A)$ , 及び，ゆら

ぎの分布 $P(\xi)$ は，確かにランダム化写像から求めたもの，式 (14), (16) 及び標準正規分布 $N(0,1)$ ,

と一致している．

3.2.2 Arneodo map の場合

Arneodo map のランダム化写像式 (5) より，

$\frac{1}{n}\log\frac{|z_{n}|}{|z_{0}|}=(1-a)\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\log\frac{1}{|z_{k}|}+\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\log(|\sin(2\pi y_{k})|)$ , (18)

両辺 $narrow\infty$ を考えると，

$0=(1-a) \overline{\log(1/|z_{k}|)}+\int_{0}^{1}\log(|\sin(2\pi y)|)dy$ , (19)

が成り立つ．こごでオイラー積分 $\int_{0}^{1}\log(|\sin(2\pi y)|)dy=-\log 2$ を使うと，結局，対数変数 $\log|z_{n}|$

の平均は，

$\overline{\log|z_{n}|}=-\frac{\log 2}{1-a}$ , (20)

となる．

以上より，Arneodo map の軌道の長時間平均は次のようになると期待できる．

$\overline{\log|x_{n}|}\sim-\frac{\log 2}{1-a}, barrow\infty$ . (21)

図 8に示すように，実際の Arneodo map の軌道から計算した長時間平均 $\overline{\log|x_{n}|}$ は， $b\gg 1$ で，

確かにランダム化写像から求めた式 (21) と一致する．
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図 9: AL map の有限時間リャプノフ指数に対する係数 $\gamma(A)=\lim_{narrow\infty}\lambda_{n}(A)/n$ . 実線は理論曲
線 $\alpha$ (A)/2である．

図 10: Arneodo map のリャプノフ指数 $\lambda(a, b)$ v.s. パラメーター $\log b$ ;左から $a=0.80$ , 0.85, 0.90,

0.95の場合．数値的に $\lambda(a, b)\approx\log b,$ $a\in(0,1)$ , $b\gg 1$ であると予想される．

3.2.3 リャプノブ指数

まず，AL map のリャプノブ指数を見てみる．図 3で見たように，有限時間リャプノブ指数は

漸近的に時間 $n$ に比例して増える．

$\lambda_{n}(A)\sim\gamma(A)n, narrow\infty$ . (22)

この係数 $\gamma(A)$ の $A$依存性をランダム化公式を使って求める．AL map を $x_{n+1}=T(x_{n})$ とすれば，

その微分の漸近形は次のようになる．

$T’(x) \sim-\frac{\pi A}{x}\cos(2\pi\eta) , xarrow 0$ , (23)

ここで $\eta$ は $[0$, 1$]$ 上一様分布する確率変数である．したがって，有限時間リャプノフ指数の定義

式 (2) と AL map の軌道の漸近式 (17) を組み合わせて，

$\lambda_{n}(A)\sim\langle\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}[k\alpha(A)+\sqrt{k}\sigma(A)\xi_{k}+\log(\frac{\pi A}{x_{0}})+\log|\cos(2\pi\eta_{k})|]\rangle_{x_{0}}$

$\sim\frac{\alpha(A)}{2}n, narrow\infty$ . (24)

となる．この関係式は，局所的な不安定性を表すリャプノフ指数 $\lambda_{n}$ と，大域的な安定性を表す減

衰率 $\alpha$ を繋ぐ式である．図 9は，確かに $\gamma(A)=\alpha(A)/2$ であることを示している．

注意 1. ここで，AL map に対応するランダム化写像のリャプノフ指数を考えてみる．対応するラ

ンダム化写像を $z_{n+1}\equiv T(z_{n};y_{n})$ と書く．ランダムカ学系のリャプノブ指数を

$\overline{\lambda}\equiv\langle_{n}\lim_{arrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}\log|D_{z_{k}}T(z_{k};y_{k})|\rangle_{\{y_{n}\}}$ (25)
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図 11: 単調増大数列の分布密度関数:(左) ( $\sqrt{n}$ mod1), (中央) ( $e^{n}$ mod1), (右) $(\log(n)$ mod1$)$ .

と定義するとき，ランダム化写像のリャプノフ指数は

$\overline{\lambda}(A)=-\alpha(A) , A\in(0,1)$ , (26)

となる．AL map のリャプノフ指数煽 (A)は正であるが，ランダム化写像のリャプノフ指数 $\overline{\lambda}(A)$

はすべてのパラメーター範囲 $A\in(O, 1)$ で負である．

次に Arneodo map のリャプノブ指数を数値的に見てみる．既に説明したように，Arneodo map

には絶対連続な確率不変測度が存在し，正のリャプノブ指数を持つ．図 10に示すように，数値計

算によっても正のリャプノフ指数を確認することが出来る．さらに次のようなパラメーター依存

性が予想される．

$\lambda(a, b)\approx\log b, a\in(O, 1) , b\gg 1$ , (27)

ここでリャプノフ指数は間欠性の強さ $a\in(0,1)$ には依存しない．予想式 (27) を理論的に導出す

ることは今後の課題である．

注意 2. Arneodo map に対応するランダム化写像のリャプノフ指数は

$\overline{\lambda}(a)=\log a, a\in(0,1)$ , (28)

である．この場合もランダム化写像のリャプノフ指数 $(a)$ はすべてのパラメーター範囲 $a\in(O, 1)$

で負である．ランダム化の手続きは無限峰写像の局所的な初期値鋭敏性を消滅させるようだ．

4 ランダム化の適用条件

ランダム化公式を導く際に 「一様分布仮説」 が本質的であった．この節では単調増加関数 $h(n)$

がどのような条件を満たすとき数列 $y_{n}=(h(n)mod 1)$ が一様分布するかを考察する．ここで，あ

る数列 $y_{n}$ が $[0$ , 1 $]$ 上一様分布するとは，

$\lim_{narrow\infty}\frac{\#\{0\leq k<n|0\leq y_{k}<y\}}{n}=y, y\in[0, 1 ]$ , (29)

が成り立つときを言う．

以下では各クラスの数列，すなわち，べき関数的に増大する数列，指数関数的に増大する数列，

対数関数的に増大する数列，に対する結果を個別に述べる．最後に，それらの結果を統合し，一

様分布仮説の適用条件を明らかにする．
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4.1 べき関数的に増大する数列

以下の数列は一様分布することが知られている [8].

$\bullet(\theta nmod 1)$ , $\theta\not\in \mathbb{Q}.$

$\bullet$ ( $\alpha n^{m}$ mod1), $\alpha\not\in \mathbb{Q},$ $m\geq 1$ : integer.

$\bullet$ ( $\alpha n^{\sigma}$ mod1), $\alpha\neq 0,$ $\sigma>0$ : not integer.

実際に， $(\sqrt{n}mod 1)$ の分布を観測したものが図 11(左) である．このように，

べき関数的に増大する数列は一様分布する

と言える [19].

4.2 指数関数的に増大する数列

このクラスで最も単純な数列 ( $e^{n}$ mod1) は一様分布すると予想されているが，未だ証明はな

い．しかし，測度論的に次の結果が得られている ([8] 参照).

定理 (Koksma’s General Metric Theorem). 数列 ( $\chi^{n}$ mod1) は，ほとんどすべての実数 $\chi>1$

に対して， $[0$ , 1$]$ 上一様分布する．

実際，図 11(中央) に ( $e^{n}$ mod1)の分布密度関数の数値結果を示す．このように，

数値実験においては指数関数的に増大する数列は一様分布する

と考えられる．

4.3 対数関数的に増大する数列

このクラスで最も単純な数列 (logn mod 1) は一様分布しないことが知られている [8]. この数

列の分布を説明するために，まず，漸近分布関数 $Q(y)$ を定義する．

定義 1. 数列 $y_{n}$ に対して $Q(y)$ が漸近分布関数であるとは次が成り立つときを言う:

$\lim_{narrow\infty}\frac{\#\{0\leq k<n|0\leq y_{k}<y\}}{n}=Q(y) , y\in[0, 1 ]$ . (30)

上記の定義において極限 $narrow\infty$ が存在しない場合でも，ある部分列 $\{ni\}\subset \mathbb{N}(iarrow\infty, 臓 arrow\infty)$

に対しては漸近分布が存在する場合がある．以下で部分列に対する漸近分布関数 $Q_{\{n_{i}\}}(y)$ を定義

する．

定義 2. 数列除に対して $Q_{\{n_{i}\}}(y)$ が部分列 $\{n_{i}\}\subset \mathbb{N}$ に対する漸近分布関数であるとは次が成り

立つときを言う:

$\lim_{iarrow\infty}\frac{\#\{0\leq k<n_{i}|0\leq y_{k}<y\}}{n_{i}}=Q_{\{n_{i}\}}(y) , y\in[0, 1 ]$ . (31)
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数列 $y_{n}=$ $(\log n$ mod1 $)$ に対して次の結果が知られている [8]:

$\xi\in[0$ , 1$]$ を定数とする．部分列 {ni} を， $iarrow\infty$ で $(\log n_{i}mod 1)arrow\xi$ となるものとする．この

とき，部分列 {ni} に対する漸近分布密度関数 $q(y;\xi)=Q_{\{n_{i}\}}’(y)$ は以下のようになる:

$q(y;\xi)=\{\begin{array}{ll}e^{y-\xi+1}/(e-1) , y\in[0, \xi) ,e^{y-\xi}/(e-1) , y\in[\xi, 1 ].\end{array}$ (32)

図 11(右) に $\xi=1$ としたときの分布密度関数 $q(y;1)=e^{y}/(e-1)$ を示す．このように，

対数関数的に増大する数列は一様分布しない

ことがわかる．

4.4 一様分布するための条件

これまでの個別的結果から以下のことが予想される．

一様分布する数列は対数関数より速く増大する．

ここでは，この予想を補強するために，連続時間の過程肋 $(t\geq 0)$ についての結果を証明なしで述

べる．この結果は，これまでの離散時間の数列 $y_{n}$ における結果を，連続時間の過程翫において統
合したものである．連続時間にすることで比較的容易に示すことができる．

定理．$\gamma>0$ を定数とする．過程 $y_{t}=$ $(h(t) mod 1)$ , $t\geq 0$ について，以下の $(i)-(iii)$ が成り立つ．

(i) $h(t)=e^{\gamma t}$ のとき，過程跳は $[0$ , 1$]$ 上一様分布する．

(ii) $h(t)=t^{\gamma}$ のとき，過程’yt は $[0$ , 1$]$ 上一様分布する．

(iii) $h(t)=(\log(t+1))^{\gamma}$ とする．

(a) $\gamma>1$ のとき，過程跳は $[0$ , 1$]$ 上一様分布する．

(b) $\gamma\leq 1$ のとき，過程跳に漸近分布は存在しない．

(C) 特に $\gamma=1$ のとき，部分列 $T_{k}=e^{z+k}-1,$ $(0\leq z\leq 1)$ に対する漸近分布 $Q_{T_{k}}(y)$ が存

在して，その密度関数は次のようになる．

$q_{z}(y)=\{\begin{array}{ll}e^{y-z+1}/(e-1) , y\in[0, z) ,e^{y-z}/(e-1) , y\in[z, 1 ].\end{array}$ (33)

これまでの個別数列の結果や上記の定理を鑑みれば，AL-type map 式 (6) のランダム化におけ

る一様分布仮説には適用条件があり，

位相 $g(1/x_{n})$ の $narrow\infty$ で増犬する速さが対数関数 $\log n$ より大きい

ことが必要であると考えられる．
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5 まとめ

本論文では無限峰写像の統計的な側面を解析するためにランダム化の方法を導入した．まずラ

ンダム化の方法の基本的な考え方を述べ，一様分布仮説を基にしてランダム化を定式化した．次

に応用として無限峰写像が示す AL-property やオンオフ間欠性の統計的性質を明らかにした．ま

たリャプノフ指数のパラメーター依存性を調べ，ランダム化写像のリャプノフ指数は常に負にな

ることも見た．最後に，一様分布仮説の適用条件を一様分布論を基に考察し，位相の増大する速

さが対数関数より大きいことが必要であることを明らかにした．
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