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概要

(挨れのない) アフイン Lie環のレベル・ゼロ優整ウエイト $\lambda$ に

対して、型 $\lambda$ の半無限 Lakshmibai-Seshadri パスのなすクリスタ

ルを導入し、 これが extremal ウエイト $\lambda$ の extremal ウエイト加

群の結晶基底と同型であることを示す。

1 アフィン・ルート $\bullet$ データ

$\mathfrak{g}$ を複素数体 $\mathbb{C}$ 上の有限次元単純 Lie 環、 $\mathfrak{g}_{af}:=(\mathfrak{g}\otimes_{\mathbb{C}}\mathbb{C}[t, t^{-1}])\oplus \mathbb{C}c\oplus \mathbb{C}d$

を付随する (振れのない) アフイン Lie環とする。 $\mathfrak{h}_{af}$ を $\mathfrak{g}_{af}$ の Cartan部分環、

$\{\alpha_{i}\}_{i\in I_{af}}\subset \mathfrak{h}_{af}^{*}:=Hom_{\mathbb{C}}(\mathfrak{h}_{af}, \mathbb{C})$ と $\{\alpha_{i}^{\vee}\}_{i\in I_{af}}\subset \mathfrak{h}_{af}$ をそれぞれ単純ノレートと単

純余ルートの集合とし、 $Q^{\vee}:=\oplus_{i\in I}\mathbb{Z}\alpha_{i}^{\vee}$ とおく。 $\delta\in \mathfrak{h}_{af}^{*}$ を $\mathfrak{g}_{af}$ の零ルートと

する。 $-\rangle$ : $\mathfrak{h}_{af}\cross \mathfrak{h}_{af}^{*}arrow \mathbb{C}$ で標準的なペアリングを表す。 $\mathfrak{g}$ に対応する特別

添字を $0\in I_{af}$ とし、 $I:=I_{af}\backslash \{0\}$ とおく。 $\mathfrak{g}_{af}$ の基本ウエイト $\Lambda_{i}\in \mathfrak{h}_{af}^{*}(i\in I_{af})$

を固定し、 $\varpi_{i}:=\Lambda_{i}-\langle c,$ $\Lambda_{i}\rangle\Lambda_{0}(i\in I)$ とおく。 $r_{i}\in GL(\mathfrak{h}_{af}^{*})(i\in I_{af})$ を単純鏡

映 $r_{i}(\mu):=\mu-\langle\alpha_{i}^{\vee},$ $\mu\rangle\alpha_{i}(\mu\in \mathfrak{h}_{af}^{*})$ とし、 $W_{af}$ $:=\langle r_{i}|i\in I_{af}\rangle$ をアフインWeyl

群とする。 $e\in W_{af}$ を単位元、 $\ell$ : $W_{af}arrow \mathbb{Z}_{\geq 0}$ を長さ関数とする。 $\triangle_{af}:=\{x\alpha_{i}|$

$x\in W_{af},$ $i\in I_{af}\}$
、

$\triangle_{af}^{+}:=\triangle_{af}\cap\sum_{i\in I_{af}}\mathbb{Z}_{\geq 0}\alpha_{i\backslash }\triangle:=\triangle_{af}\cap\oplus_{i\in I}\mathbb{Z}\alpha_{i}$ とおく $\circ$

$\beta=x\alpha_{i}\in\triangle_{af}^{+}$ に対して、 $r_{\beta}:=xr_{i}x^{-1}\in W_{af}$ と定める。 $W:=\langle r_{i}|i\in I\rangle_{\backslash }$

$t_{\alpha_{i}^{\vee}}$
$:=r_{i}r_{\alpha+\delta}i(i\in I)$

、
$t_{\xi}:= \prod_{i\in I}t_{\alpha_{i}^{\vee}}^{k_{i}}(\xi=\sum_{i\in I}k_{i}\alpha_{i}^{\vee}\in Q^{\vee})$ と定めると、

$W_{af}=\{wt_{\xi}|w\in W, \xi\in Q^{\vee}\}$ となる。 $(詳細については、 [Kac90, \S 6]_{0})$
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2 D. Petersonの完全{ざ表系 $(W^{J})_{af}$

各 $J\subset I$ に対して、 $Q_{J}^{\vee}:=\oplus_{j\in J}\mathbb{Z}\alpha_{j\backslash }^{\vee}\triangle_{J}:=\Delta\cap\oplus_{j\in J}\mathbb{Z}\alpha_{j\backslash }W_{J}:=\langle r_{j}|i\in$

$J\rangle$ とおく。また、 $(\Delta_{J})_{af}:=\{\alpha+n\delta|\alpha\in\Delta_{J}, n\in \mathbb{Z}\}$
、

$(\Delta_{J})_{af}^{+}:=(\Delta_{J})_{af^{\cap\Delta_{af}^{+}}、}$

$(W_{J})_{af}:=\{wt_{\xi}|w\in W_{J}, \xi\in Q_{J}^{\vee}\}$ とおく。 Peterson ([Pet97]; [LS10] も見

よ $)$ に従って、 $W_{af}$ の部分集合 $(W^{J})_{af}:=\{x\in W_{af}|x((\triangle_{J})_{af}^{+})\subset\triangle_{af}^{+}\}$ を導

入する。 $(W^{J})_{af}$ は $W_{af}/(W_{J})_{af}$ の極小完全代表系を与える ([LS10, Lemma

10.6])。 $\Pi^{J}$ : $W_{af}arrow(W^{J})_{af},$ $x_{1}x_{2}\mapsto x_{1}$ $(x_{1}\in(W^{J})_{af}, x_{2}\in(W_{J})_{af})$ を射影

とする。 (詳細については、 [LS10, \S 10] や [LNSSS13, \S 3] $\circ$

)

3 Extremalウエイト加群

$U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$ を $\mathfrak{g}_{af}$ に付随する量子展開環とする。 $\mathfrak{g}_{af}$ の整ウェイト $\lambda$ に対して、

$U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$ 上の extremal ウエイト $\lambda$ の extremal ウエイト加群 $V(\lambda)$ とは、 $v_{\lambda}$ に

よって生成され、「 はウェイト $\lambda$ の extremalベクトルである」 という関係

式によって定義される可積分加群である ([Kas94, \S 8])。

以下では、 $\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i}(m_{i}\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ と仮定する。 $\mathcal{B}(\lambda)$ を $V(\lambda)$ の結晶

基底とし、 $u_{\lambda}\in \mathcal{B}(\lambda)$ を $v_{\lambda}\in V(\lambda)$ に対応する元とする。 $\mathcal{B}(\lambda)$ には $W_{af}$ が作

用する $([Kas94, \S 7])$。そこで、 $u_{x}$ $:=x$ $u_{\lambda}\in \mathcal{B}(\lambda)(x\in W_{af})$ とおく。次の

命題は、 Beck-中島 ([BN04, Remark 4. 17]) の結果 (柏原の予想 $([Kas02b,$

\S 13]) の解決) の系として得られる。

命題 3.1. $J=\{i\in I|m_{i}=0\}$ とすると、 $(W_{J})_{af}=\{x\in W_{af}|u_{x}=u_{\lambda}\}$ が

成り立つ。特に、 $u_{\lambda}\in \mathcal{B}(\lambda)$ の $W_{af}$ -軌道は $\{u_{x}|x\in(W^{J})_{af}\}$ と書ける。

$u_{\lambda}\in \mathcal{B}(\lambda)$ を含む $\mathcal{B}(\lambda)$ の連結成分を $\mathcal{B}_{0}(\lambda)$ とする。 また、

Par$(\lambda):=$ { $\rho=(\rho^{(i)})_{i\in I}|$ 各 $i\in I$ について、$\rho$
(i)は長さが $m_{i}$以下の分割}
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と定め、 各 $\rho=$ ( $\rho$(i))i $\in$I $\in Par(\lambda)$ について、

$e_{i}\rho=f_{i}\rho:=0,$ $\epsilon_{i}(\rho)=\varphi_{i}(\rho):=-\infty$ , wt
$( \rho):=-\sum_{i\in I}|\rho^{(i)}|\delta$

と定めることによって、Par $(\lambda$ $)$ 上に Uq( $\mathfrak{g}$af)上のクリスタルの構造を定義する。

定理 3.2 $([BN04,$ Theorem $4.16 (i)])$ . $\mathcal{B}(\lambda)\cong Par(\lambda)\otimes \mathcal{B}_{0}(\lambda)$ が成り立つ。

4 半無限Lakshmibai-Seshadriパス

$\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i}(m_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0)$
、 $J=\{i\in I|m_{i}=0\}$ とする。

定義 4.1 ([Lus80, Pet97 (i) $x=wt_{\xi}\in W_{af}(w\in W, \xi\in Q^{\vee})$ に対して、

$\ell\frac{\infty}{2}(x)$ $:=\ell(w)+2ht(\xi$ $)$ と定める。ただし、ht $( \sum k_{i}\alpha_{\check{i}})$ $:= \sum k_{i}$ である。

(ii) $x\in(W^{J})_{af、}\beta\in\Delta_{af}^{+}$ とする。 $r_{\beta^{X}}\in(W^{J})_{af}$ か$\grave{}$つ $\ell\frac{\infty}{2}(r_{\beta}x)=\ell^{\frac{\infty}{2}}(x)+1$

のとき、 $r_{\beta^{X}}arrow\beta x$ と書く。

定義 4.2. (i) $a$ を有理数とする。 $x\in$ $(W^{J})_{af}$ から $y\in(W^{J})_{af}$ への a-

chain とは、 列 $y=y_{0}arrow^{\beta_{1}}y_{1}arrow^{\beta_{2}}$ . . . $arrow^{\beta\iota}y_{l}=x(y_{0},$
$y_{1},$

$\ldots,$
$y_{l}\in$

$W_{af},$ $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ , . . . , $\beta_{l}\in\Delta_{af}^{+})$ であって、 $a\langle\beta_{u}^{\vee},$ $y_{u}\lambda\rangle\in \mathbb{Z}(1\leq u\leq l)$ を満た

すもののことである。

(ii) $(W^{J})_{af}$ の元の列 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{k})$ と、 有理数の列 $a=(0=a_{0}<$

$a_{1}<a_{2}<\cdots<a_{k}=1)$ との組 $\eta=(x;a)$ が型 $\lambda$ の半無限 Lakshmibai-

Seshadri パスであるとは、各 $1\leq s\leq k$ について、 $x_{s+1}$ から $x_{s}$ への

$a_{s}$-chainが存在することである。

$\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ を型 $\lambda$ の半無限 Lakshmibai-Seshadriパス全体の集合とする。 $\eta=$

$(x_{1}, \ldots, x_{k};0=a_{0}<a_{1}<\cdots<a_{k}=1)\in \mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ を、

$\eta(t):=\sum_{s=1}^{l-1}(a_{s}-a_{s-1})x_{s}+(t-a_{l-1})x_{l}$ $(a_{l-1}\leq t\leq a_{l}, 1\leq l\leq k)$
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として、 区分的に線型な連続写像 $\eta$ : $[0, 1]arrow \mathbb{R}[W_{af}]$ と同一視する。 ただし、

$[0$ , 1 $]$ $:=\{t\in \mathbb{R}|0\leq t\leq 1\}$ であり、 $\mathbb{R}[W_{af}]:=\oplus_{x\in W_{af}}\mathbb{R}x$ は $W_{af}$ に付随す

る実数体 $\mathbb{R}$上の群環である。

$\eta\in \mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ と $i\in I_{af}$ に対して、 $H_{i}^{\eta}(t):=\langle\alpha_{i}^{\vee},$ $\eta(t)\cdot\lambda\rangle(t\in[0,1])$ とし、

$m_{i}^{\eta}$ $:= \min\{H_{i}^{\eta}(t)|t\in[O, 1]\}$ と定める。また、 $t_{0}^{f:}$ $:= \max\{t\in[O$ , 1$]$ $|H_{i}^{\eta}(t)=$

$m_{i}^{\eta}\}$ と定め、 $t_{0}^{f_{t}}=1$ ならば $f_{i}\eta:=0$
、

$t_{0}^{f_{i}}<1$ ならば $t_{1}^{f:}:= \min\{t\in[t_{0}^{f_{l}}$ , 1 $]$ $|$

$H_{i}^{\eta}(t)=m_{i}^{\eta}+1\}$ とし、

$(f_{i}\eta)(t):=\{\begin{array}{ll}\eta(t) t\in[0, t_{0}^{f:}]r_{i}\cdot\eta(t)+(e-r_{i})\cdot\eta(t_{0}^{f_{l}}) t\in[t_{0}^{f_{l}}, t_{1}^{!:}]\eta(t)+(e-r_{i})\cdot(\eta(t_{0}^{f_{l}})-\eta(t_{1}^{f_{i}})) t\in[t_{1}^{f_{i}}, 1 ]\end{array}$

と定める。 同様に、 $t_{1}^{e_{i}}$ $:= \min\{t\in[0, 1] |H_{i}^{\eta}(t)=m_{i}^{\eta}\}$ と定め、 $t_{1}^{e_{i}}=0$ なら

ば $e_{i}\eta:=0$
、

$t_{1^{:}}^{e}>0$ ならば $t_{0}^{e_{i}}:= \max\{t\in[0, t_{1}^{e_{i}}]|H_{i}^{\eta}(t)=m_{i}^{\eta}+1\}$ とし、

$(e_{i}\eta)(t):=\{\begin{array}{ll}\eta(t) t\in[0, t_{0}^{e_{i}}]r_{i} \eta(t)+(e-r_{i})\cdot\eta(t_{0}^{e_{i}}) t\in[t_{0}^{e_{i}}, t_{1}^{e_{i}}]\eta(t)+(e-r_{i})\cdot(\eta(t_{0}^{e_{i}})-\eta(t_{1}^{e_{i}})) t\in[t_{1}^{e_{i}}, 1 ]\end{array}$

と定める。更に、 $wt(\eta)$ $:=\eta(1)\cdot\lambda\in \mathfrak{h}_{af}^{*}$ と定める。すると、 $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ には $e_{i}$ と

$f_{i}(i\in I_{af})$ を柏原作用素、 wt をウェイトとして、 $U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$ 上のクリスタル

の構造が定まる。

5 主結果

$\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i}(m_{i}\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$
、 $J=\{i\in I|m_{i}=0\}$ とする。

定理 5.1. $\mathcal{B}(\lambda)\cong \mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ が成り立つ。

以下では、定理 5.1の証明の概略を述べる。 $\eta_{e}:=(e;0<1)\in \mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ を

凸む $\mathbb{B}$ $\frac{\infty}{2}(\lambda)$ の連結成分を $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ とする。

命題 5.2. $\mathcal{B}_{0}(\lambda)\cong \mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ が成り立つ。
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証明の概略．[NS03, Theorem 3.7] や [BN04, Remark 4.17] により、写像 $\Psi_{N}$ :

$\mathcal{B}_{0}(\lambda)\mapsto \mathcal{B}(\lambda)^{\otimes N}$ であって、 $\Psi_{N}(u_{\lambda})=u_{\lambda}^{\otimes N、}\Psi_{N}(g_{i}b)=g_{i}^{N}\Psi_{N}(b)(g\in$

$\{e, f\},$ $i\in I_{af},$ $b\in \mathcal{B}_{0}(\lambda))$ を満たすものが (唯一つ) 存在することがわか

る。 このとき、 例えば [$Kas02a$ , Proposition 8.3.2 (3)] と同様の方法により、

各 $b\in \mathcal{B}_{0}(\lambda)$ に対して、 ある $N_{b}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ が存在して、

$\Psi_{N_{b}}(b)=u_{x_{1}}\otimes u_{x_{2}}\otimes\cdots\otimes u_{x_{N_{b}}} (x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N_{b}}\in(W^{J})_{af})$

となることがわかる (命題 3.1に注意) 。このとき、 $b\in \mathcal{B}_{0}(\lambda)$ に対して

$(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{N_{b}};0<1/N_{b}<2/N_{b}<. . . <1)\in \mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ を対応させるこ

とによって、求める同型写像 $\mathcal{B}_{0}(\lambda)arrow\underline{\simeq}\mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ が得られる。 口

命題 5.3. $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)\cong Par(\lambda)\otimes \mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ が成り立つ。

証明の概略．まず、 $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ の各連結成分に、

$(\Pi^{J}(t_{\xi_{1}}), \ldots, \Pi^{J}(t_{\xi_{8-1}}), e;a_{0}<a_{1}<\cdots<a_{s})(\xi_{1}, \ldots, \xi_{s-1}\in Q^{\vee})$

という形の元が唯一つ存在することを示す。このとき、各 $i\in I\backslash J$ と $0\leq k\leq$

$m_{i}-1$ について、 $a_{u}=k/m_{i}$ となる $1\leq u\leq s$が存在するとき、 $\xi_{u}-\xi_{u+1}$ の $\alpha_{i}^{\vee}$

の係数を $p_{k}^{(i)}$ とする。そのような $1\leq u\leq s$ が存在しないときは、 $p_{k}^{(i)}:=0$ と

する。すると、$p_{k}^{(i)}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ となることがわかる。そこで、 $\rho_{k}^{(i)}:=\sum_{l=k}^{m_{i}-1}p_{l}^{(i)}$ とお

き、 長さが $m_{i}$以下の分割 $\rho^{(i)}:=(\rho_{1}^{(i)}\geq\cdots\geq\rho_{mi^{-1}}^{(i)})$ を定め、 $\rho$
$(\rho^{(i)})_{i\in I}\in$

$Par(\lambda)$ を得る。ただし、 $\rho^{(j)}(j\in J)$ は空分割 $\emptyset$ とする。この様にして、 $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$

の連結成分全体と、Par( $\lambda$) との間に全単射が定まる。更に、 $\rho\in Par(\lambda)$ に対応

する $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)$ の連結成分を $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{\rho^{2}}}(\lambda)$ とすると、 $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{\rho^{2}}}(\lambda)\cong\{\rho\}\otimes \mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ が成り立つ

ことがわかる。従って、 $\mathbb{B}^{\frac{\infty}{2}}(\lambda)=\sqcup_{\rho\in Par(\lambda)}\mathbb{B}^{\frac{\infty}{\rho^{2}}}(\lambda)\cong\sqcup_{\rho\in Pa(\lambda)}\{\rho\}\otimes \mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)=$

$Par(\lambda)\otimes \mathbb{B}^{\frac{\infty}{0^{2}}}(\lambda)$ が成り立つ。 口

定理 3.2、命題 5.2、命題 5.3を合わせると、定理 5.1が得られる。
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