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1. 序 論

Newton-Raphson法を適用した手法により，表面孤立波，または，内部孤立波の数値解を求める．

その際に，水面変動や，界面変動及び速度ポテンシャルに関する移流方程式を解き，収束解を得

る．ここでは，変分原理に基づく非線形波動方程式系 (柿沼，2001) を基礎方程式系とする．本

手法により得られた表面孤立波，または，内部孤立波の数値解を $KdV$方程式及び Choi and Camassa
(1999) の shallower version に基づく解や，大振幅内部孤立波を含む Euler 方程式の数値解 (Grue

ら，1997) と比較する．また，得られた孤立波解を初期条件として与え，表面孤立波，または，

内部孤立波の 1次元伝播過程の数値シミュレーションを行なう．

2. 表面波及び内部波の非線形方程式系

非粘性非圧縮性流体の非回転運動を対象とする．互いに混合しない流体層を最上層から順に
第 $i$層 $(i=1,2, \cdots,1)$ と呼ぶ．第 $i$層の密度 $\beta(p_{1}<\rho_{2}<\cdots<\rho_{I})$ は，各層内で一様であり，時間に関

して一定とする．静水状態における第 $i$層の層厚をとする．

第 $i$ 層の速度ポテンシャルを $\emptyset_{i}(x,z,t)=\sum_{a=0}^{N-1}\{f_{i.a}(x,t)\cdot z^{a}\}$ のように， $N$個のべき関数の重み付き

級数に展開し，変分原理を適用すると，次式の非線形表面波・内部波方程式系が得られる (柿沼，

$2\alpha)])$

$\eta_{i.1}^{a}\frac{\partial\eta_{i,1}}{\partial t}-\eta_{i,0}^{\alpha}\frac{\partial\eta_{f}.0}{\partial t}+\nabla\{(\eta_{i.1}^{\alpha+\beta+1}-\eta_{i.0}^{a+\beta+1})\nabla f_{j.\beta}\}-\frac{\alpha\beta}{\alpha+\beta-1}(\eta_{l_{\backslash }1}^{a+\beta-1}-\eta_{l}^{\alpha+\beta-1}\prime.0)=0$ (1)

$\eta_{i.j}^{\beta}\frac{\partial f_{\iota.\beta}}{\partial t}+\frac{1}{2}\eta_{j_{j’}}^{\beta+r}\nabla f_{i,\beta}\nabla f_{i,\gamma}+\frac{1}{2}\beta\gamma\eta_{i.j}^{\beta+\gamma-2}f_{i,\beta}f_{i.\gamma}+g\eta_{i.j}+\frac{p_{i.j}+P_{j}}{\rho_{j}}=0$ $(j=0$ or 1$)$
$(\dot{2)}$

ここで， $\eta_{i0},$ $\eta_{i1},$ $p_{i0}$ 及び $p_{i1}$ は，それぞれ，第 $i$ 層の下面位置，上面位置，下面における圧力及

び上面における圧力である．また， $P_{j}= \sum_{k=1}^{i-1}(\rho_{j}-p_{k})gh_{k}$ である．

3. 定常進行波の非線形方程式系
一定速度 $C$ で進行する，波形が不変の定常進行波では， $\partial F/\partial t=$ -C $\partial$Fl&なる移流方程式が成り

立つ．ここで，物理量 $F$は，水面変動 $\zeta$, 界面変動 $\eta$ , または，上記のように展開された速度ポテ
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ンシャルの重み係数 $f_{i\alpha}$ である．この移流方程式を非線形波動方程式系に代入して，時間微分項を

消去することができる．例えば，表面波を対象とする場合，移流方程式を式 [1)及び (2) に代入して，

次式に示すような，位相速度 $C$で進行する定常表面波の非線形方程式系が得られる．

$-C \zeta^{a}\nabla\zeta+\frac{1}{\alpha+\beta+1}\nabla\{(\zeta^{a+\beta+1}-b^{a+\beta+1})\nabla f_{\beta}\}-\frac{\alpha\beta}{\alpha+\beta-1}(\zeta^{a+\beta-1}-b^{a+\beta-1})f_{\beta}=0$ (3)

$-C \zeta^{\beta}\nabla f_{\beta}+\frac{1}{2}\zeta^{\beta+\gamma}\nabla f_{\beta}\nabla f_{\gamma}+\frac{1}{2}\beta\gamma\zeta^{\beta+\gamma-2}f_{\beta}f_{\gamma}+g\zeta=0$ (4)

4. 定常進行波の数値解の算出手法
位相速度が一定である定常進行波の解を求めるために，適切な側方境界条件の下で，}$kw\mathfrak{w}\succ$

Rwhson 法を適用して収束解を算定する．ここでは，表面孤立波解，または，内部孤立波解を求め
る．このうち，xY3)及び (4)の表面孤立波解を求める手法は，次の通りである．

(0)表面孤立波の $KdV$理論解，すなわち，水面変動 $\zeta_{KI\vee}$, 位相速度 $C_{KIV}$及び速度ポテンシャル $\emptyset\kappa\iota v$

を求める．その際に，水面変動と位相速度は，できる限り小さな値とする．なぜならば，この

とき， $KdV$ 理論解は，真値に近く，真値に近い適切な初期値を用いた場合に，比較的少ない回

数の収束計算によって収束解が得られるからである．なお，速度ポテンシャル $\emptyset$

]$\zeta av$ の重み係数

$f_{\alpha KN}$ は， $\zeta$いと $c_{m}$を代入して線形方程式となる瑣 3) より求められる．

(1) 初期値として $\zeta$い及び $f_{\alpha K4\vee}$ を用いて，N$\mathbb{W}$n桶可此 on法により， $*3$) 及び (4) を解く．ここで，

位相速度 $C$ は， $C_{1}=C_{KN}$ とする．そして，第 1番目の解 $\zeta 1$ 及び姦 1.を得る．なお，孤立波解を求
めるための側方境界条件は，側方境界において物理量 $F$の水平方向微分がゼロであるとする．

(2) 初期値として $\zeta l$ 及びん 1を用いて， $N$ n桶可軸 on法により， $*3$)及び (4) を解く．ここで，位

相速度 $C$は，C2 $=$ C1 $+\epsilon$とする．そして，第 2番目の解 $\zeta_{2}$及び姦》を得る．ここで， $dC_{1}$ は， $1.0^{-5}$

$\sim 1.0^{-3}$の値とする．

(3)位相速度 $C$を段階的に大きくしながら，上記の (2) を繰り返して，任意の位相速度 $C$を有する孤

立波の数値解 $\zeta$及び姦を求める．

上記の手法は，表面孤立波の方程式系である式 (3)及び (4)のみならず，内部孤立波の方程式系，

そして， $M_{B^{\neg}}i_{1}r$型方程式系といった他の波動方程式系にも適用できると期待される．

5. 表面孤立波の数値解
静水深 $h$ が一様である水域を対象とし，前述の手法により，表面孤立波解を求める．計算領域

長 $L$及び計算格子間隔 $\Delta x$は，それぞれ， $L=5$伽及び $\Delta x=0.02h$ とする．

図-1 に，表面孤立波の波形を示す．ここで，横軸及び縦軸は，それぞれ，水平距離及び水面変

動を静水深 $h$ で無次元化した値である．また，速度ポテンシャルの展開項数は， $N=3$ , または，4

としている．図 1 (a) で，波高水深比が比較的小さな $dh=0.1$ の場合，本手法と $KdV$理論による表

面孤立波の波形には，差異が殆ど見られない．また， $dh\leq 0.6$の場合， $N=3$及び 4の数値解に，差

異が殆どない．図 1 (b) は，本手法により得られた最大振幅の表面孤立波の波形を示している．こ

こで， $N=4$ としており，最大振幅は， $a=0.77h$ である．これほどまでに振幅静水深比の大きな
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($b$) $olh=0.77$

図-1 表面孤立波の水面形の数値解と $KdV$理論解

孤立波を発生させることは，通常の水理実験において困難である．なお，本手法による数値解は，
ピーク近傍において， $KdV$理論解よりも尖った形状をしている．

図-2に，振幅静水深比幽と相対位相速度 $C/C_{s0}$ の関係を示す ここで， $C$及び C玉$0$ は，それぞ

れ，孤立波の位相速度及び線形浅水波の位相速度 $\sqrt{gh}$ である．幽 $\geq 03$ において， $KdV$理論解は，

本手法及び $Irwr-Hi\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}ns\cdot$ Fenmn ( $1974)$ による位相速度より大きい． $N=4$ 及び 5の場合，表面

孤立波の最大位相速度は， $1291C_{s0}$であり，このとき， $dh=0.77$ である．現時点では，これより大

きな値の振幅静水深比幽に対する解が，本手法により得られていないが，これは，本手法にお
いて，位相速度をパラメタとして数値解を求めており，同一のパラメタに対して振幅・静水深比
が 2値存在するからである．

6. 内部孤立波の数値解
上下面が固定水平板で挟まれた，全静水深が $h$ の 2層流体を対象とする．下層と上層の密度比

を$\rho$2/p $=1.02$ とする．また，上層の層厚を $h_{1}=0.4h,$ $03h,$ $0\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , 0. $1h$及び 0.$05h$ とし，それぞれの場

合に対して，計算領域長を $L=70h,$ $30h,$ $25h,$ $20h$ 及び $15h$, また，計算格子間隔を $\Delta$x $=0.01h,$

0.$01h,$ $o.\alpha)5h$, 0.$01h$及び $o.\alpha)5h$ とする．速度ポテンシャルの展開項数は，$N=3$ とする．そして，

提案した手法により内部孤立波解を求め， $KdV$ 理論解，並びに， $o(h_{1}/h_{2})=1,$ $o(dh)=1$ 及び
$O((hl\lambda)^{4})\ll 1$ を仮定した $Gmi\cdot cama\mathfrak{B}a$ (1999) による $sbIowerv\alpha$sionの解と比較する．
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図 2 相対位相速度 $ClQ_{0}$ ($Q_{0}$は，線形浅水波の位相速度である．)

図 4 内部孤立波の界面形の数値解と理論解
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図 4 相対代表半波長 $0.5\lambda_{I}lh_{2}$ $(密度比\rho/p2=0.63, 静水時の上層厚 h_{1}=0.836h)$

図-3 $(a)\sim(\dagger)$ に，内部孤立波の界面形を示す．

本手法による界面形の谷は，critical level に近い場合ほど， $CMi$ . Camassa (1999) の解と同様，平

たくなる．ここで，cntical level は，安定した孤立波の界面が触れることのできない位置であり，内

部孤立波の最大振幅は，次式で評価される critical level $z_{c}$ に規定される $(F\iota ma\mathfrak{w}sl\dot{u}.$ Oikawa, $1986)$

$z_{c}=-h/(1+\sqrt{\rho_{2}/\rho_{1}})$ (5)

静水状態における上層厚が $h_{1}=0.4h,$ $03h,$ $0\ovalbox{\tt\small REJECT}$, 0.1乃及び 0.$05h$ の各場合に対して，critical level は，

$(z_{c}+h撒 1= 0243, -0.658, -1.488, -3.975 及び- S950となる．なお，図- 3$ (d) 及び (e) が示すように，

それぞれ， $h_{1}/h$ が 0.05及び 0.1の場合に，本手法による数値解は， $mi$ . Camassa $(19\mathfrak{B})$ の解と一

致しない．

図 3 ($\dagger$) に，本手法によって得られた，最大振幅を有する内部孤立波の波形を示す． $h_{1}\geq 0.1h$ であ

る場合，界面位置が，aitical level に殆ど接するような大振幅内部孤立波解が得られていることがわ

かる．また，静水時の界面位置が，cd血 callevelに近いほど波長が長い．

図 4に，相対代表半波長 $0.5\lambda_{I}lh_{2}$ と $dh_{2}$ の関係を示す．ここで，相対代表波長 $\lambda_{I}$は，次式で定義

する．

$A_{I}=f_{\forall}(\eta+h_{1})dx/a$ (6)

また，上下層の密度比及び上層の層厚は，それぞれ， $pl_{lb}=0.63$及び $h_{1}=0.83$砧であり，この場

合の安定した内部孤立波は，上に凸の界面形を示す．本手法の相対代表半波長の数値解は，Euler

方程式系を数値解析的に解いて得られた ffiw ら (1997) の結果と，殆ど一致している．

7. 水平床上における孤立波の 1次元伝播解析

7. 1表面孤立波の伝播
一様静水深 $h$ の領域における鉛直断面内の運動を対象とする．そして，水平軸 $x$の正の方向に伝

播する表面孤立波の 1次元伝播解析を行なう．速度ポテンシャルの展開項数は，$N=3$ とする．図-

5は， $dh=0.ffi$である表面孤立波解の 1次元伝播を山下ら (2012) の無次元量に関する数値モデル
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図 4 進行する表面孤立波の水面形の時間変化

図 4 進行する内部孤立波の界面形の時間変化 $(_{l}\nu\rho_{1}=1.02;h_{1}lh=02$)

を用いて時間発展させて解いた水面形の時間変化である．時間発展には，2層流体問題を対象とし
た $Na\Psi$aena . $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (2010) による差分法を 1層流体問題に応用している．ここで，計算格子

間隔及び計算時間間隔は，それぞれ， $\Delta dh=0.1$及び $\Delta tC_{s}\sqrt{}\Delta x=0.\alpha$)$3$ である．これより，ここで提

案した手法を適用して数値的に求めた大振幅の孤立波解が，安定して伝播することを確認できる．

7. 2内部孤立波の伝播
上下面が固定水平板で挟まれた 2層流体である，一様静水深 $h$ の領域における鉛直断面内の運

動を対象とする．そして，水平軸 $x$ の正の方向に伝播する内部孤立波の 1次元伝播解析を行なう．

上下層の密度比は，測 h $=$ 098である．速度ポテンシャルの展開項数は， $N=3$ とする．

図 4は， $h_{1}=0$幼の場合の $Wh_{1}=1.4$である内部孤立解の 1次元伝播を山下ら (2012) の無次元量

に関する数値モデルを用いて時間発展させて解いた界面形の時間変化である．ここで，計算格子
間隔及び計算時間間隔は，それぞれ，lSxlh $=0.1$及び $\Delta tC_{i}\sqrt{}\Delta x=0.018$である．図に示すような台形

状の大振幅内部孤立波が安定して伝播する様子が確認できる．

7. 3二つの内部孤立波の干渉

図-7に，振幅の異なる二つの内部孤立波解を初期条件として与えた場合の，各時刻の界面形を
示す．ここで，h] $=$ 02乃であり，二つの内部孤立波の波高上層厚比は，國砺 $=1.4$及び 0.3である．

また，計算格子間隔及び計算時間間隔は，それぞれ，lSxlh $=0.1$及び $\triangle tC_{i}\sqrt{}\Delta x=0.018$である．大振

幅内部孤立波が，振幅の比較的小さな内部孤立波に追い付き重合するとき，波の非線形干渉によ
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図-7 振幅の異なる二つの内部孤立波の追い越し $($功似 $=1.02;h_{1}lh=0.2$畔 hl $=1.4ffi03)$
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図 4 内部孤立波が鉛直壁に衝突する場合の波高上層厚比畔 hl と波高増幅率 $|\uparrow h_{m}^{+h_{1}M_{m}d}$ の関係 $(N=3)$

り，波高が増加せず，減少する様子がわかる．

7. 4内部孤立波の衝突
鉛直壁に衝突する内部孤立波を対象とする．図むに，入射波の波高上層厚比 $kh_{1}$ と鉛直壁の位

置 $x=0$ における波高増幅率 $|$ 血 $+h_{1}M\mathcal{M}$ の関係を示す．ここで，波高増幅率に対して，数値的な

波高減衰の影響を除外するため，入射波が鉛直壁に衝突せずに透過する場合の，$x=0$ における波

高 $p\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を波高増幅率の基準値として用いている．内部孤立波の波高増幅率は，振幅が中程度の場

合に最大値を示す．そして，入射波の振幅が最大振幅に近い場合に，波高増幅率がほぼ 2倍とな

り，波の挙動が線形な状態に近付くことがわかる．

8. 結論

NewloxRapbn法により移流方程式系の収束解を求める手法を適用し，変分原理に基づく非線形

波動方程式系の孤立波解を求めた．そして，理論解や，Euler方程式系の数値解析解と比較し，得

られた数値解の妥当性を検討した．

表面孤立波に対して，速度ポテンシャルの展開項数を 4, または，5とした場合に，最大位相速

度 $ClC_{s0}=1.294$ と同程度である $ClC_{s0}=1291$ を有する，精度の高い表面孤立波解が得られた．この

ときの振幅・静水深比は，約 0.77であり，水面形は，峰のピーク付近で $KdV$理論解よりも尖る．
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内部孤立波に対して，速度ポテンシャルの展開項数を 3とした場合に，精度の高い数値解が得

られた．そして，振幅が大きくなるにつれて，界面形が台形状に近付くことが確認された．

更に，得られた大振幅孤立波解を初期条件として与えた時間発展解析を行ない，大振幅を有す

る定常進行波の伝播や，非線形干渉に関して調べた．表面孤立波及び内部孤立波の 1次元伝播解

析では，大振幅孤立波が一定速度で変形せずに進行することが確められた．また，鉛直壁に衝突

する内部孤立波の数値解析の結果，入射波の振幅がゼロ，または，内部孤立波の最大振幅に近い

場合に，鉛直壁位置における波高増幅率が入射波の振幅の 2倍程度となり，線形波に類似した性

質が現れることがわかった．
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