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1 はじめに

広田と Ablowitz &Ladik による 1970年代後半の先駆的な仕事によりソリトン方程式の可

積分性を保つ離散化は「離散可積分系」 という数理科学の一分野にまで成長し，数学，物

理，工学の様々な分野とも関連しながらさらに進化を続けている [1, 2, 3, 4]. 広田は双線

形方程式と $\tau$ 函数を元にしてソリトン方程式の可積分性を保ちつつ離散化する方法を提案

し， $KdV$方程式，sine-Gordon方程式，KP方程式など様々なソリトン方程式の離散化に成

功した [5, 6, 7, 8, 9]. Ablowitz と Ladik はソリトン方程式の Ablowitz-Kaup-Newell-Segur

(AKNS)型線形固有値問題 (すなわち Laxペア) を元にしてソリトン方程式を離散化する

方法を提案し，非線形シュレーディンガー方程式などのソリトン方程式を可積分性を保ち

ながら離散化することに成功した [10, 11, 12, 13, 14] 現在では様々なソリトン方程式の可

積分系を保つ離散化がなされており，ある程度はシステマテイックに離散化を行うことがで

きる (Laxペアを用いた可積分系の離散化については Suris の大著 [2] を見るとよいだろう).

一方，Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) 型線形固有値問題に付随するソリトン方程式が知

られているが，このクラスに属するソリトン方程式はホドグラフ変換によって AKNS型線
形問題に付随するソリトン方程式に変換されることが石森と和達-十河によって示されてい

る [15, 16, 14, 17, 18, 19, 20, 14]. WKI型線形固有値問題に付随するソリトン方程式の可積

分性を保つ離散化は最近まで知られていなかった．最近，著者らはWKI型線形固有値問題

に付随するソリトン方程式の可積分性を保つ離散化に成功したが，驚くべきことにそれら

は急激に変位が変化するところで格子間隔が自動的に調節される自己適合移動格子スキー

ム (self-adaptive moving mesh scheme) になることがわかった [21, 22, 23, 24, 25, 26].

数理解析研究所講究録

第 1946巻 2015年 104-117 104



本稿では文献 [27] に従って WKI型線形固有値問題に付随するソリトン方程式の可積分な

離散化法，すなわちソリトン方程式の自己適合移動格子スキームの構築法について解説す
る．自己適合移動格子スキームの構築法は文献 [27] において 2つ提案されている．1つは

双線形方程式を用いた方法であり，広田の離散化法の拡張である．もう一方は線形固有値
問題 (Lax ペア) を用いた方法であり，Ablowitz-Ladikの離散化法の拡張である．この 2つ

の離散化法を用いた自己適合移動格子スキームの構築の詳細を短パルス方程式を例にして
解説していく．短パルス方程式はWKI型線形固有値問題に付随するソリトン方程式である

が，ホドグラフ変換によって AKNS型線形固有値問題に付随するソリトン方程式に変換さ
れる．ソリトン方程式に関連するホドグラフ変換は保存則と密接に関連することがよく知

られているが，自己適合移動格子スキームにおける移動格子と離散ホドグラフ変換，離散
保存則との関係について議論し，自己適合移動格子スキームの数理的なからくりについて

解説する．また，自己適合移動格子スキームの数値計算例をいくつか示し，自己適合移動

格子スキームが大変形を伴う非線形波動の数値計算法として有効であることを示す．

2 短パルス方程式とホドグラフ変換

短パルス方程式 [28, 29, 30, 31, 32, 33]

$u_{xt}=u+ \frac{1}{6}(u^{3})_{xx}$ (1)

は結合非分散方程式とも呼ばれている方程式系 [34, 35, 36, 37]

$\frac{\partial\rho}{\partial T}+\frac{\partial}{\partial X}(\frac{u^{2}}{2})=0$ , (2)

$\frac{\partial^{2}u}{\partial X\partial T}=\rho u$ (3)

にホドグラフ変換

$x = \int\rho(X, T)dX$

$= X_{0}+ \int_{X_{0}}^{X}\rho(\tilde{X}, T)d\tilde{X},$

$t = T$ (4)

によって変換される．ここで $X_{0}$ は積分定数であり左側の境界 (つまり，領域の左端の座標

が $x=X_{0})$ から決まる．また，左側の境界値は $u(X_{0}, T)=0$ であるとする．不定積分表示

においては，積分定数は境界から決められる．無限区間の場合には

$x = \int_{-\infty}^{X}\rho(\tilde{X}, T)d\tilde{X},$

$t = T$ (5)
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となる．このホドグラフ変換は逆変換可能であるが，逆変換可能なホドグラフ変換のこと

を Reciprocal変換と呼ぶ場合もある．ホドグラフ変換とは，従属変数と独立変数を入れ替

える変換であり，流体力学で複雑な流れを解析するのに応用されている．ここではそれを

拡張したものを考えている．流体力学でのホドグラフ変換の応用については文献 [38] に詳

しい．ホドグラフ変換とソリトン，微分幾何学との関係についての文献は [39, 20, 40, 41]

などがある．

ホドグラフ変換 (4) は微分則

$\frac{\partial}{\partial X}=\rho\frac{\partial}{\partial x}, \frac{\partial}{\partial T}=\frac{\partial}{\partial t}-\frac{u^{2}}{2}\frac{\partial}{\partialx}$ (6)

を与える． $\prime\tau_{\backslash }$ ドグラフ変換 (4) は保存則 (2) に起因していることに注意しよう．つまり，$\rho$ は

保存密度， $\frac{u^{2}}{2}$ は流束である．この保存則により

$\frac{\partial x}{\partial T}=\frac{\partial}{\partial T}\int\rho(X, T)dX=\int\frac{\partial}{\partial T}\rho(X, T)dX=-\int\frac{\partial}{\partial X}(\frac{u^{2}}{2})dX=-\frac{u^{2}}{2}$

となり，上記の微分則が導かれる．ホドグラフ変換 (4) を方程式 (3) に適用すると

$\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\partial}{\partial t}-\frac{u^{2}}{2}\frac{\partial}{\partial x})u=u$ (7)

となる．これは (1) $t$こ書きかえられるので，短パルス方程式は結合非分散方程式とホドグラ

フ変換の組に等価である．このホドグラフ変換は幾何学的には，弧長パラメーターを用い

たラグランジュ表示 (結合非分散方程式) とデカルト座標を用いたオイラー表示 (短パル

ス方程式) の間の座標変換に対応している [25].

結合非分散方程式系 (2), (3) は以下の $2\cross 2$線形固有値問題 (Laxペア) の両立条件とし

て導出される [34]:

$\frac{\partial\Psi}{\partial X}=U\Psi, \frac{\partial\Psi}{\partial T}=V\Psi$ , (8)

$U=-i\lambda(\begin{array}{ll}\rho u_{X}u_{X} -\rho\end{array}), V=(\begin{array}{ll}\frac{i}{4\lambda} -\frac{u}{2}\frac{u}{2} -\frac{i}{4\lambda}\end{array})$ (9)

$\Psi$ は 2成分縦ベクトルである．ホドグラフ変換 (4) を上記の線形固有値問題 (8), (9) に適

用すると短パルス方程式の線形固有値問題が得られる [30]:

$\frac{\partial\Psi}{\partial x}=\tilde{U}\Psi, \frac{\partial\Psi}{\partial t}=\tilde{V}\Psi$ , (10)

$\tilde{U}=-i\lambda(\begin{array}{ll}1 u_{x}u_{x} -1\end{array}), \tilde{V}= (\frac{u}{2}-\frac{i\lambda}{2}u^{2}u_{x}\frac{i}{4\lambda}-\frac{i\lambda}{2}u^{2} -\frac{u}{2}-\frac{i\lambda}{2}u^{2}u_{x}-\frac{i}{4\lambda}+\frac{i\lambda}{2}u^{2})$ (11)

$\tilde{U}$ と $\tilde{V}$ は $\lambda$ を $i\lambda$ と置き直すことにより

$\tilde{U}=\lambda(\begin{array}{ll}1 u_{x}u_{x} -1\end{array}), \tilde{V}=(\begin{array}{ll}\frac{1}{4\lambda}+\frac{\lambda}{2}u^{2} -\frac{u}{2}+\frac{\lambda}{2}u^{2}u_{x}\frac{u}{2}+\frac{\lambda}{2}u^{2}u_{x} -\frac{1}{4\lambda}-\frac{\lambda}{2}u^{2}\end{array})$ (12)
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と書き直せる．これは短パルス方程式の Laxペアである．短パルス方程式の LaxペアはWKI

型の Lax ペアである [30]. 一般に，WKI型線形固有値問題に付随するソリトン方程式は，

AKNS型線形固有値問題に付随するソリトン方程式にホドグラフ変換を適用することによっ

て導かれる [17, 18, 19, 20].

3 短パルス方程式の自己適合移動格子スキーム

短パルス方程式 (1) の (空間) 離散化法について以下に解説する．

方法 1:双線形形式を用いた離散化

$\bullet$ ステップ 1 :短パルス方程式 (1) をホドグラフ変換 (4) によって結合非分散方程式 (2),

(3) に変換する．

$\bullet$ ステップ 2: 結合非分散方程式を双線形方程式に変換する．

$\bullet$ ステップ 3: 結合非分散方程式の双線形方程式を (空間) 離散化する．

$\bullet$ ステップ 4: (空間) 離散化された双線形方程式から半離散結合非分散方程式を作る．

$\bullet$ ステップ 5: ホドグラフ変換を離散化し，離散ホドグラフ変換を用いて離散結合非分

散方程式を変換すると，半離散短パルス方程式，すなわち短パルス方程式の自己適合

移動格子スキームが得られる．

方法 2: Laxペアを用いた離散化

$\bullet$ ステップ 1: 短パルス方程式 (1) の Laxペアをホドグラフ変換 (4) で結合非分散方程

式 (2), (3) に変換する．

$\bullet$ ステップ 2: 結合非分散方程式の Lax ペァを (空間) 離散化する．離散化された Lax
ペアの両立条件は半離散結合非分散方程式を与える．

$\bullet$ ステップ 3: ホドグラフ変換を離散化し，半離散結合非分散方程式の Lax ペアを離散

ホドグラフ変換を用いて変換する．

$\bullet$ ステップ 4: ステップ 3で得られた Laxペアの両立条件より、半離散短パルス方程式，

すなわち短パルス方程式の自己適合移動格子スキームが得られる．

連続の場合には短パルス方程式 (1) は結合非分散方程式 (2), (3) とホドグラフ変換 (4) の

組に等価であったが，空間離散の場合にも同様の関係が成立する．

以下に，短パルス方程式の自己適合移動格子スキームの具体的な構築手順の詳細を示す．

方法 1:

ステップ 1:短パルス方程式 (1) をホドグラフ変換 (4) によって結合非分散方程式 (2), (3)
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に変換する．

ステップ 2: 結合非分散方程式 (2), (3) は従属変数変換

$u= \frac{g}{f}, \rho=1-2(\ln f)x\tau$ (13)

により双線形方程式

$12$
$D_{T}^{2}f\cdot f=g\overline{2}$ , (14)

$D_{X}D_{T}f\cdot g=fg$ (15)

に変換される．ここで， $D_{X}$ と $D_{T}$ は $D_{X}^{m}f\cdot g=(\partial_{X}-\partial_{X’})^{m}f(X)g(X’)|_{X’=X}$ で定義される

広田演算子である．

ステップ 3: 双線形方程式 (14), (15) の空間変数 $X$ を離散化する:

$D_{T}^{2}f_{k} \cdot f_{k}=\frac{1}{2}g_{k}^{2}$ , (16)

$\frac{1}{a}D_{\tau(f_{k+1g_{k}-f_{kg_{k+1})=\frac{1}{2}(f_{k+1g_{k}+f_{kg_{k+1})}}}}}\cdot\cdot$ . (17)

ステップ 4: 従属変数変換

$u_{k}=\overline{f_{k}}$

$g_{k}, \rho_{k}=1-\frac{2}{a}(\ln\frac{f_{k+1}}{f_{k}})_{T}$ (18)

を考える．これは (13) の離散版である．この従属変数変換により，双線形方程式 (16), (17)

は半離散結合非分散方程式

$\partial_{T}\rho_{k}+\frac{\frac{u_{k+1}^{2}}{2}-\Delta^{u^{2}}2}{a}=0$

, (19)

$\partial_{T}(\frac{u_{k+1}-u_{k}}{a})=\rho_{k}\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}$ (20)

に変換される．

ステップ 5: ホドグラフ変換の離散化を考える:

$x=X_{0}+ \int_{X_{0}}^{X}\rho(\tilde{X}, T)d\tilde{X} \Rightarrow x_{k}=X_{0}+\sum_{j=0}^{k-1}a\rho_{j}, k=0, 1, 2, \cdot$ (21)

ここで $x_{0}=X_{0}$ であり，左側境界の座標である．(無限区間の場合には Remark 2を参照)

また， $\rho_{k}\equiv\rho(X_{k}, T)$ はパラメトリック座標 $T,$ $X_{k}=X_{0}+ak$ での $\rho$ の値を意味する．今，

格子間隔

$\delta_{k}=x_{k+1}-x_{k}$ (22)

を導入すると，離散ホドグラフ変換より格子間隔は関係式

$\delta_{k}=a\rho_{k}$ (23)
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を満たすことがわかる．よって，半離散結合非分散方程式 (19), (20) は離散ホドグラフ変換

(21) によって自己適合移動格子スキーム

$\partial_{T}\delta_{k}=\frac{-u_{k+1}^{2}+u_{k}^{2}}{2}$ , (24)

$\partial_{T}(u_{k+1}-u_{k})=\delta_{k}\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}$ (25)

に変換される．格子間隔 $\delta_{k}$ は格子点 $x_{k}$ と $\delta_{k}=x_{k+1}-x_{k}$ の関係にあるが，この関係式は離

散ホドグラフ変換

$x_{k}=X_{0}+ \sum_{j=0}^{k-1}\delta_{j}$ (26)

に起因している．点の集合 $\{(x_{k}, u_{k})\}_{k=0,1},\cdots$ は半離散短パルス方程式の解を与える．上の離

散ホドグラフ変換は離散的空間におけるオイラー的記述とラグランジュ的記述の間の変換

であると解釈することができる [25].

離散ホドグラフ変換 (26) は微分-差分公式

$\frac{\triangle}{\Delta X_{k}} = \frac{\triangle}{a}=\frac{\Delta x_{k}}{a}\frac{\Delta}{\Delta x_{k}}=\rho_{k}\frac{\triangle}{\Delta x_{k}}=\rho_{k}\frac{\Delta}{\delta_{k}}$ , (27)

$\frac{\partial}{\partial T} = \frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial x_{k}}{\partial T}\frac{\partial}{\partial x_{k}}=\frac{\partial}{\partial t}+\sum_{j=0}^{k-1}\frac{\partial\delta_{j}}{\partial T}\frac{\partial}{\partial x_{k}}$

$= \frac{\partial}{\partial t}+(\sum_{j=0}^{k-1}\frac{-u_{j+1}^{2}+u_{j}^{2}}{2})\frac{\partial}{\partial x_{k}}$

$=$
$\frac{\partial}{\partial t}$ 十 $( \frac{-u_{k}^{2}+u_{0}^{2}}{2})\frac{\partial}{\partial x_{k}}$

$=$ $\frac{\partial}{\partial t}-\frac{u_{k}^{2}}{2}\frac{\partial}{\partial x_{k}},$ $(u_{0}=0$ の場合 $)$ (28)

を与える．ここで $\triangle$ は差分作用素 $\Delta f_{k}\equiv f_{k+1}-f_{k}$ である．また， $X_{k}=X_{0}+ak$ である．

この微分一差分公式を方程式 (25) に適用すると

$\frac{1}{\delta_{k}}\frac{\partial(u_{k+1}-u_{k})}{\partial t}-\frac{u_{k}^{2}}{2}\frac{1}{\delta_{k}}\frac{\partial(u_{k+1}-u_{k})}{\partial x_{k}}=\frac{u_{k+1}+u_{k}}{2}$ (29)

が得られる．連続極限 $\delta_{k}arrow 0$ をとると，これは短パルス方程式 (1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こなる．

Remark 1: 方程式 (19) は格子間隔 $\delta_{k}$ の発展を記述する．これは保存則 (2) の空間離散版

に他ならず，格子間隔 $\delta_{k}$ は保存密度に対応している．つまり，メッシュの格子間隔 $\delta_{k}$ は時

間連続空間離散の保存則に従う．空間離散の保存則より，自己適合移動格子スキームは

以下の性質を持つことがわかる:

(i) $\frac{-u_{k+1}^{2}+u_{k}^{2}}{2}<0$ が成り立つ時，すなわち，流 $a_{2}^{u^{2}}\Delta$ と $\frac{u_{k+1}^{2}}{2}$ の間の傾き (差分商) が正の時，

保存密度は減少するので，格子間隔 $\delta_{k}$ は減少する．

(ii) $\frac{-u_{k+1}^{2}+u_{k}^{2}}{2}>0$が成り立つ時，すなわち流 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\alpha_{2}^{u^{2}}$ と $\frac{u_{k+1}^{2}}{2}$ の間の傾き (差分商) が負の時，保

存密度は増大するので，格子間隔は増大する．
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このことから，このスキームは与えられたデータ $\{x_{k}, u_{k}\}(k=0,1,2, \cdots, N)$ に対してメッ

シュの格子間隔を自動的に調節していくことがわかる．自己適合移動格子スキームの鍵は，
メッシュの格子間隔が保存則の保存密度になっていることにある．これは，連続系におけ

るホドグラフ変換と保存則の関係がそのまま離散に持ち込まれた結果である．連続系にお

いては，ホドグラフ変換は方程式の背後に隠れており見えないが，離散系ではメッシュの

格子点を与える式として表に現れる．

Remark 2: 無限区間の場合には，(21) Gは

$x= \int_{-\infty}^{X}\rho(\tilde{X}, T)d\tilde{X} \Rightarrow x_{k}=\sum_{j=-\infty}^{k-1}a\rho_{j}, k\in \mathbb{Z}$ (30)

となる．この時，(28) は

$\frac{\partial}{\partial T} = \frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial x_{k}}{\partial T}\frac{\partial}{\partial x_{k}}=\frac{\partial}{\partial t}+\sum_{j=-\infty}^{k-1}. \frac{\partial\delta_{j}}{\partial T}\frac{\partial}{\partial x_{k}}$

$= \frac{\partial}{\partial t}+(\sum_{j=-\infty}^{k-1}\frac{-u_{j+1}^{2}+u_{j}^{2}}{2})\frac{\partial}{\partial x_{k}}$

$= \frac{\partial}{\partial t}-\frac{u_{k}^{2}}{2}\frac{\partial}{\partial x_{k}}$ (31)

となる．

Remark 3: ホドグラフ変換の $\tau$ 関数表示は

$x=X-2(\ln f)_{T}$ (32)

であり，

$\frac{\partial x}{\partial T}=-2(\ln f)_{TT}=-\frac{g^{2}}{f^{2}}$ (33)

となる．離散ホドグラフ変換の $\tau$ 関数表示は，

$x_{k}=X_{k}-2(\ln f_{k})_{T}$ (34)

であり，

$\frac{\partial x_{k}}{\partial T}=-2(\ln f_{k})_{TT}=-\frac{g_{k}^{2}}{f_{k}^{2}}$ (35)

となる．ただし，有限区間の場合には $f_{0}=1$ とする．

次に Lax ペアを用いた方法を紹介する．
方法 2:

ステップ 1:Lax ペア (10), (12) をホドグラフ変換 (4) で (8), (9) に変換する．
ステップ 2: Lax ペア (8), (9) を離散化する:

$\Psi_{k+1}=U_{k}\Psi_{k}, \frac{\partial\Psi_{k}}{\partial T}=V_{k}\Psi_{k}$ , (36)
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$U_{k}=$ $(-i\lambda(u_{k+1}-u_{k})1-i\lambda a\rho_{k}$ $-i\lambda(u_{k+1}-u_{k})1+i\lambda a\rho_{k})$
’

$V_{k}=( \frac{i}{\frac {}{}u_{2}k4\lambda}$ $- \frac{\underline{u}_{2^{A}}i}{4\lambda}-)$ (37)

ここで $\Psi_{k}$ は 2成分ベクトルである．両立条件より半離散結合非分散方程式 (19), (20) を得

る．

ステップ 3: ホドグラフ変換の離散化 (21) を考える．格子間隔 $\delta_{k}=x_{k+1}$ 一 $x_{k}$ を導入する

と，これは関係式 $\delta_{k}=a\rho_{k}$ を満たす．砿と琉を格子間隔 $\delta_{k}$ で書きかえ， $\lambda$ を $i\lambda$ で置きか

えると

$U_{k}= (\begin{array}{ll}\lambda 1+\delta_{k} \lambda(u_{k+1}-u_{k})\lambda(u_{ん+l}-u_{k}) \lambda 1-\delta_{k}\end{array}) , V_{k}= (\frac{1}{\frac {}{}u_{2}h4\lambda} --\frac{-u_{2}A1}{4\lambda})$ (38)

となる．

ステップ 4: この Laxペアは短パルス方程式の自己適合移動格子スキーム (24), (25) の Lax

ペアである．つまり，両立条件より自己適合移動格子スキームが得られる．

4 自己適合移動格子スキームによる短パルス方程式の数値計

算

本節では，短パルス方程式の自己適合移動格子スキーム (24), (25) を用いた数値計算例を

示す．時間発展解法は修正オイラー法を用いた．

短パルス方程式の $N-$ソリトン解は以下の公式で与えられる :

$u= \frac{g}{f}, \rho=1-2(\ln f)_{XT}$ , (39)

$x= \int\rho(X, T)dX=X_{0}+\int_{X_{0}}^{X}\rho(\tilde{X}, T)d\tilde{X}, t=T$ , (40)

$f=|\begin{array}{ll}\mathcal{A}_{N} I_{N}-I_{N} \mathcal{B}_{N}\end{array}|=|I_{N}+\mathcal{A}_{N}\mathcal{B}_{N}|, g=|\begin{array}{lll}\mathcal{A}_{N} I_{N} e_{N}^{T}-I_{N} \mathcal{B}_{N} 0^{T}0 -a_{N} 0\end{array}|$ , (41)

$\mathcal{A}_{N}= (\begin{array}{llll}\frac{}{}\frac{e^{\xi_{1}+\xi_{1}}}{4(1/p_{2}+1/p_{1})4(1p_{1}+1/p_{1})\acute{e}^{\zeta_{2}+\xi_{1}}} \frac{}{}\frac{4(1^{e}p_{1}+1/p_{2})\acute{e}^{\xi_{2}+\xi_{2}}\epsilon_{1}+\xi_{2}}{4(1/p_{2}+1/p_{2})} ..\cdot .\frac{}{}\frac{4(1^{e}p_{1}+1/p_{N})\acute{e}^{\xi_{2}+\xi_{N}}\epsilon_{1}+\xi_{N}}{4(1/p_{2}+1/p_{N})}\vdots \vdots \vdots\frac{e^{\xi_{N}+\epsilon_{1}}}{4(1/p_{N}+1/p_{1})} \frac{e^{\xi_{N}+\xi_{2}}}{4(1/p_{N}+1/p_{2})} \cdots \frac{e\epsilon_{N}+\xi_{N}}{4(1/p_{N}+1/p_{N})}\end{array})$ ,

$\mathcal{B}_{N}=(\begin{array}{llll}\ovalbox{\tt\small REJECT} aa1/p_{1}+1/p_{1} \frac{a_{1}a2}{1/p_{1}+1/p_{2}} \cdots \frac{a_{1}aN}{1/p_{1}+l/p_{N}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{/P1}1/p_{2}+1aa \infty 1/p_{2}+1/p_{2}aa \frac{a_{2}a_{N}}{1/p_{2}+1/p_{N}}\vdots \vdots \frac{a_{N}a_{1}}{1/p_{N}+1/p_{1}} \frac{aNa_{2}}{1/p_{N}+1/p_{2}} ..\cdot \frac{aNa_{N}}{1/p_{N}+1/p_{N}}\end{array}),$
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$a_{N}=(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{N}) , e_{N}=(e^{\xi_{1}}, e^{\xi_{2}}, \cdots, e^{\xi_{N}}) , 0=(0,0, \cdots, 0)$ ,

$\xi_{i}=p_{i}X+\frac{1}{p_{i}}T, 1\leq i\leq N.$

ここで $I_{N}$ は $N\cross N$単位行列， $a^{T}$ はベクトル $a$の転置ベクトルである．

この公式より，2-ソリトン解の $\tau$-函数 $f,$ $g$ は以下で与えられることがわかる:

$f=1+ \frac{a_{1}^{2}p_{1}^{2}}{16}e^{2\xi_{1}}+\frac{a_{2}^{2}p_{2}^{2}}{16}e^{2\xi_{2}}+\frac{a_{1}a_{2}p_{1}^{2}p_{2}^{2}}{2(p_{1}+p_{2})^{2}}e^{\xi_{1}+\xi_{2}}+\frac{a_{1}^{2}a_{2}^{2}p_{1}^{2}p_{2}^{2}}{256}(\frac{p_{1}-p_{2}}{p_{1}+p_{2}})^{4}e^{2\xi_{1}+2\xi_{2}}(42)$

$g=a_{1}e^{\xi_{1}}+a_{2}e^{\xi_{2}}+ \frac{a_{1}a_{2}^{2}p_{2}^{2}}{16}(\frac{p_{1}-p_{2}}{p_{1}+p_{2}})^{2}e^{\xi_{1}+2\zeta_{2}}+\frac{a_{1}^{2}a_{2}p_{1}^{2}}{16}(\frac{p_{1}-p_{2}}{p_{1}+p_{2}})^{2}e^{2\xi_{1}+\xi_{2}}$ , (43)

$\xi_{i}=p_{i}X+\frac{1}{p_{i}}T, i=1, 2$ .

解のパラメーターによって，上記の解は 2種類の 2ループソリトン解と 1種類のブリー
ザー解のうちのどれかになる:

(a) 波数 $p_{1},$ $p_{2}$ が実数， $a_{1}$ と $a_{2}$ が同符号の場合，2つのループ型ソリトンが衝突する解と

なる．

(b) 波数 $p_{1},$ $p_{2}$ が実数， $a_{1}$ と $a_{2}$ が異符号の場合，正のループ型ソリトンと負のループ型ソ

リトンが衝突する解となる．

(c) 波数 $p_{1},$ $p_{2}$ が共役複素数， $a_{1},$ $a_{2}$ が共役複素数の場合，ブリーザー解 (振動する解) と

なる．

自己適合移動格子スキーム (24), (25) を用いた短パルス方程式の数値計算例を以下に示

す．以下の数値計算では，格子点の数を $N=200$, 計算領域を $D=80$, 修正オイラー法に

おける時間発展の刻み幅を $dt=0.0001$ とした．図 1に短パルス方程式の 2ループソリトン

相互作用 (上記の (a) に対応) の数値計算結果を示す．図 2に短パルス方程式の正のループ

ソリトンと負のループソリトンの相互作用 (上記の (b) に対応) の数値計算結果を示す．図

3は短パルス方程式のブリーザー (上記の (c) に対応) の数値計算結果を示している．これ

らの数値計算結果は，短パルス方程式の厳密解に非常に近く，自己適合移動格子スキーム

が非常に有効な数値計算スキームになっていることを示している．

5 おわりに

本稿では，WKI型固有値問題に付随するソリトン方程式の可積分性を保存する離散化を

行い格子間隔が自動的に調節される自己適合移動格子スキームを構成する方法について解

説した．短パルス方程式の場合のいくつかの数値計算例を提示し，自己適合移動格子スキー

ムは大変形を伴う現象の数値計算に有効であることを示した．本稿で取り上げたのは短パ

ルス方程式であるが，これまで Camassa-Holm方程式，Hunter-Saxton方程式，WKI弾性

梁方程式，Dym方程式，結合型短パルス方程式，複素短パルス方程式，reduced Ostrovsky
方程式などでも同様の自己適合移動格子スキームを得ることに成功している．
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図 1: 2-ループソリトンの数値計算．点線が数値計算，実線が厳密解．グラフの下部の点は
メッシュの分布を示す．パラメーターは $p_{1}=0.9,$ $p_{2}=0.5,$ $a_{1}=e^{-2},$ $a_{2}=e^{-8}.$

一般に自己適合移動格子スキームは，メッシュの格子間隔 (メッシュの格子点) の発展

方程式と従属変数の発展方程式の連立方程式で構成される．短パルス方程式の数値計算例

で見たように，自己適合移動格子スキームは通常の数値計算法では計算することが難しい
状況でも非常に精密に計算することができるので，自己適合移動格子スキームは大変形を

伴う波動現象の数値計算に有効となりうると考えられる．

時間発展解法の改良による数値計算精度の向上や空間 2次元，3次元の場合への拡張など
が今後の課題である．本論文で提案した方法の適用範囲は空間 1次元の可積分系に限定さ
れているが，文献 [25] で示されているように自己適合移動格子スキームは離散微分幾何学

との深い関係もあり，その関係を追求していくことで自己適合移動格子スキームの適用範
囲をさらに広げることができる可能性がある．
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