
3次元内部波ピームと誘起される平均流

神戸大学 (Kobe University) 片岡 武 (Takeshi Kataoka)
Massachusetts Institute of Technology Triantaphyllos R. Akylas

要旨

3次元的な空間依存性をもつ内部波ビームの時間発展を記述する簡単
な方程式系を導出した。計算例を過去の実験結果と比較しながら、 3次
元性がもたらす特徴 (平均流が誘起されることなど) について報告する。

1. 緒言

図 1は，当研究室において実験的に内部波ビームの発生を捉えたシャドゥグラフ写真
である。一様な密度成層流体中に円柱を水平に配置し (図中の黒い縦棒の先に，軸が奥
行き方向の円柱がある), 図の横方向にゅっくりと振動させたときの写真であり，ビー
ム状の波が四方に伝わっていることが分かる。ビームは図の奥行き方向への依存性はな
いから，ビームの伝播を記述するには，伝播方向とビームを横切る方向の 2方向からな
る空間 2次元的な運動を考えればよい。

図 1波源より四方に真っ直ぐ伝わる内部波ビームのシャドゥグラフ写真
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そのため内部波ビームに関連した研究の多くは，空間 2次元的な運動を仮定している

[l,2l。最近になってようやく，空間 3次元的な変動 (図 1の奥行き方向への依存性) を

伴う研究が行われた [3-5l $\circ$
それによると，振幅が大きいとき 3次元的に不安定な性質を

持つ [3]ことや，3次元的な変動によってビームから遠い位置にまで届く平均流が発生

する [3-5]ことなど，新たな特徴が次々と明らかにされている。実際の流体現象は，依存

性の大小はともかく 3次元的であることから，このような空間 3次元的なビームの性質

を系統的に調べておくことが重要であると考えられる。

本報では，図 1のような内部波ビームの発生する系において，外力 (図 1では円柱の

振動に相当) が奥行き方向にも緩やかな依存性をもつ場合を考える。このとき，発生す

る内部波ビームも奥行き方向に依存性をもつこととなる。そのような弱 3次元的な運動

を記述できる単純な時間発展方程式を導くことが目的である。

2. 問題設定と基礎方程式

一様に密度成層をした非粘性ブジネスク流体中においては，内部波ビームが任意の流

速断面形状で存在しうる。しかも，通常の単色波と同様の線形分散関係式を満たす [6]。

$\omega=N\sin\theta$ . (1)

ただし， $N=\sqrt{-(g/\overline{\rho})(d\overline{\rho}/dy)}$ ( $g^{:}$ 重力加速度， $\overline{\rho}$ :初期密度， $y$ :鉛直座標) は流体

の浮力振動数である。つまりビームの角振動数は，その伝播方向と水平方向とのなす角

度 $\theta$ により決まるのである。

図 2 $x=y=0$の線上において， $\omega=$ sin $\theta$ (0 $<\omega<\pi$ /2)の角振動数の外力を加えたとき

に発生する内部波ビームの概略図。本解析では，ビームに沿う $\xi$方向および奥行水平

$z$ 方向への変化は，ビームを横切る $\eta$方向の変化に比べて小さいと仮定している。
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ここでは，四方へ伝わる 4本のビームのうち，第 4象限へ伝わるビームを取り上げて

解析する。他のビームについても解析の要領は同様である。また全ての変数は，時間 $1lN$

と外力の代表長さ $L$ を用いて無次元化する。 図 2のように $\xi$ がビームの伝播方向， $\eta$ が

ビームを横切る方向， $z$ が水平奥行き方向となるような空間座標系を導入し，奥行き 2

方向に緩やかな依存性をもつ次の $(\xi,\eta)$ 方向外力 $(F,H)$ を考える。

$F=\epsilon^{1/2}\{\hat{F}(\xi,\eta,Z)e^{-ism\theta t}+c.c.\}$ , (2a)

$H=\epsilon^{1/2}\{\hat{H}(\xi,\eta,Z)e^{-ism\theta t}+c.c.\}$ . (2b)

ただし $\epsilon$($<<$ 1)は小さな定数，ccは複素共役であり，

$Z=\epsilon z$ (3)

はスケーリングされた奥行き方向座標を表す。また， $\hat{F}$ と $\hat{H}$ はいずれも $\xi$ と $\eta$ に関して

局所的な関数である。

基礎方程式は，以下の NS 方程式系である。

$\nabla\cdot u=0$ , (4a)

$\rho_{t}+u\cdot\nabla\rho=-u\sin\theta+v\cos\theta$ , (4b)

$u_{f}+u\cdot\nabla u=-p_{\xi}+\rho\sin\theta+\mu\nabla^{2}u+F$ , (4c)

$v_{t}+u\cdot\nabla v=-p_{\eta}-\rho\cos\theta+\mu\nabla^{2}v+H$ , (4d)

$w_{t}+u\cdot\nabla w=-p_{z}+\mu\nabla^{2}w$ . (4e)

ここに， $u=(u,v,w)$ は流速の $(\xi,\eta,z)$方向成分， $p$ は密度の初期値からのずれ， $p$ は圧

力のずれ， $\mu=v^{*}lNL^{2}$ はレイノルズ数の逆数 ( $v^{*}$ は動粘性係数), 下添え字はその変

数による偏微分を表す。

3. 時間発展方程式の導出

(4)における各項のつりあいより，適切なスケーリングは次のようになることが分かる

(詳細は文献 [3])参照)。

$X=\epsilon^{2}\xi,$ $T=\epsilon^{2}t,$ $\mu=\epsilon^{2}\beta$ . (5)

ただし $\beta$ は $O(1)$ の定数．これに伴い，外力 (2)は

$Farrow 2\epsilon^{5/2}\delta(X)\{f(\eta,Z)e^{-is\dot{m}\theta t}+c.c.\}$ , (6a)

$Harrow 2\epsilon^{5/2}\delta(X)\{h(\eta,Z)e^{-i\sin\theta}‘+c.\mathfrak{a}\}$ , (6b)

と表すことができる．(3)(5)(6)を (4)に代入して解くと， $\epsilon$ に関する最低次の解は次のよ

うになる $(u, v, w のみを記す)$
。
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$\{\begin{array}{l}u=\epsilon^{1/2}U(X,\eta,Z,T)e^{-isin\theta/}+c.cv=\epsilon^{2}\overline{V}(X,Z,T)w=\epsilon^{3/2}cot\theta\int^{\eta}U_{z}d\eta’e^{-ism\theta},+c.c\end{array}$ (7)

ここに $U$ と�は未定関数であり，それぞれビームおよび平均流の流速を表す。 $\epsilon$ に関す

るさらに高次の解析に進むことでその支配方程式系が決まる。これが本報の主要な結果
である。 結果のみを記すと (詳細は文献 [7]参照),

$U_{T}+ \overline{V}U_{\eta}+i\cos\theta(\int^{\eta}U_{X}d\eta’+\frac{co\iota\theta}{2}\int^{\eta}\int^{\eta’}U_{ZZ}d\eta^{n}d\eta’)-\frac{\beta}{2}U_{\eta\eta}=f\delta(X)$ , (8a)

$\overline{V_{T}}=.\frac{\partial}{\partial Z}\hslash[\int_{-\infty}^{\infty}\{(U^{\cdot}U_{\eta})_{T}+\beta U_{\eta}U_{\eta\eta}\mathfrak{p}_{\eta}]$ . (8b)

ただしアスタリスクは複素共役，ゐは Hilbert変換

$\hslash[q]=\frac{1}{\pi}P\int_{-\infty}^{\infty}\frac{q(Z’)}{Z’-Z}dZ’,$

を表し， $P$ はコーシーの主値をとることを意味する。

結局，(8) が求める時間発展方程式であり，この 2式を解くことにより $U$ と $\overline{V}$ の時間

発展が得られる。 (8a)の左辺第二項は非線形項であり，ビームの 3次元運動に伴い生成
される平均流�が，ビーム自身の運動に有意の影響を及ぼすことを示す。 (8b)より明ら

かなように，この非線形項は奥行 $z$方向への依存性がない 2次元問題では現れない。ま

た (8b)の式の形より，右辺に現れる粘性項 ( $\beta$ を含む項) が平均流生成において重要な

役割を果たしていることが分かる [7]。つまりビームの準定常状態においては，この粘

性項が時間 $T$ とともに線形的に増加する平均流を生み出すのである。

4. Bordes et $a\ovalbox{\tt\small REJECT}$ . (2012) による実験との比較
(8)から得られる結果と，Bordes et $a1.[4]$による実験との比較を行う。彼らが用いた造

波装置は，波長 $\lambda=3.8cm$の正弦関数形をしており，高さ $3\lambda$ , 奥行き幅 $3.7\lambda$ の大きさで

ある。 鉛直方向と奥行き方向の長さスケール比が 0.8であることから，(8)式を導く際に

(3)で用いた奥行き方向の依存性が緩やかである，という仮定は厳密には成り立たない。
それにも関わらず，実験で観測された本質的な特徴を (8)式が記述できることを以下に

示す。

波長 $\lambda$ を代表長さ $L$ にとると，造波装置の無次元高さは 3であり，奥行き幅が $Z$ に関

して 1となるように $\epsilon$ を選ぶと， $\epsilon=0.27$ となる。 (6a)で定義される外力関数 $f$ は

$f(\eta,Z)=\{\begin{array}{l}A_{0}e^{2\pi\iota\eta} (-1.5<\eta<1.5, -0.5<Z<0.5)0 (otherwise)\end{array}$ (9)

と表される。ただし $A_{\mathfrak{o}}$は，生成されるビームの最大流速が実験観測値である $lmm/s$とな
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図 3 (8)の数値計算により得られた $T=6$ (有次元では $t=96_{S}$ ) における内部波ビーム (a,
b)および平均流の $x$方向流速分布。Bordes et al [4]の図 2と対比されたい。造波装置の
位置は黒で示した。 $(a, c)$ :造波装置の中心 (z $=$ 0)を通る鉛直断面図。 $(b, d)$ :造波装置
の中心高さ (y $=$ 21.6cm)を通る水平断面図。
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図 4 (8a)の平均流を $0(\overline{V}=0)$ としたときの計算結果。 図 3 $(a, b)$と対比されたい。
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るように $4=0.005$ とした。 また実験の浮力振動数は $N=0.85rad/s$であり，動粘性係数

$v^{*}=1mm^{2}/s$ に対して粘性パラメータは $\beta=0.011$ となる。 ここでは造波角振動数が

$\sin\theta=0.26$の結果について報告する。

式 (8)を静止状態 $U=\overline{V}=0$から数値的に解いた。数値計算法は偽スペクトル法を用い，

時間発展には 4次のルンゲクッタ法を採用した。外力 (9)を適用するに当たっては，$f$ を

$A_{0}e^{2\pi i\eta}\{\tanh[5(Z+0.5)]-\tanh[5(Z-0.5)]\}/2$ for $-1.5<\eta<1.5,$ $-\infty<Z<\infty,$

に置き換え，デルタ関数 $\delta(X)$ を $\delta$(X) $\cong$ (30/ $\sqrt{}\pi$)exp$[$-(30X)2 $]$ と近似した。 計算は，有

限の計算領域$(- 1.5<X<1.5, -6<\eta<6,- 3<Z<3)$において $256\cross 128\cross 128$のフーリエ

モードを用いて行い，十分な精度のあることを確認している。 時間ステップは
$\Delta T=8\cross 10^{-5}$である。

図 3は，造波開始から 96秒に相当する時間におけるビーム (a, b)および平均流 (C, d)の $x$

方向流速分布を示した側面図 (a, c)と平面図 (b, のである。 時間発展方程式 (8)から得られ

る結果は，実験結果 (文献 [4]の図 2a-d) と定性的によく一致していることが分かる。

例えば，造波装置の奥行き方向中心で切った垂直側面図 $($図 $3_{\mathcal{C}})$ には，強い噴流のよう

な平均流が造波装置近傍のビーム内部に現れている。 また造波装置の中心高さ

$y=21.6cm$で切った水平平面図 $($図 $3d)$ には，平均流による循環流がビームの外側に

まで及んでいることが見てとれる。奥行き方向の依存性が必ずしも緩やかでないこの状

況下において，よい一致が見られると言ってよいであろう。

ビームの運動についても，造波装置から遠くへ伝わるほど粘性により減衰している様

子 $($図 $3a)$ だけでなく，図 3(b)では，ビームの形状がいずれも奥行き方向に大きく

曲がっている様子が分かる。これは内部波ビームの奥行方向への分散性と，平均循環流

による移流の効果である。

平均流による移流効果をより明確に示すため，平均流�を $O$ として (8a)を計算した結

果を図 4に示した。平均流の影響がない場合，ビームの曲がりは全体的に小さくなって

いることが分かる。 とくに中心付近 $(z=0)$ の曲がりはほとんど消えている。Bordes et

al [4]の実験結果 (彼らの図 2 $b$) ではこれらの曲がりが現れていることから，平均流を

考慮した計算結果の方が実験結果により近いことが分かる。

5. 結言
内部波ビームの空間 3次元的な伝播を記述する時間発展方程式 (8)を導出した。 3次

元的な依存性がある場合，2次元の場合とは異なり平均流が生成される。ビームの振幅

が小さいとき，このビームと平均流の相互作用は単に (8)の 2式により記述され，その

計算結果が過去の実験結果とよく一致することを確かめた。
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