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概要

離散非線形 Schr\"odinger 方程式において，サイト間結合係数がゼロの極限として Anti-
Integrable 極限が定義される．この極限では，有限個のサイトのみ励起しているような自明
な局在周期解が無限個存在する．十分に小さな結合係数に対し，任意の自明解は延長可能であ
り，延長により得られる局在周期解が存在することがこれまでに証明されている．本研究では，
必ずしも小さくない結合係数の場合を扱い，その場合にも自明解の延長による局在周期解が存
在することを Banachの不動点定理を用いて証明した．

1 はじめに

空間的離散性を有する非線形力学系において，空間的に局在した振動モードが存在し得ること

が Takeno らにより最初に指摘された \’il, 2]. この局在モードは，系の運動方程式の局在周期解で
あり，Discrete Breather (DB), または，Intrinsic Localized Mode と呼ばれている．DB は，現

実の物理系における普遍的な励起構造の一つであると考えられており，ジョセフソン結合素子系

[3, 4], 非線形光導波路アレイ [5], カンチレバーアレイ [6, 7] 等において実験的にも観測されてい

る．DB に関して詳しくは，例えば，解説 [8, 9, 10, 11, 12, 13] を参照されたい．

離散非線形 Schr\"odinger (DNLS) 方程式は，種々の物理現象を記述する重要な方程式の一つであ

る (e.g., [14,15 $d$ 次元 DNLS方程式は，以下の常微分方程式系により定義される．

$i\dot{\psi}_{n}+\kappa(\Delta\psi)_{n}+\gamma|\psi_{n}|^{2}\psi_{n}=0$ (1)

ここで， $n=(n_{1}, \ldots, n_{d})\in \mathbb{Z}^{d},$ $\psi_{n}\in \mathbb{C},$ $\kappa\geq 0,$ $\gamma=\pm 1$ である．作用素 $\Delta$ は， $d$次元正方格子上

の離散ラプラシアンであり，次式で定義される．

$( \Delta\psi)_{n}=\sum_{j=1}^{d}(\psi_{n+e_{j}}+\psi_{n-e_{j}}-2\psi_{n})$ (2)

ここで， $\{e_{1}, . . . , e_{d}\}$ は， $\mathbb{Z}^{d}$ の標準基底ベクトルを表す．なお， $\gamma=+1$ と $-1$ の場合は，それぞ

れ，focusing caseおよび defocusing case と呼ばれる．
本稿では，以下のような形を持つ (1) 式の局在周期解の存在を論じる．

$\psi_{n}(t)=\phi_{n}\exp(i\omega t)$ (3)
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式中で，定数 $\omega\in \mathbb{R}$ は周波数， $\phi_{n}$ は時間変数 $t$ に依存しないサイト $n$ の振幅を表す．以下では， $\phi_{n}$

が実数であり，かつ，局在条件 $|\phi_{n}|arrow 0,$ $|n|= \sum_{j=1}^{d}|nj|arrow+\infty$ を満たすような (3) 式の形を持つ

解の存在を議論する．このような局在周期解は，DNLS方程式の文脈では，Discrete Soliton $(DS)$

解とも呼ばれる．

離散力学系における局在周期解について解析を行う際に有用な概念として，Anti-Integrable $(AI)$

極限が知られている．AI極限は，標準写像におけるカオス軌道を解析するために導入され [16], そ

の後 DB解の研究に適用されている．非線形 Klein-Gordon格子や diato血 cFermi-Pasta-Ulam格

子における AI極限近傍での DB解の存在証明 [17, 18] や，それら DB解の安定性解析 [19, 20, $21_{L}$

$22$ , 23, 24$]$ の研究がなされている．DNLS方程式 (1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対しても，結合係数 $\kappa$ が $\kappa=0$ となる極限

として AI極限が定義される．この極限で，有限個の $n$ に対し $\psi_{n}\neq 0$ で他は $\psi_{n}=0$ であるよう

な自明な局在周期解が無限個存在する．それら自明な解を，Anti-Integrable (AI) 解と呼ぶ．任意

の AI解に対し，結合係数 $\kappa$ が十分小さいとき，それから一意的に延長される局在周期解 (DS解)

の存在が陰関数定理を用いて証明される [17]. しかしながら，全ての AI解の一意的延長が可能で

あるような $\kappa$ の上限を $\kappa_{c}$ とするとき，陰関数定理による証明では $\kappa_{c}$ に対する陽な評価が得られ

ない．これまでに， $d=1$ の場合に限り， $\kappa_{c}$ の下界 $\kappa_{c}^{*}$ が与えられており，少なくとも $0\leq\kappa\leq\kappa_{c}^{*}$

の範囲で全ての AI解の一意的延長が可能であることが示されている [25]. $d\geq 2$ の場合について

は，AI解の一意延長可能区間に対する評価は全く与えられていない．この意味で，AI解からの一

意延長解に相当する DS解の存在証明は， $d\geq 2$ のとき十分弱い結合の場合に限られている．

本研究では任意の次元 $d$ について $\kappa_{c}$ の下界評価を与え，非弱結合 DNLS 方程式における DS解

の存在定理を与える．さらに， $d=1$ の場合については，文献 [25] で与えられた下界 $\kappa_{c}^{*}$ と比較し

て大幅に改良された下界を与える．証明には，縮小写像に関する Banachの不動点定理を用いる．

DS解の存在証明への Banachの不動点定理の応用は，Chong らによっても行われているが，AI解

の一意延長可能区間に対する評価は与えられていない [26]. 本研究では，文献 [26] とは異なる不

動点問題への定式化を行い，そのことにより一意延長可能区間に対する良い評価を与える．加え

て，本研究で提案するアプローチは，DS解のプロファイルを定量的に精度良く評価できる利点も

備えている．また，DNLS方程式における DS解以外の局在周期解として，Dark Discrete Soliton

解や Discrete Vortex解が知られている (e.g., [14, 15 提案アプローチは，それらの局在周期解

の存在証明にも有効な適用範囲の広いものであると考えられる．

以下では，2節で定常 DNLS方程式とその AI極限，および，AI解を説明し，3節で DS解の存

在定理を示す．4節で，不動点問題への定式化と定理証明の概略について述べる．

2定常 DNLS方程式と Anti-Integrable極限

(3) 式を DNLS方程式 (1) に代入すると，振幅 $\phi_{n}\in \mathbb{R}$ に関する以下の連立代数方程式系が得ら

れる．

$-\omega\phi_{n}+\kappa(\Delta\phi)_{n}+\gamma\phi_{n}^{3}=0, n\in \mathbb{Z}^{d}$ (4)

(4) 式を定常 DNLS方程式と呼ぶ．DS解は，局在条件 $\phi_{n}arrow 0,$ $|n|arrow\infty$ を満たす (4) 式の解であ

る．ただし， $|n|= \sum_{j=1}^{d}|nj|$ である．
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DNLS方程式 (1) のフォノンバンドは， $-4d\kappa\leq\omega\leq 0$ で与えられる．上記のような DS 解は，

フォノンバンドの外側の周波数 $\omega$ に対して存在すると期待される． $\gamma=+1,$ $\omega>0$ に対する (4)

式の解と， $\gamma=-1,$ $\omega<-4d\kappa$ に対する解は，互いに密接に対応している． $\{\phi_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ が周波数

$\omega=\omega_{0}>0$ に対する $\gamma=+1$ の場合の解ならば，周波数 $\omega=-4d\kappa-\omega_{0}$ に対する $\gamma=-1$ の場合

の解が $\{(-1)^{|n|}\phi_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ で与えられる．この一対一対応により， $\gamma=+1$ もしくは $\gamma=-1$ のいず

れかの場合のみを考察すれば十分であることが分かる．以下では， $\gamma=+1$ の場合を取り扱うこと

とする．この場合，定常 DNLS方程式 (4) は， $\omega<-4d\kappa$ の範囲では局在解を持ち得ないことが知

られている [15]. よって，以下の議論では， $\gamma=+1,$ $\omega>0$ を仮定する．

(4) 式を簡単化するために，$\phi_{n}=\sqrt{\mu}u_{n}$ により新変数 $\{u_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ を定義する．ただし，$\mu=\omega+2d\kappa$

である．(4) 式で $\gamma=+1$ を仮定し $\{u_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ を用いて書き換えると以下の方程式を得る．

$u_{n}-u_{n}^{3}= \epsilon\sum_{j=1}^{d}(u_{n+e_{j}}+u_{n-e_{j}}) , n\in \mathbb{Z}^{d}$ (5)

ここで， $\epsilon$ は $\epsilon=\kappa/\mu$ により定義されるパラメータである．以後、定常 DNLS 方程式として，(4)

式の代わりに (5) 式を用いる．(5) 式の AI極限は $\epsilon=0$ で定義され，このとき次式で与えられる無

限個の AI解が存在する．
$u_{n}=\sigma_{n}, \sigma_{n}\in\{0, \pm 1\}$ (6)

各サイト $n$ に対する振幅 $u_{n}$ は独立に定めることができ， $u_{n}$ は $0$ または $\pm 1$ の値を取る．(6) 式は，

任意の AI解 $\{u_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ が，コード列 $\sigma\equiv\{\sigma_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ により指定されることを示している．非ゼロ

成分が有限個のコード列の集合を $S$ で表す．すなわち， $S \equiv\{\sigma;\sum_{n}|\sigma_{n}|<\infty\}$ である．このと

き，各 $\sigma\in S$ は局在した AI解を与える．

任意にコード列 $\sigma\in S$ が与えられたとき，十分小さな $\epsilon>0$ に対して，対応する AI解 (6) から

延長される (5) 式の解が一意的に存在することが，陰関数定理を用いて証明される [17]. 次節の定

理では，必ずしも小さくな $l\backslash \epsilon$ に対し AI解の一意延長が可能であることを述べる．定理の証明に

は Banach の不動点定理が用いられる． $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ を有界な実数列 $u=\{u_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ の空間とし，その

ノルムを $\Vert u\Vert=\sup_{n\in Z^{d}}|u_{n}|$ で定義する．すなわち，

$l^{\infty}( \mathbb{Z}^{d})\equiv\{u=\{u_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d;}}\Vert u\Vert=\sup_{n}|u_{n}|<+\infty\}$ . (7)

このとき， $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ は Banach 空間となる．(5) 式を $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ における非線形方程式と考えて解く．

3 Discrete Soliton解の存在定理

コード列 $\sigma\in S$ が与えられたとき，$\sigma$ において非ゼロ成分を持つサイト番号 $n$ の集合を $A(\sigma)$ で

表す．すなわち， $A(\sigma)\equiv\{n;\sigma_{n}\neq 0\}\subset \mathbb{Z}^{d}.$ $d$ 次元 DNLS 方程式に対する DS 解の存在定理は，

以下のように述べられる．

定理 1. 定数 $\epsilon_{0},$ $c_{0},$ $r_{0}$ は以下で与えられるとする．

$\epsilon_{0}=\frac{9\sqrt{65}-71}{16d}, c_{0}=\frac{\sqrt{65}-7}{4}, r_{0}=\frac{1}{10}$ . (8)
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任意の $\sigma\in S$ に対し， $\epsilon\in[0, \epsilon_{0}$ ) のとき， $\epsilon$ に関し連続で un (0) $=\sigma_{n},$
$n\in \mathbb{Z}^{d}$ を満たす (5) 式の解

の族 $\{u_{n}(\epsilon)\}_{n\in Z^{d}}$ が一意に存在する．さらに，各 $\epsilon\in[0, \epsilon_{0}$ ) に対し， $\{u_{n}(\epsilon)\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ は以下の評価式

を満たす．

$|u_{n}(\epsilon)-\sigma_{n}|\leq\{$

$c$ if $|n|\leq m+1,$

$cr^{|n|-m-1}$ otherwise.
(9)

ただし， $c=c_{0}\epsilon/\epsilon 0,$ $r=r_{0}\epsilon/\epsilon 0,$ $m= \max_{n\in A(\sigma)}|n|$ である．

注 1. $m$ の定義により， $|n|>m$ に対し $\sigma_{n}=0$ となる．したがって，(9) 式の下段の不等式は

$|u_{n}(\epsilon)|\leq cr^{|n|-m-1}$ と同値である． $0\leq r<1$ なので，これはサイト振幅 $u_{n}(\epsilon)$ が $|n|$ の増加に従

い指数関数的に減少し，局在していることを示している．

定理 1では，AI解 $\{\sigma_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ を， $\epsilon>0$ に対する (5) 式の DS解の近似解として用いている．よ

り精密な近似解を用いることにより，DS解 $\{u_{n}(\epsilon)\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ の存在が保証されるパラメータ $\epsilon$ の区間

評価は改良されると期待される．任意に $\sigma\in S$ が与えられたとき，1次元系においては， $\sigma$ に対応

する DS 解について AI解よりも精密な近似解を容易に構成できる．

$d=1$ の場合を考える． $\sigma\in S$ は $n=n_{1}$ , $\cdots$ , $n_{m}$ に対してのみの非ゼロ成分を持つ，すなわち

$A(\sigma)=\{n_{1}, . .., n_{m}\}\subset \mathbb{Z}$ と仮定する．このとき，以下のような改良された近似解を構成するこ

とができる．

$u_{n}^{*}=\{\begin{array}{ll}\sigma_{n_{1}}\epsilon^{n_{1}-n} if n<n_{1},\sigma_{n}+\chi(\sigma_{n})(\sigma_{n+1}+\sigma_{n-1})\epsilon if n_{1}\leq n\leq n_{m},\sigma_{n_{m}}\epsilon^{n-n_{m}} if n>n_{m}.\end{array}$ (10)

式中の $\chi(q)$ は整数 $q$ の関数であり， $\chi(q)=(3\delta_{q,0}-1)/2$ と定義される．ただし， $\delta_{q,0}$ はクロネッ

カーのデルタを表す．(10) 式の近似解を用いて，下記の 1次元 DNLS方程式に対する DS 解の存

在定理を得ることができる．

定理 2. $d=1,$ $\sigma\in S,$ $A(\sigma)=\{n_{1}, . . . , n_{m}\}$ と仮定する． $\{u_{n}^{*}\}_{n\in \mathbb{Z}}$ を (10) 式で与えられる近似解

とする．定数を $\epsilon 0=0.1453,$ $c0=0.16,$ $r0=0.3$ とする．このとき，区間 $\epsilon\in[0, \epsilon 0$ ) において， $\epsilon$

に関し連続で $u_{n}(0)=\sigma_{n},$ $n\in \mathbb{Z}$ を満たす (5) 式の解の族 $\{u_{n}(\epsilon)\}_{n\in Z}$ が一意に存在する．さらに，

各 $\epsilon\in[0, \epsilon_{0})$ に対し， $\{u_{n}(\epsilon)\}_{n\in \mathbb{Z}}$ は以下の評価式を満たす．

$|u_{n}(\epsilon)-u_{n}^{*}|\leq\{\begin{array}{ll}cr^{n_{1}-1-n} if n<n_{1}-1,c \end{array}$if $n_{1}-1\leq n\leq$ 隔 $+1,$

$cr^{n-(n_{m}+1)}$ if $n>n_{m}+1.$

(11)

ただし， $c=c0\epsilon/\epsilon 0,$ $r=r0\epsilon/\epsilon 0$ である．

注 2. $\gamma=+1$ のとき，(4) 式における本質的なパラメータは $\alpha\equiv\kappa$/$\omega$ のみであることが示され，AI

極限は $\alpha=0$ により定義される．文献 [25] では，全ての AI解は，少なくとも $\alpha=(3\sqrt{3}-1)/52\simeq$

0.0807まで一意に延長可能であることが証明されている．一方，定理 2における一意延長可能区

間の境界 $\epsilon_{0}=0.1453$ は $\alpha=0.2048\cdots$ に相当し，大幅に改良された評価であることが分かる．ま
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た，この値は，文献 [25] で数値的に得られた一意延長可能区間の上限値 $\alpha\simeq 0.28958$ に近い値と

なっている．

4 不動点問題の定式化と証明の概略

方程式 (5) を $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ で解く問題を，不動点問題の形に書き直す．まず，(5) 式の近似解 $a=$

$\{a_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}\in l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ で条件 $1-3a_{n}^{3}\neq 0$ を満たすものを取る．近似解 $a$ を用いて，新しい変数

$x=\{x_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ を次式で定義する．

$u_{n}=a_{n}+x_{n}, n\in \mathbb{Z}^{d}$ (12)

(12) 式を (5) 式に代入すると，変数 $x=\{x_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ に関する以下の方程式を得る．

$x_{n}= \frac{1}{1-3a_{n}^{2}}[\epsilon\sum_{j=1}^{d}(x_{n+e_{j}}+x_{n-e_{j}})+3a_{n}x_{n}^{2}+x_{n}^{3}+R_{m}(a)], n\in \mathbb{Z}^{d}$ (13)

ここで，瑞 $(a)$ は次式で与えられる近似解 $a$ に伴う誤差である．

五 $(a)= \epsilon\sum_{j=1}^{d}(a_{n+e_{j}}+a_{n-e_{j}})+a_{n}-a_{n}^{3}$ (14)

(13) 式の右辺は，パラメータ $\epsilon$ に連続的に依存する非線形写像瓦 : $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})\cross \mathbb{R}arrow l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ を定め

る．この表記の下，(13) 式は以下のように略記される．

$x=F_{\epsilon}x, x\in l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ (15)

この式は，方程式 (13) の解が，写像瓦の不動点に他ならないことを示している．

上記の不動点問題の定式化において， $x$ に関して 1次の項全てを (13) 式の右辺から除くのでは

なく，係数 $\epsilon$ を伴う項は右辺に残した．このことにより，写像 $F_{\epsilon}$ の陽な表式が得られ， $F_{\epsilon}x$ の作

用を精度良く評価することが可能となる．本問題の定式化のポイントの一つである．なお，本研

究では $\epsilon=0$ からの AI解の延長を論じるため， $\epsilon$ が比較的小さな領域領域を扱う．そのため，上

述の様な定式化を行っても瓦は縮小写像となり得ることを注意しておく．

本研究では，(5) 式のサイト位置 $|n|$ に間して指数関数的に局在した解の存在証明を目的とする．

したがって，(15) 式を解く際に，解の指数関数的局在を保証するような $l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ の適切な部分集合

を用いる必要がある．与えられた $\sigma\in S$ に対し，集合 $A(\sigma)$ と定数 $m$ を $A(\sigma)=\{n;\sigma_{n}\neq 0\}\subset \mathbb{Z}^{d},$

および， $m= \max_{n\in A(\sigma)}|n|$ と定義する．2つのパラメータ $c$ と $r$ により規定される閉凸部分集合

$B_{m}(c, r)\in l^{\infty}(\mathbb{Z}^{d})$ を以下のように定義する．

$B_{\tau n}(c, r)\equiv\{x;|x_{n}|\leq c$ if $|n|\leq m+1,$ $|x_{n}|\leq cr^{|n|-m-1}$ otherwise $\}$ (16)

ただし， $c>0,$ $0<r<1$ を満たすとする．この定義より，もし (15) 式が $B_{m}(c, r)$ 内に解 $x$ を持

ち，かつ，近似解 $a$ が指数関数的に局在しているならば，元の方程式 (5) が指数関数的に局在する

解を持つことは明らかである．
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定理 1の証明では，近似解として $a=\{\sigma_{n}\}_{n\in \mathbb{Z}^{d}}$ を用いる．まず，(15) 式を $B_{m}(c_{0},r_{0})$ 内で考え

てパラメータ依存する写像に関する Banachの不動点定理 (e.g., [27]) を瓦に適用し， $\epsilon$ に関し連

続かつ $x(\epsilon)=0$ を満たす (15) 式の解 $x(\epsilon)\in B_{m}(c_{0}, r_{0})$ が，区間 $[0, \epsilon_{0}$ ) において一意に存在する

ことを示す．これより，同区間において，定常 DNLS方程式 (5) の $\sigma$ から連続的に一意延長され

る解 $u(\epsilon)=\{u_{\mathfrak{n}}(\epsilon)\}_{n\in Z^{d}}$ の存在が帰結される．

不動点定理を適用するためには，以下の $(i)-(iii)$ の条件が満たされることを示せばよい: (i) 各

$\epsilon\in[0,\epsilon_{0})$ に対し瓦 $(B_{rn}(c_{0},r_{0}))\subset B_{m}(c_{0}, ro)$ ;(ii) $\epsilon$ に依存しない定数 $K\in[0$ , 1) が存在し， $F_{\epsilon}$

の $x$ に関する Frechet微分 $DF_{\epsilon}(x)$ が全ての $x\in B_{m}(c_{0}, ro)$ に対し $\Vert DF_{\epsilon}(x)\Vert\leq K$ を満たす; (iii)

瓦が $\epsilon$ に関して連続．条件 $(i)-(iii)$ の内，パラメータに関する連続性条件 (iii) は瓦の定義より明

らかなので，残りの条件 (i) と (ii) を示せばよい．写像瓦の表式が (13) 式の右辺にょり陽に与え

られているので，初等的な不等式評価により $\epsilon\in[0,\epsilon_{0}$ ) に対して条件 (i) と (ii) の成立を示すこと

ができる．

上記手順に従い，区間 $[0, \epsilon_{0}$ ) で (15) 式の解 $x(\epsilon)\in B_{m}(c_{0}, r_{0})$ の一意存在が示されたとする．次

に，解の波形に関する評価式 (9) を示す．そのためには，任意に $\epsilon\in[0, \epsilon_{0}$ ) を固定し，方程式 (15)

を部分集合 $B_{m}(c, r)$ 内で考える．ただし， $c=c_{0}\epsilon/\epsilon_{0},$ $r=r_{0}\epsilon/\epsilon_{0}$ である．先と同様に初等的な不

等式評価により，固定された $\epsilon$ に対する写像瓦が $B_{m}(c, r)$ 上の縮小写像であることを示せる．パラ

メータ依存しない写像に関する通常の Banachの不動点定理を適用して， $B_{m}(c, r)$ 内に (15) 式の解

ガの一意的存在が示される． $B_{m}(c, r)\subset B_{m}(c_{0}, r_{0})$ と， $x(\epsilon)$ の一意性より， $x(\epsilon)=x^{*}\in B_{m}(c, r)$

が得られる．これより，ただちに評価式 (9) が従う．

定理 2の証明については，近似解として (10) の $\{u_{n}^{*}\}_{n\in \mathbb{Z}}$ を用いて，同様の議論を行えばよい．
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