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\S 1. 概念と記号の準備

本稿は、 名古屋大学多元数理科学研究科の塩田昌弘氏との共著論文 [9] の中で示

された結果の解説である。

半代数的集合 (semialgebraic set)、または、 より一般に半代数的カテゴリーは、実

代数幾何学の分野の中で、最も重要な研究対象の一つである。最初に、 この半代数

的に関する用語を準備する。

$n$ 次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ の $C^{\infty}$ 部分多様体 $N$ がナッシュ多様体であるとは、

それが $\mathbb{R}^{n}$ の半代数的集合のときにいう。ナッシュ多様体は解析多様体であること

が知られている (B. Malgrange[11])。
ナッシュ多様体 $M\subset \mathbb{R}^{rn、}N\subset \mathbb{R}^{n}$ 間の $C^{\infty}$ 写像 $f:Marrow N$ がナッシュ写像で

あるとは、 $f$ のグラフが $\mathbb{R}^{m}\cross \mathbb{R}^{n}$ の半代数的集合のときにいう。ナツシュ写像は解

析写像であることが知られている ([11])。

以上のことから、 ナッシュのカテゴリーは、代数的なカテゴリーと解析的なカテ

ゴリーの間にあることがわかる。ナツシュとは、実多項式全体を含むものの中で、そ

の中で陰関数定理や逆関数定理が成り立つ最少のカテゴリーである。
$n$ 次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合 $A$ が ($d$ 次元) ナッシュ開単体 (Nash open

simplex) であるとは、 $A$ が $\mathbb{R}^{d}$ にナッシュ微分同相であるときにいう。

今後、 $\mathbb{K}$ は $\mathbb{R}$ または $\mathbb{C}$ を表すものとする。次に、 ユークリッド空間の間の多項

式写像に対して、二つの同値関係を導入する。

定義 (1.1) 二つの多項式写像 $f,$ $g:\mathbb{K}^{n}arrow \mathbb{K}^{p}$ が位相同値であるとは、 同相写像
$\sigma$ : $\mathbb{K}^{n}arrow \mathbb{K}^{n}$ と $\tau$ : $\mathbb{K}^{p}arrow \mathbb{K}^{p}$ が存在して、次の図式が可換になるときにいう :

$\mathbb{K}^{n}arrow^{f}\mathbb{K}^{P}$

$\sigma_{\mathbb{K}^{n}}\downarrowarrow^{g}\mathbb{K}^{p}\downarrow\tau$

定義 (1.2) 二つの実多項式写像 $f,$ $g:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{p}$ が半代数的同値であるとは、半代数

的同相写像 $\sigma:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ と $\tau:\mathbb{R}^{p}arrow \mathbb{R}^{p}$ が存在して、次の図式が可換になるときに

いう :
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$\mathbb{R}^{n}arrow^{f}\mathbb{R}^{P}$

$\sigma\downarrow \downarrow\tau$

$\mathbb{R}^{n}arrow^{g}\mathbb{R}^{p}$

注意 (1.3) 上の定義 $(1.1)$
、 (1.2) で定義した写像間の位相同値や半代数的同値の概

念を、 ナッシュ多様体間のナッシュ写像に対するものに、更に、 ナツシュ集合上定

義されたナッシュ写像のものに対しても、 同様に定義することにする。

また、 それらの同値に関する、写像族に対する自明性の概念も自然の形で定義す

ることにする。

この節の最後に、本稿でよく用いる記号を一つ準備する。次数が $d$ 以下の $\mathbb{K}^{n}$ か

ら $\mathbb{K}^{p}$ への多項式写像全体の集合を

$P(n,p, d;\mathbb{K})$

で表すことにする。

\S 2. 有限性定理

この節の前半で、 これまでに知られた多項式写像族に対する位相型、半代数的型

に関する有限性定理を概説する。最初の有限性に関する結果は、福田拓生先生によっ

て示された、 多項式関数族に対する次の有限性定理である。

定理 (2.1) (T. Fukuda [3]) $P(n, 1, d;\mathbb{K})$ に現れる位相型の数は有限である。

上の定理は、 トムの第 2イソトピー補題 ([17, 12, 5]) を用いて示されている。 ま

た、 この論文の中で、 多項式写像をその定義域、値域にそれぞれ与えられた半代数

的集合族に適合するように層化する、福田の層化写像補題が示されていることも注

意しておく。

福田先生の結果に続いて、 青木憲二氏が多項式平面写像族に対する有限性定理を

示している。

定理 (2. 2) (K. Aoki and H. Noguchi [1]) $P(2,2, d;\mathbb{K})$ に現れる位相型の数は有限

である。

この結果も、最終的にはトムのイソトピー補題を用いて示されている。そのため

に、 多項式写像族の行き先の平面 $\mathbb{K}^{2}$ を何度もブローアップするアイデアが用いら

れている。

青木氏の複素の場合の結果は、 C. Sabbah氏によって、次のように一般化されて
いる。

定理 (2.3) (C. Sabbah [14]) $P(2,p, d;\mathbb{C})$ に現れる位相型の数は有限である。
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こちらの結果は複素の場合なので、 トムのイソトピー補題以外に、広中先生 ([6, 7])

によって導入された基底変換 (base change)を用いて示されている。

一方、福田先生の有限性定理 (定理 (2.1)) は、 R. Benedetti 氏と塩田昌弘氏によっ

て、 より強い形で示されている。

定理 (2.4) (R. Benedetti -M. Shiota [2]) $P(n, 1, d;\mathbb{R})$ に現れる半代数的型の数は

有限である。

塩田氏は著書 [15] の中で、半代数的版トムの第 1、第 2イソトピー補題を証明し
ている。そのイソトピー補題を用いれば、定理 (2.4) は福田先生の有限性定理と全

く同様の議論で従うことになる。ただ、定理 (2.4) の仕事の方が先なので、半代数的

版イソトピー補題ではなく、 多項式関数族に対する実効的三角形分割定理 (effective

triangulation theorem for polynomial functions) を用いて示されている $\circ$

著者は論文 [8] の中で、 実代数的集合族に対する同程度特異性問題として、 3次

元実代数的集合族に対するブロー半代数的自明性に関する有限性定理を示した。そ

こでは、 塩田氏の半代数的版トムのイソトピー補題を用いている。その証明の系と

して、 次の有限性定理が得られている。

定理 (2.5) (S. Koike [8]) $P(2,p, d;\mathbb{R})$ に現れる半代数的型の数は有限である。

上述した有限性定理は、 いずれもそれらの証明から、 多項式写像の多項式族に対

する位相自明性や半代数的自明性に関する有限性定理として読み取ることができる。

実際、 定理 (2.5) は次の結果と見なすことができる :

$\mathbb{R}^{2}$ から $\mathbb{R}^{p}$ への実多項式写像の多項式族が与えられたとする。 このとき、 パラ

メータ空間のナッシュ開単体への有限分割で、 各ナッシュ開単体上、実多項式族が

半代数的自明になるものが存在する。

我々は、上の結果を実代数的なものからナッシュの場合へ、更には、定義域が滑

らかでない特異点を持つ場合にまでもっと一般化したい。本稿の最初の主結果は、

そのような結果である。

主定理 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (S. Koike -M. Shiota [9]) $V$ を孤立特異点を持つナッシュ曲面、 $N$ を非

特異ナッシュ多様体 (non-singular Nash variety)、 $J$ を半代数的集合とする。 $V$ 上

定義されたナッシュ写像のナッシュ族 $\{f_{t}:Varrow N\}_{t\in J}$ が与えられたとする。 この

とき、 パラメータ空間 $J$ のナッシュ開単体への有限分割 $J=Q_{1}\cup\cdots\cup Q_{u}$ で、 各

ナッシュ開単体 $Q_{i}$ 上、 ナッシュ族

$\{f_{t}:Varrow N\}_{t\in Q_{i}}$

が半代数的自明になるものが存在する。

ナッシュ曲面 $V$ に対し、 部分集合

$MV$ $:=\{x\in V|$ local $\dim_{x}V=2\}$

をその主部 (main part)と呼ぶ。
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$V$ が孤立特異点を持つナツシュ曲面であるとき、 $V$ は主部 $MV$ と有限個の孤立

点からなりたっている。

\S 3. 位相モデュライの出現定理

位相型に関する有限性定理は、一般に、 3変数以上の多項式写像族に対しては成

り立たないことが知られている。実際、位相モデュライの出現に関して、以下の結

果が知られている。

定理 (3.1) (R. Thom [16]) $P(3,3,12;\mathbb{R})$ に現れる位相型は連続濃度ある。

上記のトムの結果の証明のアイデアをより精密化することにより、 中井功氏は大

域的な位相モデュライだけでなく、局所位相モデュライの出現定理を示した。

定理 (3.2) (I. Nakai [13]) $P(3,2,4;\mathbb{R})$ に現れる局所位相型は連続濃度ある。

一方、 M. Kwieci\’{n}ski 氏は、 局所位相モデュライが現れる簡単な複素多項式写像

を構成した。

定理 (3.3) (M. Kwieci\’{n}ski [10]) $\mathbb{C}^{4}$ の座標を $(x_{1}, x_{2}, z, t)$ とし、 $X$ を $x_{1}x_{2}=0$ で定

義された $\mathbb{C}^{4}$ の超曲面とする。 このとき、 $f(O, 0,0, t)=(O, O, t)$ を満たす多項式写像

$f$ : $Xarrow \mathbb{C}^{3}$ で、 多項式写像芽族

$\{f_{t}:(X, (0,0,0, t))arrow(\mathbb{C}^{3}, (0,0, t))||t|=1\}$

に現れる局所位相型は連続濃度となるものが存在する。

我々の 2番目の主結果は以下のものである。

主定理 II (S. Koike -M. Shiota [9]) 1次元特異点集合を持つ実代数曲面 $X$ と、 $X$

上定義された実多項式写像の多項式族 $\{f_{t}:Xarrow \mathbb{R}^{2}\}_{t\in J}$ で、 その多項式写像族に現

れる位相型が連続濃度となるものが存在する。

注意 (3.4) (1) 主定理�の代数曲面は 1次元特異点集合を持つので、非孤立特異点

である。従って、主定理 Iから孤立特異点の仮定が外せないことがわかる。

(2) 定理 (3.1) から定理 (3.3) の位相モデュライの出現定理において、定義域の次元が

3であるのに対し、我々の場合の定義域の次元は 2である。一方、 それらの定理で

は、 位相モデュライが現れる多項式写像 (族) が具体的に構成されているのに対し、

我々の場合には、 そのような多項式写像族の存在のみを示しているだけである。
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