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本稿では corank 1の可微分写像芽 $\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0(n=2,3)$ の $\mathcal{A}$-型及びそのジェット

に対する簡便な判定法を紹介する．なお，本稿に出てくる特異点論の基本的な概念などに関

しては [6] などを参照されたい．

まず写像芽の $\mathcal{A}$-分類に関して説明する．二つの可微分写像芽 $f,$ $g:\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ が $\mathcal{A}-$

同値であるとは，可微分同相写像芽 $\tau,$
$\sigma$ : $\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ が存在して $f=\tau\circ f\circ\sigma^{-1}$ が成り立

つことであり， $f\sim \mathcal{A}g$ と書く． $\mathcal{A}$-同値の定義は素朴であるが，可微分写像芽を $\mathcal{A}$-同値によ

り余次元の低いものから順に分類していくという $\mathcal{A}$-分類問題は複雑なものになる． $n=2$ , 3

の場合，corank 1の可微分写像芽 $\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ について表 1, 2の分類が J. H. Rieger,

J. W. Bruce によりそれぞれ与えられている [8, 1]. ここではソースの座標を $n=2$ , 3に

対して $(x, y)$ , $(x, y, z)$ としそれぞれ取っており，また可微分写像芽 $f:\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ が

corank 1であるとは rank $df_{0}=n-1$ ということである．

分類は具体的な幾何的対象などへの応用において非常に有用であるが，そのためには任意

に与えられた写像芽が適切な座標変換 (可微分同相写像芽) によっていずれの $\mathcal{A}$-型となる

か決定することができなければいけない．Rieger[8] や Bruce[1] の分類プロセスの再追跡

によりこれが完遂されると考えるのは自然ではあるが，与えられた写像芽をテイラー展開

の低次の項から順に座標変換で整理していくというその作業は実際には非常に煩雑になっ

てしまう．例えば写像芽 $f$ : $\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ が $f=(x, xy+ \sum_{i+j\geq 3}a_{ij}x^{i}y^{j})$ $(a_{ij}\in \mathbb{R})$

と書けた時，Rieger による [8] の FIG 1. の recognition tree より $a_{03}\neq 0$ であれば

$f$ は 3-型 (cusp) であると決定することができる．そこで任意に与えられた写像芽 $9=$

$(g_{1}, g_{2}):\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ に対しても 3-型であることを判定するには，まず適切な座標変換で

$g \sim \mathcal{A}(x, xy+\sum_{i+j\geq 3}a_{ij}’x^{i}y^{j})(a_{ij}’\in \mathbb{R})$ と変形し $a_{03}’\neq 0$ を確かめなければいけないが，

この $a\’{o}_{3}$ は $g_{1}$ と $g_{2}$ の 3-ジェットに依存しており単純ではない．より高次の写像芽になれ
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表 1Rieger[8] による corank 1写像芽の $\mathcal{A}$-分類 $(\mathcal{A}$-余次元 $\leq 6)$ $\dagger$ : 例外的なモジュ

ライの値を除く

表 2Bruce[1] による corank 1写像芽の $\mathcal{A}$-分類 $(\mathcal{A}$-余次元 $\leq 4)$
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ばなるほど判定は煩雑になっていく．そのため座標の取り方に依らない写像芽の判定法は非

常に有用であろう．以下では内在的微分を用いた写像芽の幾何学的判定法を紹介する．な

お，本判定法の応用例は [10, 3, 4, 13, 14] を参照されたい．

2 判定法 $(\mathbb{R}^{2},0arrow \mathbb{R}^{2},0)$

本章では可微分写像芽 $\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ を扱う．まず，H. Whitney と佐治による fold,

cusp, swallowtail, baks, lips に対する判定法を紹介する [12, 10, 11]. $f:\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$

を corank 1の可微分写像芽とし，関数 $\lambda$ を $\lambda(x, y):=\frac{\partial(f_{1},f_{2})}{\partial(x,y)}$ , 可微分ベクトル場 $\eta:=$

$\eta_{1}(x, y)\frac{\partial}{\partial x}+\eta_{2}(x, y)\frac{\partial}{\partial y}$ を原点の近傍で $f$ の微分 $df$ の kernel 方向を張るものとして任意に

取る． $\lambda$ のヘッセ行列を $H_{\lambda}$ と書き，関数芽 $h:\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R},$ $0$ に対して $\eta^{k}h:=\eta(\eta^{k-1}h)$ と

書くことにすると，判定法は以下のようになる．

Theorem 2.1 (Whitney[12], 佐治 [10]) $f:\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ を corank 1の可微分写像芽と

する．fold, cusp, swallow tail, baks, lips は以下のように特徴付けられる．

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y^{2})\Leftrightarrow\eta\lambda(0)\neq 0$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, xy+y^{3})\Leftrightarrow d\lambda(0)\neq 0,$ $\eta\lambda(0)=0,$ $\eta^{2}\lambda(0)\neq 0$

$f\sim A(x, xy+y^{4})\Leftrightarrow d\lambda(0)\neq 0, \eta\lambda(0)=\eta^{2}\lambda(0)=0, \eta^{3}\lambda(0)\neq 0$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y^{3}\pm x^{2}y)\Leftrightarrow d\lambda(0)=0,$ $\det H_{\lambda}(O)\neq 0,$ $\eta^{2}\lambda(0)\neq 0$

$\eta^{k}\lambda$ のような量は内在的微分と呼ばれ安定写像芽の解析によく用いられてきたが [12, 7,

5], 上の佐治による判定法は内在的微分は swallowtailなどの安定でない写像芽に対しても

意味のある量であることを示している．このような特徴づけは，写像芽の判定に座標変換の

技巧を必要とせず，ただ微分の計算を実行すれば良いという点で応用上使いやすく，また分

類の専門家でなくとも $\mathcal{A}$-分類を簡単に応用できるという利点がある．

$\mathcal{A}$-余次元が 4以上の $\mathcal{A}$-型に対しても $\eta^{k}\lambda$ を用いた判定法はその重要なジェットの型の決

定に有用である．[3] で著者は表 3のジエットの型に対して Theorem 2.2の判定法を完成さ

せている．これらのジェットの型は Rieger[9] による位相的 $\mathcal{A}$-型の分類と関連している [3]

ことに注意しておく．以下で，二つの可微分写像芽 $f,$ $g:\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ について r-ジエッ

トブ $f(O)$ , $j^{r}g(O)$ が $\mathcal{A}$r-同値であるとは，可微分同相写像芽 $\tau,$
$\sigma:\mathbb{R}^{n},$ $0arrow \mathbb{R}^{n},$ $0$ が存在し

て $j^{r}f(0)=j^{r}(\tau ofo\sigma^{-1})(0)$ が成り立つことであり， $j^{r}f(0)\sim \mathcal{A}^{r}j^{r}g(O)$ と書く．

Theorem 2.2 ([3]) $f:\mathbb{R}^{2},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ を corank 1の可微分写像芽とする．表 3のそれぞ

れのジェットは以下のように特徴づけられる．

$\bullet$ $r\geq 5$ に対して，
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r– $\grave{}\nearrow\grave{}\grave{}\grave{}$ エット $(x, xy+y^{r})$ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

3– $\grave{}\nearrow\grave{}\grave{}\grave{}$ エット $(x, y^{3})$ . . . $4_{k}$

4– ジエット $(x, xy^{2}+y^{4})$ . . . $11_{2k+1}$

5– ジエット $(x, xy^{2}+y^{5})$ 12, 13

6–ジエット $(x, xy^{2}+y^{6})$ . . . 15

4– ジエット $(x, x^{2}y+y^{4})$ 16, 17

4–ジエツト $(x, x^{2}y+xy^{3})or(x, x^{2}y)$ . . 18

4– ジエット $(x, y^{4}+\alpha x^{2}y^{2}+x^{3}y)or(x, y^{4}+\alpha x^{2}y^{2})$ 19

表 3 右端の番号はそれぞれのジェットに対応する $\mathcal{A}$-余次元 6以下 (表 1) の $\mathcal{A}$-型の番号である．

$j^{r}f(0)\sim \mathcal{A}^{f}(x, xy+y^{r})\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)\neq 0, \eta^{i}\lambda(0)=0(1\leq i\leq r-2) , \eta^{r-1}\lambda(0)\neq 0.$

$\bullet$ $r\geq 4$ に対して，

$j^{r}f(0)\sim \mathcal{A}^{f}(x, xy^{2}+y^{r})\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)=0, \det H_{\lambda}(O)<0, \eta^{i}\lambda(0)=0(2\leq i\leq r-2) , \eta^{r-1}\lambda(0)\neq 0.$

$\bullet$ $j^{3}f(0)\sim \mathcal{A}^{3}(x, y^{3})\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)=0$ , rank $H_{\lambda}(O)=1,$ $\eta^{2}\lambda(0)\neq 0.$

$\bullet$ $j^{4}f(0)\sim \mathcal{A}^{4}(x, x^{2}y+y^{4})\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)=0$ , rank $H_{\lambda}(O)=1,$ $\eta^{2}\lambda(0)=0,$ $\eta^{3}\lambda(0)\neq 0.$

$\bullet$ $j^{4}f(0)\sim \mathcal{A}^{4}(x, x^{2}y+xy^{3})$ or $(x, x^{2}y)\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)=0$ , rank $H_{\lambda}(O)=1,$ $\eta^{2}\lambda(0)=\eta^{3}\lambda(0)=0.$

$\bullet$ $j^{4}f(0)\sim \mathcal{A}^{4}(x, x^{3}y+\alpha x^{2}y^{2}+y^{4})$ or $(x, \alpha x^{2}y^{2}+y^{4})\Leftrightarrow$

$d\lambda(O)=0$ , rank $H_{\lambda}(O)=0,$ $\eta^{3}\lambda(0)\neq 0.$

Corollary 2.3 表 4, 5, 6, 7は Theorem 2.1, 2.2を系統的にまとめたものであり，追跡して

いくことで表 3のジェットの型の判定ができる．ただし，表 5, 6, 7におけるジェットの標

準形の横の番号はそのジェットに対応する $\mathcal{A}$-余次元 6以下 (表 1) の $\mathcal{A}$-型の番号である

( $\mathcal{A}$-余次元 7以上の $\mathcal{A}$-型は書かれていない).
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表 4

表 5
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corank 1,

表 6

表 7

90



Remark 2.4 Theorem 2.2はあくまでもジェットの判定法であり $\mathcal{A}$-余次元 $\geq 4$ の写像芽の

$\mathcal{A}$-型を判定するためには追加条件が必要である．例えば，5-ジエットを $(x, xy+y^{5})$ と判定

できた時，写像芽の $\mathcal{A}$-型は 6型もしくは 7型のどちらかであり，その $\mathcal{A}$-型はより高次の項

によって決定される [8]. すなわち， $f=(x, xy+y^{5}+ \sum_{i+j\geq 6}a_{ij}x^{i}y^{j})(a_{ij}\in \mathbb{R})$ と書け

た時，

$f \sim \mathcal{A}(x, xy+y^{5}\pm y^{7}) \Leftrightarrow a_{07}-\frac{5}{8}a_{06}^{2}\neq 0,$

$f \sim \mathcal{A}(x, xy+y^{5}) \Leftrightarrow a_{07}-\frac{5}{8}a_{06}^{2}=0,$

と判定できる [3]. このような条件は $\sigma of\circ\tau^{-1}=(x, xy+y^{5}+\alpha y^{7}+O(8))$ となるような微

分同相写像芽 $\sigma,$
$\tau$ を具体的に構成することによって得られる．ここで $\alpha$ は $\alpha=a_{07}-\frac{5}{8}a_{06}^{2}$

となる．Rieger[8] の分類では Mather の補題を利用するため具体的な微分同相写像芽の形

はわからず，従って $\alpha$ の値も得ることができない．表の他の $\mathcal{A}$-型に対しても同様の追加条

件が必要であり，[3] ではそれぞれのケースで可微分同相写像芽を具体的に構成し必要な条

件を求めている．これらの追加条件の幾何学的な意味づけは現在研究中であるが，[2] で T.

Gaffney が行っているような $\mathcal{A}$-分類より詳細な $\mathcal{A}$-接空間の研究 (認識問題) や J. Damon

の $\mathcal{K}_{D}$-理論との関連の中で説明できるはずである．

3 判定法 $(\mathbb{R}^{3},0arrow \mathbb{R}^{3},0)$

著者は [4] で可微分写像芽 $\mathbb{R}^{3},$ $0arrow \mathbb{R}^{3},$ $0$ においても，前章における $\eta$ と $\lambda$ を用いた判

定法が有用であることを示している．すなわち， $f$ : $\mathbb{R}^{3},$ $0arrow \mathbb{R}^{3},$ $0$ を corank 1の可微分

写像芽とし，関数 $\lambda$ を $\lambda(x, y, z)$ $:= \frac{\partial(f_{1},f_{2},f_{3})}{\partial(x,y,z)}$ , 可微分ベクトル場 $\eta:=\eta_{1}(x, y, z)\frac{\partial}{\partial x}+$

$\eta_{2}(x, y, z)\frac{\partial}{\partial y}+\eta_{3}(x, y, z)\frac{\partial}{\partial z}$ を原点の近傍で $f$ の微分 $df$ の kernel 方向を張るものとして任

意に取る． $\eta\lambda(0)=0$ が成り立つときは写像芽 $F:\mathbb{R}^{3},$ $0arrow \mathbb{R}^{2},$ $0$ を $F:=(\lambda, \eta\lambda)$ として定

義することにする．これらを用いて表 2の $\mathcal{A}$-型の判定法を得ることができる．

Theorem 3.1 ([4]) $f:\mathbb{R}^{3},$ $0arrow \mathbb{R}^{3},$ $0$ を corank 1の可微分写像芽とする．表 2の $\mathcal{A}$-型は

以下のように特徴付けられる．

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, z^{2})\Leftrightarrow\eta\lambda(0)\neq 0$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, xz+z^{3})\Leftrightarrow d\lambda(0)\neq 0,$ $\eta\lambda(0)=0,$ $\eta^{2}\lambda(0)\neq 0$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, xz+yz^{2}+z^{4})$

$\Leftrightarrow d\lambda(O)\neq 0,$ $\eta\lambda(0)=\eta^{2}\lambda(0)=0,$ $\eta^{3}\lambda(0)\neq 0$ , rank $dF(O)=2$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, xz+yz^{2}+z^{5})$

$\Leftrightarrow d\lambda(O)\neq 0,$ $\eta\lambda(0)=\eta^{2}\lambda(0)=\eta^{3}\lambda(0)=0,$ $\eta^{4}\lambda(0)\neq 0$ , rank $dF(O)=2$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, xz\pm y^{2}z^{2}+z^{4})$
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$\Leftrightarrow d\lambda(O)\neq 0,$ $\eta\lambda(0)=\eta^{2}\lambda(0)=0,$ $\eta^{3}\lambda(0)\neq 0,$ $F\sim A(x, \pm y^{2}+z^{2})$

$\bullet$ $f\sim \mathcal{A}(x, y, (\pm x^{2}\pm y^{2})z+z^{3})$

$\Leftrightarrow d\lambda(O)=0,$ $\det H_{\lambda}(0)\neq 0,$ $\eta^{2}\lambda(0)\neq 0$

Corollary 3.2 表 8は Theorem 3.1を系統的にまとめたものであり，追跡していくことで表

2の $\mathcal{A}$ 型を判定できる．
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