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$f$ , 9は 2変数の同じウェイトをもつ擬斉次複素多項式とする．本稿では $f\overline{g}$ の孤立特異点

の変形を考察し，不定値折り目特異点と混合Morse特異点のみをもつ変形が存在することを

紹介する．

1. MIXED POLYNOMIALS

$P(z,\overline{z})$ を複素変数 $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})$ とその複素共役 $\overline{z}=(\overline{z}_{1}, \ldots,\overline{z}_{n})$ を用いて次のように

表される多項式とする:

$P( z,\overline{z}):=\sum_{\nu,\mu}c_{\nu,\mu}z^{\nu}\overline{z}^{\mu},$

ここで $\nu$ $=(\nu_{1}, \ldots, \nu_{n})$ に対して $z^{\nu}=z_{1}^{\nu_{1}}\cdots z_{n}^{\nu_{n}}(\mu=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{n})$ に対して $\overline{z}^{\mu}=\overline{z}_{1}^{\mu_{1}}\cdots\overline{z}_{n}^{\mu_{n}})$

と定める．このような多項式を混合多項式と呼ぶ [18, 19] 各 $j=1$ , . . . , $n$ に対して

$P((O, \ldots, 0, z_{j}, 0, \ldots, 0), (0, \ldots, 0,\overline{z}_{j}, 0, \ldots, 0))\not\equiv 0$ が成り立つとき，$P(z,\overline{z})$ は convenient

であるという．

$\rho_{1}(x, y)$ と $\rho_{2}(x, y)$ を $\mathbb{R}^{2n}$ から $\mathbb{R}$ への実多項式写像とし，実変数を $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ , $y=$

$(y_{1}, \ldots , y_{n})$ とおく．このとき $(\rho_{1}, \rho_{2}):\mathbb{R}^{2n}arrow \mathbb{R}^{2}$ は次のように混合多項式写像で表すこと

ができる:

$P( z,\overline{z}):=\rho_{1}(\frac{z+\overline{z}}{2}, \frac{z-\overline{z}}{2i})+i\rho_{2}(\frac{z+\overline{z}}{2}, \frac{z-\overline{z}}{2i})$ ,

ここで $\Re_{z=x}jj,$ $\Im_{Zj}=yj(j=1, \ldots, n)$ とする．

$\Re P$ と $\Im P$ はそれぞれ混合多項式 $P$ の実部と虚部とする．$\Re P$ と $\Im P$ のグラディエントが

一次従属になる点 $w\in \mathbb{C}^{n}$ を $P$ の特異点という．$P$ の特異点 $w$ は次の性質をもつ．

Proposition 1 ([18] Proposition 1). 次の条件は同値である:

(1) $w$ は $P$ の特異点である．

(2) ある複素数 $\alpha$ が存在して，$|\alpha|=1,$

$(\overline{\frac{\partial P}{\partial z_{1}}}(w)$ , . . . , $\overline{\frac{\partial P}{\partial z_{n}}}(w))=\alpha(\frac{\partial P}{\partial\overline{z}_{1}}(w)$ , . . . , $\frac{\partial P}{\partial\overline{z}_{n}}(w))$ .

2. MILNOR FIBRATIONS

$P(z)$ は $\mathbb{C}^{n}$ の原点 $0=(0, \ldots, 0)$ で消える $n$ 変数 $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})$ の複素多項式とする．

原点 $0$ は $P(z)$ の特異点，つまり $(\partial P/\partial z_{1})(0)=\cdots=(\partial P/\partial z_{n})(0)=0$ をみたす点とする．

1968年に J. Milnor は次のことを証明した．
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Theorem 1 ([14]). 十分小さい正の数 $\epsilon_{0}$ が存在して，$0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ をみたす任意の正の数 $\epsilon$

に対し，

$\frac{P}{|P|}:S_{\epsilon}^{2n-1}\backslash K_{P}arrow S^{1}$

は局所自明なファイバー束になる．ここで $S_{\epsilon}^{2n-1}$ は $(2n-1)$ 次元の原点を中心にもつ半径 $\epsilon$

の球面とし，$K_{P}=S_{\epsilon}^{2n-1}\cap P^{-1}(O)$ とおく．

このファイバー束を Milnor 束と呼ぶ．原点が $P(z)$ の孤立特異点になるとき，ファイバー $F$

の閉包は内部が $F$ で，境界が $K_{P}$ になる滑らかな多様体である．$K_{P}$ を特異点の絡み目と呼

ぶ．例えば $n=2$ のとき，$P(z)=z_{1}^{p}+z_{2}^{q}$ としたときの $K_{P}$ は $(p, q)-$ トーラスリンクにな

る．一般には複素多項式の孤立特異点から定まる絡み目はトーラスリンクのケーブルリン

クで，ケーブルの係数たちはある不等式をみたしているものになる [6].

3. POLAR WEIGHTED HOMOGENEOUS MIXED POLYNOMIALS

一般には全ての混合多項式に対してMilnor束は存在しない．この章ではMilnor束が存在す
る混合多項式のクラスを紹介する．$p_{1}$ , . . . , $p_{n}$ は $gcd(p_{1}, \ldots,p_{n})=1$ をみたす整数，$q_{1}$ , . . . , $q_{n}$

は非負な整数とする．このとき $\mathbb{C}^{n}$ 上の $S^{1}$ -作用と $\mathbb{R}^{*}$ -作用を次のように定義する:

$s\circ z=(s^{p_{1_{Z_{1}}}\ldots p_{n_{Z_{n})}}}\mathcal{S}, s\in S^{1}.$

roz $=(r^{q_{1}}z_{1}, \ldots, r^{q_{n}}z_{n})$ , $r\in \mathbb{R}^{*}.$

もし正の整数 $d_{p}$ が存在して $P(z,\overline{z})$ が次の等式をみたすとする:

$P(s^{p_{1}}z_{1}, \ldots, s^{p_{n}}z_{n},\overline{s}^{p_{1}}\overline{z}_{1}, \ldots,\overline{s}^{p_{1}}\overline{z}_{n})=s^{d_{r}}P(z, z s\in S^{1},$

このとき混合多項式 $P$ は polar weighted homogeneous であるという．また正の整数砺が存

在して $P(z,\overline{z})$ が次の等式をみたすとき，$P$ は radial weighted homogeneous であるという:

$P(r^{q_{1}}z_{1}, \ldots, r^{q_{n}}z_{n}, r^{q_{1}}\overline{z}_{1}, \ldots, r^{q_{n}}\overline{z}_{n})=r^{d_{r}}P(z, z r\in \mathbb{R}^{*}$

polar かつ radial weighted homogeneous な混合多項式 $P(z,\overline{z})$ が複素多項式のとき，$P(z,\overline{z})$

は擬斉次多項式と呼ぶ．もし $P$ が polarかつ radial weighted homogeneousならば，

$P:\mathbb{C}^{n}\backslash P^{-1}(0)arrow \mathbb{C}^{*}$

は局所自明なファイバー束であり，モノドロミー写像 $h:Farrow F$ は

$h( z)=\exp(\frac{2\pi i}{d_{p}})oz=(z_{1}\exp(\frac{2p_{1}\pi i}{d_{p}}), \ldots, z_{n}\exp(\frac{2p_{n}\pi i}{d_{p}}))$

で与えられる [20, 4, 18, 19].

混合多項式 $P(z,\overline{z})$ は polar かつ radial weighted homogeneous であると仮定する．この

とき次の等式が成り立つ :

$d_{p}P( z,\overline{z})=\sum_{j=1}^{n}p_{j}(\frac{\partial P}{\partial z_{j}}z_{j}-\frac{\partial P}{\partial\overline{z}_{j}}\overline{z}_{j})$ ,

$d_{r}P( z,\overline{z})=\sum_{j=1}^{n}q_{j}(\frac{\partial P}{\partial z_{j}}z_{j}+\partial a\frac{}{}\frac{P}{z_{j}}\overline{z}_{j})$ .
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また $i=1$ , . . . , $n$ に対して，$pj=qj$ ならば，

$\sum_{j=1}^{n}p_{j}\frac{\partial P}{\partial z_{j}}z_{j}=\frac{d_{r}+d_{p}}{2}P(z, z$

$\sum_{j=1}^{n}p_{j}\frac{\partial P}{\partial\overline{z}_{j}}\overline{z}_{j}=\frac{d_{r}-d_{p}}{2}P(z,\overline{z})$

が成り立つ．

4. DEFORMATIONS

混合多項式 $P(z,\overline{z})$ の変形とは多項式写像

$F_{t}:\mathbb{C}^{n}\cross \mathbb{R}arrow \mathbb{C}, (z, t)\mapsto F_{t}(z)$

で，$F_{0}(z)=P(z,\overline{z})$ をみたすものとする．以下では原点 $0$ は $P(z)$ の孤立特異点と仮定する．

このとき $K_{P}:=S_{\epsilon}^{2n-1}\cap P^{-1}(0)$ は $S_{\epsilon}^{2n-1}$ に余次元 2で埋め込まれた滑らかな多様体になる．

ここで $S_{\epsilon}^{2n-1}$ は原点中心の半径 $\epsilon$ の $2n-1$ 次元球面である $(0<\epsilon<<1)$ .
複素特異点のとき，原点の近傍 $U$ と $P(z)$ の変形瓦で各 $0<t<<1$ に対して瓦 (z) は複素

多項式で，$U$ 内の $F_{t}(z)$ の特異点は Morse特異点になるものが存在する (Morsffication) [5].

ここでMorse特異点とは次の多項式の特異点として表される特異点のことである: $P(z)=$

$z_{1}^{2}+\cdots+z_{n}^{2}$ . 特に $n=2$ のときは，Milnor 束のモノドロミー写像の計算に応用することが
できる [1, 8, 9, 10].

混合多項式の孤立特異点の変形でMorse特異点のみになるものが存在するかを調べるた

め，以下で説明する Milnor 数の enhancement を考察する． $(S^{2n-1}, K)$ を絡み目，つまり $K$

は $(2n-1)$ 次元球面 $S^{2n-1}$ 内の余次元 2の向き付けられた閉多様体とする．$N(K)$ で $K$ の

$S^{2n-1}$ 内のチューブ近傍を表し，$E(K)=S^{2n-1}\backslash Int(N(K))$ とおく．$N(K)$ が 2次元円板上

のファイバー束

$\phi_{0}:N(K)arrow D^{2}$

と $E(K)$ が $S^{1}$ 上のファイバー束

$\phi_{1}:E(K)arrow S^{1}$

をもち，さらに $\phi_{0}|\partial N(K)=\phi_{1}|\partial N(K)$ をみたすとき，$K$ をファイバー絡み目という．こ

のファイバー束は $S^{2n-1}$ のオープンブック分解とも呼ばれている．ファイバー絡み目 $K$ が

$(n-3)$-連結かつファイバー曲面が $(n-2)$-連結のとき $K$ は単純であるという．原点が複素

多項式 $P(z)$ の孤立特異点になるとき，Milnor 束の各ファイバーは $(n-1)$ 次元球面 $S^{n-1}$ の

ブーケ $S^{n-1}\vee\cdots\vee S^{n-1}$ と同じホモトピー型をもつ [14]. よってファイバー $F$ のホモロジー

群は

$H_{k}(F;\mathbb{Z})=\{\begin{array}{ll}\mathbb{Z}\oplus\cdots\oplus \mathbb{Z} k=n-1\mathbb{Z} k=00 otherwise\end{array}$

となる．このとき $K_{P}$ はホモトピー群 $\pi j(K_{P})(0\leq j\leq n-3)$ が全て自明になる滑らかな多

様体である．よって複素超曲面の特異点の絡み目は，単純なファイバー絡み目の重要な例に

なっている．ただし，混合多項式のときはファイバー絡み目が常に単純になるのかは分かっ
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ていない．単純なファイバー絡み目 $(S^{2n-1}, K)$ のファイバーの $(n-1)$ 次ホモロジー群のラ

ンクをMilnor数と呼び $\mu(K)$ で表す．

W. Neumann と L. Rudolph はファイバー絡み目の研究のために接束 $TS^{2n-1}\oplus \mathbb{R}$ 内の向

き付けられた $(2n-2)$ 次元平面場で $E(K)$ 上では $K$ のファイバー束の各ファイバーに横断

的に交わっていて，$K$ 上では $K\oplus \mathbb{R}$ に接している平面場を研究した [15, 16, 17, 21]. この

平面場は写像 $\Lambda$ : $S^{2n-1}arrow G(2n-2,2n)$ を定義する．ここで $G(2n-2,2n)$ は $\mathbb{R}^{2n}$ 内の向

き付けられた $(2n-2)$ 次元の平面場によるグラスマン多様体である．Neumann と Rudolph

はホモトピー群 $\pi_{2n-1}(G(2n-2,2n))$ が

$\pi_{2n-1}(S^{2n-1})\oplus\pi_{2n-1}(S^{2n-2})\cong \mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}/r\mathbb{Z}$

と同型であることを示した．ここで $n=2$ のとき $r=0$ で $n>2$ のとき $r=2$ とする．さ

らに，$\Lambda$ のホモトピー類は $((-1)^{n}\mu(K), \lambda(K))\in \mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}/r\mathbb{Z}$ と表すことができることを示し

た．この整数の組 $((-1)^{n}\mu(K), \lambda(K))$ のことを enhanced Milnor 数と呼び，$\lambda(K)$ のことを

Milnor 数の enhancement と呼ぶ． $P(z,\overline{z})$ が複素多項式のときは常に $\lambda(K_{P})=0$ になるこ

とが知られている．一方で次の定理が成り立つ．

Theorem 2 ([11], Theorem 1). 任意の $k\in \mathbb{Z}/r\mathbb{Z}$ に対して，$\lambda(K_{P})=k$ を満たすファイ

バー束 $P/|P|$ : $S_{\epsilon}^{2n-1}\backslash K_{P}arrow S^{1}$ をもつ混合多項式 $P(z,\overline{z})$ が存在する．

もし混合多項式 $P(z,\overline{z})$ の孤立特異点が変形によりMorse 特異点のみに分裂するならば，
$\lambda(K_{P})=0$ となる [15]. よって混合多項式の孤立特異点で Morse特異点に分裂しないものが

存在する．

以下では混合多項式写像 $P:\mathbb{C}^{n}arrow \mathbb{C}$ を $\mathbb{C}$ と $\mathbb{R}^{2}$ を同一視し，$\mathbb{R}^{2n}$ から $\mathbb{R}^{2}$ への滑らかな

写像と見なす．

5. GENERIC MAPS

$X$ と $Y$ はそれぞれ $n$ 次元と $m$ 次元の滑らかな多様体とする．また $C^{\infty}(X, Y)$ は $X$ から

$Y$ への滑らかな写像全体の集合とする．滑らかな写像 $f$ の点 $p$ における r-ジェットを記号
$j^{r}f(p)$ で表す．また $f$ : $Xarrow Y$ で $f(p)=q$ を満たす $p$ における r-ジェット全体の集合を

$J^{r}(X, Y,p, q)=\{j^{r}f(p)|f(p)=q\}$ と書き，

$J^{r}(X, Y):= \cup J^{r}(X, Y,p, q)$

$(p,q)\in XxY$

とおく．このとき $J^{r}(X, Y)$ は r-ジェット空間という． $J^{r}(X, Y)$ は滑らかな多様体であり，
$f$ の $r$-拡大 $j^{r}f:Xarrow J^{r}(X, Y)$ は $p\mapsto j^{r}f(p)$ と定義すると $j^{r}f$ は滑らかな写像である．

以下では $m=2$ と仮定する．$J^{1}(X, Y)$ は $(3n+2)$ 次元多様体である．$J^{1}(X, Y)$ の余次元

$(n-2+k)k$-部分多様体を次のように定義する:

$S_{k}(X, Y)=\{j^{1}f(p)\in J^{1}(X, Y)|$ rank $df_{p}=2-k\}(k=1,2)$ .

また $S_{k}(f)$ を次のように定義する:

$S_{k}(f)=\{z\in U|$ rank $df(z)=2-k\}$ $(k=0,1,2)$ .

ここで So (f)は $f$ の正則点の集合であり，$S_{1}(f)\cup S_{2}(f)$ は $f$ の特異点集合である．
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滑らかな写像 $f:Xarrow Y$ がジェネリックであるとは，$f$ が次の条件をみたすときであ

る [13]:

(1) $j^{1}f$ は $S_{1}(X, Y)$ 及び $S_{2}(X, Y)$ と横断的に交わる，

(2) $j^{2}f$ は $S_{1}^{2}(X, Y)$ と横断的に交わる，

ここで $S_{1}^{2}(f)=S_{1}(f|S_{1}(f))$ と表し，$S_{1}^{2}(X, Y)$ は次のように定義する:

$S_{1}^{2}(X, Y)=\{j^{2}f(p)\in J^{2}(X, Y)|j^{1}f(p)$ は
$S_{1}(X,Y)’$

に横断

$j^{l}f(p)\in S_{1}(X,Y)$

rank d$(f|S_{1}(f))(p)=0$

的に交わる，$\}.$

もし $f:Xarrow Y$ がジェネリックならば，ある $p\in S_{1}(f)$ 中心の局所座標 $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ が存在

して，$p$ の近傍で $f$ は次のいずれかの形で書ける:

(1) $(x_{1}, \ldots, x_{n})\mapsto(x_{1},\sum_{j=2}^{n}\pm x_{j}^{2})$ ,

(2) $(x_{1}, \ldots, x_{n})\mapsto(x_{1},\sum_{j=3}^{n}\pm x_{j}^{2}+x_{1}x_{2}+x_{2}^{3})$ .

(1) のときは $p$ は折り目特異点であるといい，(2) のときは $p$ はカスプであるという．また各

紛 $(j=2, \ldots, n)$ の係数が全て正または負のときは定値折り目特異点と呼び，そうではない

とき不定値折り目特異点と呼ぶ．

ジェネリック写像は $C^{\infty}(X, Y)$ 内で稠密に存在することが知られている．また 4次元多様

体から 2次元多様体への滑らかな写像が特異点として，Morse特異点と不定値折り目特異点

しかもたないとき，broken Lefschetz fibration という [2, 3, 7, 22].

6. MAIN RESULTS

本稿では次のような混合多項式 $f(z)\overline{g}(z)$ の変形を考える．$f(z)$ と $g(z)$ は convenientな 2

変数複素擬斉次多項式で共通の分枝を持たず，原点が孤立特異点になると仮定する．

また $\mathbb{C}^{2}$ 上の $\mathbb{C}^{*}$-作用を次のように定義する:

coz $=(c^{q}z_{1}, c^{p}z_{2})$ , $c\in \mathbb{C}^{*},$ $gcd(p, q)=1.$

このとき $f(z)g(z)$ は $f(c\circ z)\overline{g}(c\circ z)=c^{pq(m-n)}f(z)\overline{g}(z)(m>n)$ をみたす．よって $f(z)\overline{g}(z)$

は polar かつ radial weighted homogeneous混合多項式である．

Remark 1. $\lambda(K_{f\overline{g}})=(-pqn+p+q)n$ となる [11].

$U$ は原点 $0$ の十分小さい近傍とする．最初に次のような $f(z)\overline{g}(z)$ の変形を考える:

$F_{t}(z)=f(z)\overline{g}(z)+th(z)$ ,

$h(z)=\{\begin{array}{ll}\gamma_{1}z_{1}^{p(m-n)}+\gamma_{2}z_{2}^{q(m-n)} ( g(z) は線形多項式ではない)z_{1}^{m}\overline{z}_{1}+z_{1}^{m-1}+\gamma z_{2}^{m-1} ( g(z) は線形多項式).\end{array}$

このとき瓦 (z) の特異点は次の性質を持つ :
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$\bullet$ $S_{j}(F_{t})$ の各連結成分は $S^{1}$ -作用の軌道になる，
$\bullet$ $F_{t}(S_{1}(F_{t}))$ は原点中心の円になる．

$\bullet$ $S_{2}(F_{t})=\{0\}$ または $\emptyset.$

さらに次の性質をみたす $h(z)$ の存在を示すことができる．

Theorem 3 ([12]). $U$ 内では $S_{1}(F_{t})$ の各点が不定値折り目特異点になり，原点 $0$ のリンク

$F_{t}^{-1}(0)\cap S_{\epsilon}^{3}$ が ($p(m-n),$ $q(m-n$ トーラスリンクになる $h(z)$ が存在する．

次に定理 3で得られた現 (z) の変形を考える:

$F_{t,s}(z):=f(z)_{\overline{9}}(z)+th(z)+sl(z)$ ,

ここで $\ell(z)=c_{1^{Z}1}+c_{2^{Z}2},$ $c_{1},$
$C2\in \mathbb{C}\backslash \{0\},$ $0<s<<t<<1$ とする．このとき $F_{t,0}=F_{t}$ と

なる．

Theorem 4([12]). $F_{t}(z)$ は定理 3の $f(z)\overline{g}(z)$ の変形とする．このとき $S_{1}(F_{t,s})$ の各点が不

定値折り目特異点になり，$S_{2}(F_{t,s})$ の各点が混合Morse特異点になる $\ell(z)$ が存在する．

ここで $w$ を混合多項式 $P(z,\overline{z})$ の孤立特異点，$c=P(w, w-)$ で $S_{w}^{2n-1}$ は $w$ 中心の球面と

する．もし絡み目 $P^{-1}(c)\cap S_{w}^{2n-1}$ が有向絡み目として複素 Morse特異点の絡み目とアイソ

トピックならば，$w$ を混合 Morse 特異点と呼ぶ．以下では定理 3, 4の証明の概略を述べる．

6.1. $S_{1}(F_{t,s})$ の特異点． $f$ を $\mathbb{R}^{n}$ から $\mathbb{R}^{2}$ への滑らかな写像とする．$p\in S_{1}(f)$ が折り目特異

点であることと $P$ が次の条件をみたすことは同値である [13]:

(1)

$j^{1}f:\mathbb{R}^{n}arrow J^{1}(\mathbb{R}^{n}, \mathbb{R}^{2})$

$p\mapsto j^{1}f(p)$

は $S_{1}(\mathbb{R}^{n}, \mathbb{R}^{2})=\{j^{1}f(p)\in J^{1}(\mathbb{R}^{n}, \mathbb{R}^{2})|$ rank $df_{p}=1\}$ に横断的に交わる，

(2) rank $d(f|S_{1}(f))(p)=1.$

上の条件 (1) を確認するため，混合多項式 $P(z,\overline{z})$ に対して次の行列 $H(P)$ を定義する:

$H(P):=(\}_{\frac{\partial z_{j}\partial z_{k}\partial^{2}P\partial^{2}P}{\partial\overline{z}_{j}\partial z_{k}}}^{\frac{}{}}\{ \}_{\frac{}{}}^{\frac{\partial^{2}P}{\partial z_{j}\partial\overline{z}_{k}\partial_{j}^{\partial^{2}P}\overline{z}\partial\overline{z}_{k}}}\{)$

Lemma 1. $w\in S_{1}(P)$ とする． $\det H(P)(w)\neq 0$ が成り立つならば，$w$ は条件 (1) をみ

たす．

$h(z)$ の係数 $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ を $S_{1}(F_{t})$ 上で $\det H(F_{t})\neq 0$ をみたすように選ぶことができ，現の原点

を除く特異点は全て条件 (1) をみたすことを示すことができる．

次に $F_{t}|_{S_{1}(F_{t})}$ の微分を計算する．$S_{1}(F_{t})$ の各連結成分は $S^{1}$ -作用の軌道なので，次のよう

に表すことができる:

$\{(e^{iq\theta}z_{1}, e^{ip\theta}z_{2})|0\leq\theta\leq 2\pi\}.$
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現は polar weighted homogeneous なので，

$F_{t}|_{S_{1}(F_{t})}=F_{t}(e^{iq\theta}z_{1}, e^{ip\theta}z_{2})$

$=e^{ipq(m-n)\theta}F_{t}(z_{1}, z_{2})$

をみたす．$S_{1}(F_{t})$ 上では瓦 $\neq 0$ になることを示すことができるので，$F_{t}|_{S_{1}(F_{t})}$ の微分は

$\frac{d}{d\theta}F_{t}|_{S_{1}(F\iota)}=ipq(m-n)e^{ipq(m-n)\theta}F_{t}(z_{1},z_{2})\neq 0$

となり条件 (2) が成り立つことが分かる．よって $S_{1}(F_{t})$ の各点は折り目特異点であることが

分かる．また $S_{1}(F_{t,0})$ が全て折り目特異点なので，$s$ を十分小さくとることで $S_{1}(F_{t,s})$ は上

の条件 (1), (2) をみたすことを確認することができる．

6.2. $S_{2}(F_{t,s})$ の特異点．$\ell kn(K)$ で絡み目 $K$ の連結成分の個数を表す．このとき次が成り

立つ．

$\ell kn(F_{t}^{-1}(0)\cap S_{\epsilon_{t}}^{3})=\ell kn(h^{-1}(0)\cap S_{\epsilon_{t}}^{3})$

$=m-n.$

ここで $S_{\epsilon_{t}}^{3}$ は原点中心の半径が十分小さい 3次元球面とする [19]. $F_{t}$ は polar weighted

homogeneous なので，$F_{t}^{-1}(O)$ は $S^{1}$ -作用の不変集合である．よって $F_{t}^{-1}(0)\cap S_{\epsilon_{t}}^{3}$ の各連結成

分は $(p, q)-$ トーラスノットにアイソトピックである．

$s\neq 0$ のとき，$S_{2}(F_{t,s})$ の点 $w$ で $\mathbb{R}^{4}$ と $\mathbb{R}^{2}$ の座標を変換すると $F_{t,s}$ は

$z_{1}^{2}-2z_{2}^{2}-2_{Z_{1}\overline{Z}2}+2z_{2}\overline{z}_{1}+\overline{z}_{2}^{2}.$

と表すことができる．このとき絡み目 $F_{t,s}^{-1}(F_{t,s}(w))\cap S_{w}^{3}$ は正のホップ リンクにアイソト

ピックである．
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