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Introduction. この原稿は平成 26年度「確率論シンポジウム」の講演
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に基づく。 幾つかの結果のアナウンスメントと、 背景を説明する。

上述の講演では無限次元干渉ブラウン運動を記述する Dirichlet形式の 「芯集合」 について議
論した。 無限次元干渉ブラウン運動を記述する Dirichlet 形式の研究は、 [13] に始まり、 その後
[26, 1, 24, 25] その他によって研究されてきた。 これらの、Dirichlet形式の定義域は、「芯集合」の

閉包として構成される。 それぞれの論文で芯集合がことなり、 その閉包として得られる Dirichlet
形式の定義域が一致するか否かはまだ分かっていなかった。 また、 これら以外にも、 ランダム行

列に関係する確率力学の構成方法として 1次元系に於いては、 時空間相関関数による代数的な方

法が有り、 そこにおける Dirichlet 形式の定義域は、「多項式」 というべき代数的には取り扱いや
すい、 従って、 かなり狭い集合 (これも芯と呼ぶ) の閉包を含む集合であった。今回の結果で、 こ

れらの芯集合の取り方によらず、 その閉包は常に同一であることをが示せた。

ランダム行列に関係する無限粒子系の確率力学には、確率解析的構成と代数的構成の 2つが存

在する。 [20] において緩やかな仮定の下で、無限次元確率微分方程式の強解の存在と、強一意性を
証明した。 今回の結果を [20] の結果と組み合わせると、 (芯集合の閉包の一致のみならず、 それら

を含む定義域を持つ) 準正則 Dirichlet形式の一意性がいえる。 その結果、 明らかに異なるこれら
2つの構成による確率力学が、 同一であることが証明された。

2つの種類の数学に橋を架けた結果、様々な事実が判明した。例えば、確率解析的構成を通じ
て、 伊藤の公式、 martingale 理論、 Dirichlet 形式理論など用いることが出来る。 その結果、 確率
解析を用いることで、相関関数の計算ではとても分からない、粒子の運動のパスレベルの定性的

性質が分かる。 そのような例の 1つが、 2次元以上或いは 1次元空間で反発力を持つ干渉ポテン

シャルの下で、粒子同士の非衝突を証明することである。 キャパシティの概念が関係するため、代

数的方法ではとても証明できることでは無い。逆に、 代数的構成を用いることで、無限次元の干

渉粒子系にもかかわらず、様々な平均量が時空間相関関数を用いて計算することが可能になった。

無論、 代数的構成は、 1次元系かつ逆温度 $\beta=2$ の対数ポテンシャルに限られており、確率解析的

方法のような適用範囲の広さはない。 一方、 確率解析的手法は非常に広範囲の対象に適用できる

ロバストな方法である。 今回の話は、地味で特別な話題と思われるかもしれないが、以上の結果

を導く上で、 なくてはならないものである。

Set up &主結果 :
$S$ を $\mathbb{R}^{d}$ の連結閉集合で境界が Lebesgue測度ゼロかつ $S$ は内点の閉包と一致するとする。 $S$ を

その配置空間とする。 $\mu$ を $S$ の確率測度、 つまり点過程とする。 $\mathbb{D}$ を $S$ の標準的 2次場とし

$\mathcal{E}^{\mu}(f, g)=\int_{S}\mathbb{D}[f, g]d\mu, \Vert f\Vert_{1}^{2}=\Vert f\Vert_{L^{2}(\mu)}^{2}+\mathcal{E}^{\mu}(f, f)$ .

$S$ の関数 $f$ が滑らかとは、 $f(s)=\check{f}(s_{1},$ . . $s=\sum_{i}\delta_{s_{i}}$ で定まる対称な関数 $\check{f}$ が、 滑らかである

こと、 また、 $f$ が局所的 (local) とは、 あるコンパクト集合 $K$ に対して $\sigma[\pi_{K}]$ 可測であることであ

る。 ただし $\pi_{K}(s)=s(\cdot\cap K)$ は $S$ の射影である。

$\mathcal{D}_{\infty}=$ { $f;f$ is local & smooth}

数理解析研究所講究録

第 1952巻 2015年 186-190 186



これを元にいくつかの芯集合を考える。

$\mathcal{D}_{\infty}^{\mu}=\{f\in \mathcal{D}_{\infty};\Vert f\Vert_{1}<\infty\}$

配置空間 $S$ の多項式の空間の元 $F$ は、 $\mathbb{R}^{\ell}$ の関数空間 $\mathcal{A}^{\ell}$ の和 $\mathcal{A}(\ell\in \mathbb{N})$ の元 $Q$ と $\mathbb{R}^{d}$ の関数空間
$\mathcal{B}$ の元 $\phi_{i}$ で次のように与えられる元である。

$F(s)=Q(\langle\phi_{1}, s\rangle, \ldots, \langle\phi_{\ell}, s\rangle)$

この $\mathcal{A}$ と $\mathcal{B}$ の選択によって様々な多項式が考えられる。 ここでは

$\mathcal{P}^{\mu}[\mathcal{A}, \mathcal{B}]=$ { $F\in \mathcal{D}_{\infty}^{\mu}$ ; $F$ is polynomial with $\mathcal{A}$ and $\mathcal{B}$ }.

と置き、 次の集合を考える。

$\bullet$
$\mathcal{P}_{1}:\mathcal{A}^{\ell}=\mathbb{R}^{\ell}$ の (普通の意味の) 多項式， $\mathcal{B}=C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$

$\bullet \mathcal{P}_{2}:\mathcal{A}^{\ell}=C_{b}^{\infty}(\mathbb{R}^{\ell})$ , $\mathcal{B}=C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$

論文 [13] では、 $\mathcal{D}$蕊が採用されている。 $\mathcal{P}_{1}$ は、代数的構成をしたときの多項式、 また、 $\mathcal{P}_{2}$ は [1, 26]
で使われた集合である。 以下を仮定する。

仮定 :
(A1) 相関関数は局所的に $L^{1+}.$

(A2) $(\mathcal{E}^{\mu}, \mathcal{D}_{\infty}^{\mu})$ は $L^{2}(\mu)$ で closable.

この時、 明らかに、

$\mathcal{P}_{1}, \mathcal{P}_{2}\subset \mathcal{D}_{\infty}^{\mu}.$

が成立する。 更に次の等式が成立する。

定理 1([19]) 条件 (A1) と (A2) のもとで、 これらの芯集合の閉包はすべて同じである。

$\overline{\mathcal{P}_{1}}=\overline{\mathcal{P}_{2}}$ $=\mathcal{D}$蕊

$\bullet$ [1, 13, 24, 25, 26] の Dirichlet 形式の定義域はそれぞれの上述の集合の閉包になっている。 従っ
て対応する拡散過程は同一である。 しかし、 ランダム行列関係の代数的構成にょる Dirichlet形式
の定義域は一般には tail の部分が非自明である可能性が有り、 そのため、 より大きな定義域にな
る可能性がある。 同様の可能性が定理 3で扱う場合も生じる。 これらが実は起こらないと言うこ

とを ISDEの解の一意性から示したのが次の結果である。
定理 2([19,22]) :[20]の rISDE の解の一意性定理」

$\grave{}$

が成り立つ状況では、これらの Dirichlet
形式の拡張になっている quasi-regular Dirichlet 形式はすべて同一であり、特に、 対応する確率カ
学はすべて同じである。

$\bullet$ 定理 2と $[23]_{\backslash }$ 更に [20] の「無限次元確率微分方程式 (ISDE) の解の一意性定理」 から従う。
$\bullet$ [9] で開発した一般論との組み合わせでも定理 2は証明できる。 時空間相関関数を計算した [23]
の手法とは異なる。 この方法は解析的で有り、 ロバストで広い範囲に適用できる。 しかし [23] の
手法は、 時間非一様な近似にも適用でき、 一方が一方を含むわけではない。

有界領域近似/有限粒子系近似 : 更に重要な応用をのべる。無限次元干渉ブラウン運動は有限
系の極限で得られるが、様々な近似がある中で、 特に有界領域の粒子系から領域を全空間に広げ
る操作で無限粒子系を構成することを有界領域近似と呼ぶ。 この有界領域近似には、従来、 2つの
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標準的な近似 (操作) が存在した。 2つの操作の違いは、有界領域で無限粒子系を考えるとき、粒
子が領域の境界に達したとき、 どのような境界条件で運動することにするか、 と言う差異である。

一般次元の干渉ブラウン運動の構成は Lang[11, 12] に始まる。 ここで無限粒子系を、 有界領
域の粒子系の極限として構成した。 なお、 この有界領域とは $S_{r}=\{|x|\leq r\}$ だが、 そこに任意有

限個の粒子を考えるので、 そういう意味で (任意有限個の粒子の運動の全体だから) 粒子が運動

する空間としての状態空間は、無限次元の空間になる。

Lang は、 Dirichlet 形式は扱わず、 SDE として領域 $S_{r}$ の境界で反射壁条件を満たすものを考
え、 その極限が収束することで、 全空間の無限粒子系の確率力学を ISDE の解として構成した。
Dirichlet形式としては、 Lang に対応する Dirichlet 形式 $(\mathcal{E}_{r},\hat{\mathcal{D}}_{r})$ は単調増大になる。 (domain が、
小さくなっていく)。 これは、 この有界領域を考えるとき、最も大きな Dirichlet形式の定義域 $\hat{\mathcal{D}}_{r}$

を考えたものである。

一方、 [13] に於いては、 これに加えて、 最も小さな Dirichlet形式の定義域 $\mathcal{D}_{r}$ を考えた。 この

場合、 Dirichlet形式 $(\mathcal{E}_{r}, \mathcal{D}_{r})$ は単調減少になる。 (domain が、 大きくなっていく)。 ここでは、境

界を一点化したもので、最も小さな定義域を考えたものである。

Lang [11, 12] は、 反射壁を考え、 また、 [13] では、 境界を 1点にするという境界条件を考え
た。 前者は最も大きな領域 (Dirichlet 形式の) を採用し、 後者は、 最も小さなものを採用してい

る。 ここで、 (有界領域の) 無限粒子系として考えた場合、粒子の空間は、

$S_{r}=\{|x|\leq r\}$

ではなく、

$\sum_{m=0}^{\infty}S_{r}^{m}$

であることに注意する。 $S_{r}$ の場合 (そこに 1つだけ粒子があるわけだが) 最も小さな定義域は典

型例として歴史的な論文 [2] であげられている。 上述の、 この小さい方の定義域は、 その無限粒子
系版である。

これら 2つの有界領域近似 (finite volume approximation) は、 前者は単調増大な Dirichlet 形
式の近似列、後者は単調減少の近似列となる。明らかに、極限は、後者が標準的なものと思え、上

述の 2つの定理の閉包と常に一致する。 しかし、 前者と後者の一致は、 実は、 極めて非自明な問

題で有り、 一般には成立しない。 従来、 この 2つの無限系の Dirichlet 形式、 従って確率力学の同
一性は、 未解決であった。 これに対して定理 2の系として、 以下の結果を得た。

定理 3([22]) : [20]の rISDE の解の一意性定理」が成り立つ状況では、有界領域近似に於いて、
これら 2種類の近似列から得られる 2つの確率力学は同じである。

注意 : $\bullet$ 定理 3では ISDEの解の一意性から、対応する準正則 Dirichlet形式の一意性を示し
た。 この手法は [25] による。 ある意味、「準正則 Dirichlet 形式の一意性」 より難しい rISDE の解
の一意性」 を経由して証明しているため、ISDEの解の一意性が分からない場合はこの結果を適用
できない。 そういう意味で 「本当」 の方法ではなく、別のより幾何的な方法があるかもしれない。

唯、 問題は tail の部分なので、位相的に性質が悪く、軟化作用素の類いを構成できないので、今
の所この方向は手詰まりである。

$\bullet$ [18] で Ginibre 干渉ブラウン運動の tagged粒子が劣拡散的な漸近挙動をすることを示した。 この

結果は 「商 Dirichlet 空間」 で、 極限の係数 (自己拡散行列) を表現することが、 1つの鍵になって

いる。 他の話題と、方向性は異なるが、 ここでも Dirichlet形式の扱いが重要な要素となっている。
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$\bullet$ 有界領域近似ではない、有限粒子系近似について、 [9] で一般論を構築した。更にそれを、 Dyson
モデルの (中心の位置をずらした) bulk極限に応用することで、 SDE gap という現象を発見した
[10]。その際も定理．1と定理 2の結果を使用している。 尚、 代数的な構成が可能な場合は、極限の
一致は [1-0] とは違った、 具体的な計算にょる手法で [23] で示されている。 この手法は、収束を時
空間相関関数の具体的計算に帰着させるため、 時間非一様な場合も扱えるという利点がある。 い

ずれにせよ定理 1の結果はこれらの結果を示す際に使用されている。
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