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1 はじめに

正定値対称行列のなす空間はリーマン対称空間あるいはジョルダン代数の例として古くか

ら幾何的，代数的に調べられ (例えば [9,11,16,32,38 その結果は統計科学，物理学，

凸最適化などの多くの分野にも広く応用されている．

この空間のリーマン幾何，さらに情報幾何 [1, 30, 2] やヘッセ幾何 [34] では，正定値対

称行列 $P$ に対して定義された次の関数 $\varphi(P)=-k$ logdet $P,$ $k>0$ が中心的な役割を果

たす．例えばその二階微分 (ヘッセ行列), 三階微分からリーマン計量，複数のアファイ

ン接続といった幾何学量 (概念) が定義され，代数的な構造と協調した豊かな結果を生み

出す．このように定義された幾何構造の大きな特徴のーつは，この空間に作用する自己同

型群，すなわち合同変換群に対する幾何構造の不変性である [32, 38]. この群不変性ある

いは空間の等質性は，多変量解析 [22] や半正定値計画 (Semi-Definite Program) [25, 39]

と呼ばれる数理計画などの応用分野でも活用され重要な働きを示す．この空間に関する特

に情報幾何を意識した応用研究として，例えば安定行列の構造 [27], 行列平均 [26], SDP

の計算複雑度と曲率の関係 [14], 準ニュートン法の更新公式の拡張 [13] をあげておく．

本稿では第一に，上記のような幾何学量の源，すなわちポテンシャルである関数 $\varphi$ の

変形を考え，そこから得られる情報幾何を考察する．ここで考えるのは $s>0$ で定義され

た滑らかな関数 $V(s)$ で決まる $\varphi^{(V)}=V(\det P)$ の形のポテンシャルである．われわれは

これを肱ポテンシャルと呼ぶことにする．上記の標準的な $\varphi=\varphi^{(-\log)}$ な場合との重要な

違いとして，一般の V-ポテンシャルから導かれる幾何構造は特殊線形群による合同変換

でのみ不変となる結果が得られる．

上のポテンシャル変形の応用として，本稿では第二に非ガウス型の多変量分布族の情

報幾何を考察する． $U$ をある実数区間上で正の導関数を持つ滑らかな凸関数として固定

し，正定値対称行列 $P$ で指定される次のような形の密度関数

$f(x, P)=u(- \frac{1}{2}x^{T}Px-c_{U}(\det P u(s)=\frac{dU(s)}{ds},$

を考え，ぴモデル [4, 23] とよぶ．．ただし， $c_{U}(\det P)$ は正規化定数である．この非指数型
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の密度関数をもつ U-モデルに対して，KL ダイバージエンスの対応物としてぴダイバー

ジエンス [4, 23] が定義でき，この U-モデル上にも自然な情報幾何が導入される．

各密度関数 $f$ は $P$で指定されているので，このように定められた幾何は正定値対称行

列上の情報幾何とも見なすことができる．そこで，この幾何と先に述べた V-ポテンシャ

ルが定める情報幾何との対応関係を調べる．

なお，このような一般化ガウス分布とも呼ばれる確率分布に関わる統計科学や統計力

学への応用進展は，[10, 3, 24, 36] も参照されたい．

本稿の構成は以下の通りである :2節で情報幾何及び統計多様体に関して，必要な事

柄をまとめる．3節で V-ポテンシャルから求まるリーマン計量とその正定値性の条件を導

く．4節では双対接続を計算し，3節と合わせて得られた情報幾何構造が一般には特殊線

形群の合同変換のみで不変であることを見る．ただし，べき型ポテンシャルの場合は，統

計的な推論で基本的な性質は一般化線形群での合同変換でも不変となる．5節で，V-ポテ

ンシャルが定める情報幾何について議論する．特に行列式の値が一定である超曲面が定曲

率性などの良い性質を持ち，この超曲面に関して拡張された形のダイバージエンス分解定

理が成立することを示す．6節では，U-ダイバージエシスから U-モデルを通して正定値

対称行列空間に導入された情報幾何と V-ポテンシャルから定められた情報幾何の対応関

係を与える．7節で，特に q-ガウス分布族 [24, 36] の情報幾何を定義するために $V$ を計算

し，この分布族の情報幾何構造が 4節の意味で一般化線形群でも不変であることを見る．

なお，本稿は既発表論文 [28, 29] の概説であり，詳細や証明についてはこれらを参照

されたい．

2 準備 情報幾何と統計多様体

ここでは，情報幾何 [2] (あるいはヘッセ幾何 [34]) に現れる統計多様体 [20, 18, 19] の双

対的な幾何構造に関する基本的な結果を，本稿で用いる事柄に限定して簡単にまとめる．

多様体 $\mathcal{M}$ 上のベクトル場全体を $\mathcal{X}(\mathcal{M})$ と表す． $\mathcal{M}$ で定義された擬れのないアファイ

ン接続 $\nabla$ と (擬) リーマン計量 $g$ の組 $(\mathcal{M}, \nabla, g)$ が統計 (あるいは Codazzi) 多様体とは，

振れのない別のアファイン接続 $\nabla^{*}$ が存在し次の関係

$Xg(Y, Z)=g(\nabla_{X}Y, Z)+g(Y, \nabla_{X}^{*}Z)$ (1)

が任意の $X,$ $Y,$ $Z\in \mathcal{X}(\mathcal{M})$ で成り立つことである．このとき， $\nabla$ と $\nabla^{*}$ は $g$ に関して互い

に双対であるといい， $(g, \nabla, \nabla^{*})$ を $\mathcal{M}$ 上の双対構造と呼ぶ．

ある実定数 $k$ に対し統計多様体 $(\mathcal{M}, \nabla, g)$ が定曲率 $k$であるとは， $\nabla$ の曲率テンソル $R$
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が

$R(X, Y)Z=k\{g(Y, Z)X-g(X, Z)Y\}.$

を満たすことである． $k=0$ のとき，定曲率統計多様体は平坦というが，このとき自動的

に $\nabla^{*}$ の曲率テンソル $R^{*}$ もゼロになるので双対平坦とも呼ぶ [2].

ある実定数 $\alpha$ に対し二つの統計多様体 $(\mathcal{M}, \nabla, g)$ と $(\mathcal{M}, \nabla’, g’)$ が $\alpha$ -共形同値とは， $\mathcal{M}$

上の関数 $\phi$が存在し次の関係が成り立っことである :

$g’(X, Y) = e^{\phi}g(X, Y)$

$g( \nabla_{X}’Y, Z) = g(\nabla_{X}Y, Z)-\frac{1+\alpha}{2}d\phi(Z)g(X, Y)$

$+ \frac{1-\alpha}{2}\{d\phi(X)g(Y, Z)+d\phi(Y)g(X, Z$

$(\mathcal{M}, \nabla, g)$ と $(\mathcal{M}, \nabla_{\rangle}’g’)$ が $\alpha$-共形同値であることと $(\mathcal{M}, \nabla^{*}, g)$ と $(\mathcal{M}, \nabla^{;*}, g’)$ が $-\alpha$-共形

同値であることは必要十分である [19]. 統計多様体 $(\mathcal{M}, \nabla, g)$ は，それがある平坦な別の

統計多様体に $\alpha$-共形同値なとき， $\alpha$ -共形平坦と呼ばれる．

$\{x^{1}, . . . , x^{n}\}$ を $R^{n}$ のある基底ベクトルに関するアファイン座標系とし， $\nabla$ をその標準

的なアファイン接続，すなわち $\nabla_{\partial/\partial x^{i}}\partial/\partial x^{j}=0$ を満たすものとする．ある領域 $\Omega\subset R^{n}$

上の関数 $\varphi$ のヘッセ行列から定まる対称テンソル $g^{(\varphi)}= \sum(\partial^{2}\varphi/\partial x^{i}\partial x^{j})dx^{i}dx^{j}$ が非退化

なとき， $g^{(\varphi)}$ を (擬) リーマン計量， $\nabla$ をアファイン接続と見なして $(\Omega, \nabla,g^{(\varphi)})$ をヘッ

セ領域と呼ぶ．ヘッセ領域 $(\Omega, \nabla, g^{(\varphi)})$ は平坦な統計多様体であり，逆に平坦統計多様体

は局所的にヘッセ領域でもある [2, 34].

$R^{n}$ の元 $x$ とその双対空間 $R_{n}^{*}$ の元 $y^{*}$ に対しそれらのペアリングを $\langle y^{*},$ $x\rangle$ と記し， $X\in$

$T_{p}\Omega$ と $X\in R^{n}$ を同一視することで，p $\in\Omega$での勾配写像 $grad\varphi$ を $\langle grad\varphi,$ $X$ } $=d\varphi(X)$ と

定める． $g^{(\varphi)}$ は非退化なので， $p=(x^{1}, \cdots, x^{n})$ での勾配写像は，双対座標系 $\{x_{1}^{*}, \cdots, x_{n}^{*}\}$

で

gradg : $x\mapsto x^{*}=(x_{1}^{*}, \cdots, x_{n}^{*})$ , $x_{i}^{*}=\partial\varphi/\partial x^{i}$

と表され，局所的に可逆である．よって，共役関数 $\varphi^{*}$

$\varphi^{*}(x^{*})rightarrow-\langle x^{*}, (grad\varphi)^{-1}(x^{*})\rangle-\varphi((grad\varphi)^{-1}(x^{*}))$ .

を局所的に定義できる． $(x, \varphi)$ から $(x^{*}, \varphi^{*})$ への写像をルジャンド) $\triangleright$ (Legendre) 変換と

いう．また， $\varphi$ と $\varphi^{*}$ はポテンシャルと呼ばれる． $\{x_{1}^{*}, \cdots, x_{n}^{*}\}$ を $\Omega$ の別な座標と見なす

と，ヘツセ領域 $(\Omega, \nabla, g^{(\varphi)})$ に対し， $\nabla$ の双対接続 $*\nabla$
$(\varphi$$)$ は $\{x_{1}^{*}, \cdots, x_{n}^{*}\}$ の平坦接続とし

て特徴付けられる．さらに， $g^{(\varphi)}= \sum(\partial^{2}\varphi^{*}/\partial x-\partial_{X}i)dx-dx_{J}^{*}$ は局所的に $g^{(\varphi\rangle}$ に一致し，
$(\Omega, *\nabla^{(\varphi)}, g^{(\varphi)}=g^{(\varphi^{*})})i)$ (局所的に) ヘッセ領域である [2].

71



$\varphi$ の共役関数 $\varphi^{*}$ が $\Omega$ で大域的に定義できるとき， $(\Omega, \nabla, g^{(\varphi)})$ の標準的ダイバージエ

ンス $D^{(\varphi)}$

$D^{(\varphi)}(p, q)=\varphi(x(p))+\varphi^{*}(x^{*}(q))-\langle x^{*}(q) , x(p)\rangle$

が二点 $p,$ $q\in\Omega$ に対して得られる．ここで， $x()$ と $x^{*}$ はそれぞれ点．の $x$-座標， $x^{*}$-座

標を表す． $g^{(\varphi)}$ が正定値で $\Omega$ が凸ならば

$i)D^{(\varphi)}(p, q)\geq 0,$ $ii)D^{(\varphi)}(p, q)=0\Leftrightarrow p=q$ (2)

である．なぜなら $\sup_{p\in\Omega}\{\langle x^{*}(q), x(p)\rangle-\varphi(x(p))\}$ の最大値 $\varphi^{*}(x^{*}(q))$ は， $x(p)=(grad\varphi)^{-1}(x^{*}(q))$

で達成されるからである．

逆に任意の二点 $p,$ $q\in \mathcal{M}$ に対し (2) の二条件を満たす関数 $D:\mathcal{M}\cross \mathcal{M}arrow R$から半

正定値な計量 $g^{(D)}$ と二つのアファイン接続 $\nabla^{(D)},$ $*\nabla^{(D)}$

$g^{(D)}(X, Y)=-D(X|Y)$ ,

$g^{(D)}(\nabla_{X}^{(D)}Y, Z)=-D(XY|Z)$ , $g^{(D)}(^{*}\nabla_{X}^{(D)}Y, Z)=-D(Z|XY)$ , (3)

を $X,$ $Y,$ $Z\in \mathcal{X}(\mathcal{M})$ に対して定める．ただし，右辺の記号は $X_{i},$ $Y_{j}\in \mathcal{X}(\mathcal{M})$ に対して

$D(X_{1}\cdots X_{n}|Y_{1}\cdots Y_{m})(p)=(X_{1})_{p}\cdots(X_{n})_{p}(Y_{1})_{q}\cdots(Y_{m})_{q}D(p, q)\}_{p=q}$

を意味する．もし $g^{(D)}$ が正定値ならば， $D$ は $\mathcal{M}$ 上のダイバージエンスまたはコントラス

ト関数と呼ばれる．次の結果は 6節で用いられる :

Proposition 1 ([4, 2]) $D$が $\mathcal{M}$ 上のダイバージエンスならば， $(\mathcal{M}, \nabla^{(D)}, g^{(D)})$ は統計多

様体で，その双対接続は $*\nabla$ (D) である．

3 V-ポテンシヤルとリーマン計量

$n\cross n$の実対称行列の空間 $Sym(n, R)$ を考え， $X,$ $Y\in Sym(n, R)$ に対する内積を $(X|Y)=$

$tr(XY)$ とする．双対空間 $Sym(n, R)^{*}$ の元 $Y^{*}$ を同じ記号を用いて $Sym(n, R)$ の元 $Y^{*}$ で

$\langle Y^{*},$ $X\rangle=(Y^{*}|X)$ により同一視する． $\{E_{1}, \cdots, E_{n(n+1)/2}\}$ を $Sym(n, R)$ の基底行列とし，

この基底行列に関するアファイン座標系を $\{x^{1}, \cdots, x^{n(n+1)/2}\}$ , 標準的な平坦アファイン

接続を $\nabla$ とする． $PD(n, R)$ で $n\cross n$正定値対称行列の集合がなす凸錐を表す．

$\mathcal{X}(PD(n, R))$ と $T_{P}PD(n, R)$ で，それぞれ $PD(n, R)$ 上の接ベクトル場全体， $P\in$

$PD(n, R)$ での接ベクトル空間を表す．瓦と自然基底 $(\partial/\partial x^{i})_{P}$ を同一視することで，接

ベクトル $X_{P}\in T_{P}PD(n, R)$ を $X\in Sym(n, R)$ と表す．同様に， $Sym(n, R)$ に値を持つ
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$PD(n, R)$ 上の滑らかな関数 $X$ は， $E_{i}$ を定数関数と見なして $\partial/\partial x^{i}$ と同一視することで，

$X\in \mathcal{X}(PD(n, R))$ と考えることができる．

$\tau_{G}$ で $G$ による合同変換，すなわち，$\tau_{G}X=GXG^{T}$ を表すことにする． $\tau_{G}$ の微分を $\tau_{G*}$

と表す． $G$が正則なら， $\tau_{G}$ は $PD(n, R)$ に推移的に作用する自己同型群の元である．

3節と 4節で，あるクラスのポテンシャル関数からヘッセ領域として導入される $PD(n, R)$

上の双対平坦構造について考える．

Definition 1 $V(s)$ を正実数 $s>0$ 上の滑らかな関数とする．次のように定義される

$PD(n, R)$ 上の関数

$\varphi^{(V)}(P)=V(\det P)$ (4)

を V-ポテンシャルと呼ぶ．

$s>0$ 上の関数 $v_{i}(s)$ , $i=1$ , 2, 3を

$\nu_{i}(s)=\frac{d\nu_{i-1}(s)}{ds}s,$ $\dot{\iota}=1$ , 2, 3, ただし $\nu_{0}(s)=V(s)$

と定義し，以降 $V(s)$ は次の二つの条件を満たすと仮定する :

$i$ ) $\nu_{1}(s)<0$ $(\mathcal{S}>0)$ , $ii)\beta^{(V)}(s)=\frac{\nu_{2}(s)}{\nu_{1}(s)}<\frac{1}{n}$ $(s>0)$ . (5)

この 2条件は， $\varphi^{(V)}(P)$ のヘッセ行列が $PD(n, R)$ で正定値であるための必要十分条件と

なることが示される．最初の条件 $v_{1}(s)<0(s>0)$ から， $V(s)$ は $s>0$ で単調減少である．

(5) を満たす $V(s)$ の重要な例は， $-\log s$ や $c_{1}+c_{2}s^{\beta}$ (ただし，実定数 $c_{1},$ $c_{2},$
$\beta$ は $c_{2}\beta<0$

と $\beta<1/n$ を満たす) である．また別な例 $V(s)=c\log(cs+1)-\log s$ $($ただし $0\leq c<1)$

は，ダイバージェンスの観点から準ニュートン法の更新則を導出する際に現れる [13].

行列式の微分に関する関係式 graddetP $=(\det P)P^{-1}$ を用いて，勾配写像 $grad\varphi^{(V)}$

と 1形式 $d\varphi^{(V)}$ がそれぞれ次のように求まる :

$grad\varphi^{(V)}$ : $P\mapsto P^{*}=\nu_{1}\langle\det P)P^{-1}$ , (6)

$d\varphi^{(V)}$ : $X\mapsto d\varphi^{(V)}(X)=\nu_{1}(\det P)tr(P^{-1}X)$ . (7)

また $P\in PD(n, R)$ でポテンシャル $\varphi^{(V)}$ のヘッセ行列が定めるリーマン計量 $g_{P}^{(V)}$ は次の

ようになる :

$g_{P}^{(V)}(X, Y)$ $=$ $d(d\varphi^{(V)}(X))(Y)$

$= -\nu_{1}(\det P)tr(P^{-1}XP^{-1}Y)+\nu_{2}(\det P)tr(P^{-1}X)tr(P^{rightarrow1}Y)$ .
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Theorem 1 $g^{(V)}$が $PD(n, R)$ で正定値である必要十分条件は (5)が成立することである．

(証明は [29] を参照)

Remark 1 $g^{(V)}$ は $SL(n, R)$ ,不変，すなわち任意の $G\in SL(n, R)$ に対して，$g_{P}^{(V)}(X’, Y’)=$

gP(V)(X, Y) $(ただし，P’=\tau_{G}P, X’=\tau_{G*}X, Y’=\tau_{G*}Y)$ が成り立つ．

$\varphi^{(V)}$ の共役関数 $\varphi^{(V)*}$ は

$\varphi^{(V)*}(P^{*})=\sup_{P}\{\langle P^{*}, P\rangle-\varphi^{(V)}(P)\}$ (8)

である．極値条件

$P^{*}=grad\varphi^{(V)}(P)=\nu_{1}(\det P)P^{-1}$

と $g^{(V)}$ の正定値性より $grad\varphi^{(V)}$ が可逆となるので， $\varphi^{(V)*}$ は $P$ を用いて次のように表せる :

$\varphi^{(V)*}\langle P^{*})=n\nu_{1}(\det P)-\varphi^{(V)}(P)$ (9)

したがって， $(PD(n, R), \nabla, g^{(V)})$ の正準ダイバージェンス $D^{(V)}$ は次のようになる :

$D^{(V)}(P, Q) = \varphi^{(V)}(P)+\varphi^{(V)*}(Q^{*})-\langle Q^{*}, P\rangle$

$= V(\det P)-V(\det Q)+\langle Q^{*}, Q-P\rangle$ . (10)

4 V-ポテンシャルから導かれる双対接続

$\nabla$ を $Sym(n, R)$ の正準な平坦接続とする． $g^{(V)}$ をリーマン計量とする $PD(n, R)$ の双対

平坦構造を見るために 2節で与えた双対接続 $*\nabla$
(v) を求める．

次式を満たす $PD(n, R)$ 上の滑らかな曲線 $\gamma=\{P_{t}|-\epsilon<t<\epsilon\}$ を考える :

$(P_{t})_{t=0}=P \in PD(n, R) , (\frac{dP_{t}}{dt})_{t=0}=X\in T_{P}PD(n, R)$ .

Lemma 1勾配写像の微分 $grad\varphi^{(V)}$ は次式で与えられる :

$(grsd\varphi^{(V)})_{*}:X\mapsto\nu_{2}(\det P)tr(P^{-1}X)P^{-1}-\nu_{1}(\det P)P^{-1}XP^{-1}.$

Proof) ルジャンドル変換 $P_{t}^{*}=grad\varphi^{(V)}(P_{t})$ を曲線 $\gamma$ に沿って微分すると

$\frac{dP_{t}^{*}}{dt} = \frac{d\nu_{1}(\det P_{t})}{dt}P_{t}^{-1}-\nu_{1}(\detP_{t})P_{t}^{-1}\frac{dP_{t}}{dt}P_{t}^{-1}$

$= \nu_{1}’(\det P_{t})\frac{d\det P_{t}}{dt}P_{t}^{-1}-v_{1}(\det P_{t})P_{t}^{-1}\frac{dP_{t}}{dt}P_{t}^{-1}$

$= \nu_{1}’(\det P_{t})\det P_{t}tr(P_{t}^{-1}\frac{dP_{t}}{dt})P_{t}^{-1}-\nu_{1}(\det P_{t})P_{t}^{-1}\frac{dP_{t}}{dt}P_{t}^{-1},$

ただし $\nu_{1}’=d\nu_{1}/ds$ . 両辺に $t=0$を代入すると題意が従う．口
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Theorem 2 $\pi_{t}$ を接続 $*\nabla^{(V)}$ の平行移動作用素とする．接ベクトル $Y(=\pi_{0}(Y))\in$

$T_{P}PD(n, R)$ の曲線 $\gamma$ に沿った平行移動 $\pi_{t}(Y)$ は次式を満たす :

$( \frac{d\pi_{t}(Y)}{dt})_{t=0}=XP^{-1}Y+YP^{-1}X+\Phi(X, Y, P)+\Phi^{\perp}(X,Y, P)$ ,

ただし

$\Phi(X, Y, P) = \frac{\nu_{2}(s)tr(P^{-1}X)}{\nu_{1}(s)}Y+\frac{v_{2}(s)tr(P^{-1}Y)}{\nu_{1}(s)}X$ , (11)

$\Phi^{\perp}(X, Y, P) = \rho P$, (12)

$\rho=\frac{\{\nu_{3}(s)\nu_{1}(s)-2v_{2}^{2}(s)\}tr(P^{-1}X)tr(P^{-1}Y)+\nu_{2}(s)\nu_{1}(s)tr(P^{-1}XP^{-1}Y)}{\nu_{1}(s)\{\nu_{1}(s)-n\nu_{2}(s)\}}$

で， $s=\det P$ である．

(証明は [29] を参照)

Remark 2 $\rho$ の分母 $\nu_{1}(s)\{v_{1}(s)-n\nu_{2}(s)\}$ は，(5)の仮定より常に正である．

Corollary 13節の最初に述べた同一視で，瓦を接ベクトル場の自然基底 $\partial/\partial x^{i}$ を表す

ことにすると，双対接続 $*\nabla^{(V)}$ の $P$ での共変微分は以下のように表される :

$( \nabla_{\frac{(V\partial}{\partial x}\tau}\frac{\partial}{\partial x^{j}})_{P}=-E_{i}P^{-1}E_{j}-E_{j}P^{-1}E_{i}-\Phi(E_{i}, E_{j}, P)-\Phi^{\perp}(E_{i}, E_{j}, F)$ ,

Proof) Theorem 2と共変微分の定義，すなわち

$(* \nabla_{\frac{(V)\partial}{\partial x^{l}}}\frac{\partial}{\partial x^{j}})_{P}=(\frac{d\pi_{-t}((\partial/\partial x^{j})_{P_{t}})}{dt})_{t=0}, P_{t}\in PD(n, R) , P=P_{0}.$

から得られる．口

Remark 3系 1から，双対接続 $*\nabla^{(V)}$ は一般に $SL(n, R)$ -不変，すなゎち任意の $G\in$

$SL(n, R)$ に対して

$知_{}*(\nabla_{X}Y)_{P}=(\nabla_{X’}Y’)_{P’}, \tau_{G*}(^{*}\nabla_{X}^{(V)}Y)_{P}=(^{*}\nabla_{X}^{(V)}Y’)_{P’}$

が成立する $(\nabla は GL(n, R)-$不変 $)$ ただし $P’=\tau_{G}P,X’=\tau_{G*}X,$ $Y’=\tau_{G*}Y$ である．

しかし， $V(s)=c_{1}+c_{2}s^{\beta}(c_{1}, c_{2}, \beta は実定数)$ で定まるべき型ポテンシャル $\varphi^{(V)}$ から導

かれる $*\nabla^{(V)}$ は $GL(n, R)$ -不変となる．加えてこのとき， $g^{(V)}$ 自身は $GL(n, R)$ -不変では

ないが， $g^{(V)}$ に関する 値交性”は $GL(n, R)$ -不変となることに注意しょう．したがって，

様々な応用で非常に重要となるダイバージェンスに関するピタゴラスの定理や $\nabla$ -射影と
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$*\nabla^{(V)}$ -射影の概念 [1, 2]はべき型ポテンシャルに関しては $GL(n, R)$ -不変である．逆に，こ

の意味の $GL(n, R)$ -不変性があるのは，-klogs, $k>0$ を除いてべき型ポテンシャルのみ

である [28]

次のような正規化 $=0,$ $\nu_{1}(1)=-1$ , すなわち $V(s)=(1-s^{\beta})/\beta$ を施したべ

き型ポテンシャノレ $\varphi^{(V)}$ を特に $\beta$ ポテンシャルと呼ぶ．この場合， $\nu_{1}(s)=-s^{\beta},$ $\nu_{2}(s)=$

$-\beta s^{\beta},$ $\nu_{3}(s)=-\beta^{2}s^{\beta},$ $\beta^{(V)}(s)=\beta$ となる．特に $\betaarrow 0$ とすると $V(s)=-\log s$ となり，

対数特性関数 $\varphi^{(-\log)}(P)=-\log\det P$ から導かれる $PD(n, R)$ 上の標準的な双対平坦構

造 [30]が回復される．べき型のポテンシャルに関する詳細な議論は [7] も参照されたい．

5 行列式が一定値の超曲面

正定数 $k$ に対して $V(s)=-k\log s$ としたとき，対応する V-ポテンシャルから定義され

る双対幾何構造は様々な意味で標準的 [2, 30] で，特に $G\in GL(n, R)$ の自己同型群 $\tau_{G}$ の

作用に対し不変であった．一方，前節の議論で (5) を満たす一般的な $V(s)$ に対しては，

$PD(n, R)$ の双対幾何構造 $(g^{(V)}, \nabla, *\nabla^{(V)})$ は，この性質は失われ $G\in SL(n, R)$ なる $\tau_{G}$ の

作用に対してのみ不変であった．

ここでは，V-ポテンシャルの定める $SL(n, R)$-不変な双対幾何に関する結果の内，興

味深いと思われるものをいくつか紹介する．証明やその他の結果については [29] を参照さ

れたい．

5.1 葉層構造

実パラメータ $s>0$ で指定される超曲面 $\mathcal{L}_{s}$ を定義し， $PD(n, R)$ の葉層構造を考える:

$PD(n, R)=\bigcup_{s>0}\mathcal{L}_{s}, \mathcal{L}_{s}=\{P|P>0, \det P=s\}.$

$\mathcal{L}_{s}$ の $P$での接ベクトル空間は

$T_{P}\mathcal{L}_{s}=\{X|tr(P^{-1}X)=0, X=X^{T}\}=\{P^{1/2}YP^{1/2}|trY=0, Y=Y^{T}\}.$

のようになる．また原点から伸びる $P\in PD(n, R)$ を通る半直線を $\mathcal{R}_{P}=\{Q|Q=\lambda P,$ $0<$

$\lambda\in R\}$ と表すと

$PD(n, R)=\bigcup_{P\in \mathcal{L}_{s}}\mathcal{R}_{P}.$

である (Figure 1参照).

Proposition 2 [29] $P\in \mathcal{L}_{s}$ とする．(5)を満たす任意の $V$ に対し， $\mathcal{L}_{8}$ と $\mathcal{R}_{P}$ は $P$で $g^{(V)}$

に関して直交する．
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Figure 1: $PD(n, R)$ の葉層構造

5.2 部分統計多様体 $\mathcal{L}_{s}$ の幾何

次に， $PD(n, R)$ の双対平坦構造 $(g^{()}V, \nabla, *\nabla^{(V)})$ が超曲面 $\mathcal{L}_{s}$ に誘導するリーマン計量を

$\tilde{g}^{(V)}$ , 互いに双対な接続を $\tilde{\nabla},$

$*\tilde{\nabla}^{(V)}$ と表し，統計多様体 $(\mathcal{L}_{s},\tilde{\nabla},\tilde{g}^{(V)})$ の幾何を考察する．

$V$ に依存する $g^{(V)}\star$ と $*\tilde{\nabla}^{(V)}$

は，次のように計算される [29] :

$\overline{g}^{(V)}=-v_{1}(s)\tilde{g}^{(-\log)}, *\tilde{\nabla}^{(V)}=*\tilde{\nabla}^{(-\log)}$

このように $\tilde{g}^{(V)}$ に関する $\tilde{\nabla}$ の双対接続 $*\nabla$5(V) は，実は $\mathcal{L}_{s}$ 上では $V$ の選び方によらず共

通となるので，以後これを単に $\tilde{\nabla}^{*}$ と表す．

さて，統計多様体 $(\mathcal{L}_{s},\tilde{\nabla},\tilde{g}^{(V)})$ は以下のような幾何構造をもつ ;

Theorem 3 [29]

i) 統計多様体 $(\mathcal{L}_{s}, \tilde{\nabla}, \tilde{g}^{(V)})$ は $\pm 1$ -共形平坦である．

ii) 統計多様体 $(\mathcal{L}_{s}, \hat{\nabla}, \tilde{g}^{(V)})$ は負の定曲率 $k_{s}=1/(\nu_{1}(s)n)$ である．

情報幾何では，双対平坦な多様体においてピタゴラスの定理が成立することはよく知

られている．この拡張として，定曲率な統計多様体での ‘ゼタゴラスの定理 “ [19] と 1-共

形平坦な統計部分多様体への射影に関する結果 [37] がある．

Theorem 3により，この二つを統合することができて $\mathcal{L}_{s}$ に関して次のようなダイバー

ジェンスの分解に関する結果が得られる :
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Proposition 3 [29] $P\in PD(n, R)$ で $R,$ $S\in \mathcal{L}_{s}$ とする． $\mathcal{L}$。と $\mathcal{R}_{P}$ の交点を $Q$ とすると

き， $Q$ と $R$ を結ぶ $\tilde{\nabla}$測地線 $\tilde{\gamma}$ と $R$ と $S$ を結ぶ $\tilde{\nabla}^{*}$ -測地線 $\gamma\sim*$ が $R$ で $\tilde{g}^{(V)}$ に関して直交す

るならば (Figure 2参照), 次の関係式が成立する :

$D^{(V)}(P, S)=D^{(V)}(P, R)+\kappa D^{(V)}(R, S) , \kappa=\lambda\{1-k_{s}D^{(V)}(Q, R$ (13)

ただし $\lambda>0$ は $Q=\lambda P$ で定義される定数である．

Figure 2: Proposition 3の状況下でのダイバージェンスの分解

$F=Q$ とした時と $Q=R$ とした時が，それぞれ [19] の [37] の一般的な結果に対応する．

Remark 4 $i$) $k_{s}<0$ であるので右辺の二項は常に非負である．したがって，もし $\mathcal{L}_{s}$ の

中に $\tilde{\nabla}^{*}$ -自己平行な部分多様体 $\mathcal{N}$ を考えたとき， $P$ から $\mathcal{N}$ へのダイバージェンス $D^{(V)}$

を最小とする点 $\hat{P}\in \mathcal{N}$ は， $P$ と $\hat{P}$ を結ぶ $\nabla$ -測地線の $\hat{P}$ での接ベクトルと $T_{\hat{P}}\mathcal{N}$ の直交

性という局所的な最適性条件から唯一に定まる．

ii) $D^{(V)}$ に関する Proposition 3と双対な結果も成り立つ．

6 $U-$モデル上の双対幾何と正定値対称行列

本節では，非指数型分布も含むあるクラスの多変量統計モデルとその双対平坦構造を考

え，V-ポテンシャルが誘導する正定値対称行列の双対平坦構造との対応関係を導く．

指数型分布族における統計的推論においては，KL (Kullback-Leibler) ダイバージェ

ンスに基礎を置く最尤推定の理論が整備されている．有効性などの最尤法の理論的な利点
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を保ちながら推定結果のロバスト性を改良する方法として，一般化されたダイバージェン

スの最小化によるロバスト推定法が，パターン認識，機械学習，主成分分析などの分野で

提案されている [4, 6, 21, 12, 35, 23]. そのような代表的な例として，二つの確率密度関数

$f,$ $g$ に対し $\beta$ -ダイバージェンス

$D_{\beta}(f, g)= \int\frac{g(x)^{\beta+1}-f(x)^{\beta+1}}{\beta+1}-\frac{f(x)\{g(x)^{\beta}-f(x)^{\beta}\}}{\beta}dx$ (14)

が知られている． $\beta-$ダイバージェンスは $\beta$ が $0$ に近づいたとき，KL ダイバージェンスに

漸近する一方， $\beta$ が 1に近づくと，$L^{2}$-距離の自乗に漸近することが分かる．したがって，
$\beta$ が $0$ に近づくと有効性が増す一方， $\beta$ が 1に近づくとロバスト性が増加する [33, 5]. こ

の意味で，有効性とロバスト性のトレードオフとして $0$ と 1の問で適当な $\beta$ を調整するこ

とができる． $\beta-$ダイバージェンスは Tsallis エントロピー [36] に関係している．

このようなダイバージェンスの例をより一般化して考えてみょう

Definition 2[4] $R$ またはそのある半無限区間を考える．そこで定義された関数 $U(s)$ を

正の導関数 $u(s)=U’(s)$ をもつ凸関数， $\xi$ を $u$ の逆関数とする． $R^{n}$ で定義された $f(x)$ と

$g(x)$ に対し，次の積分

$D_{U}(f, g)= \int U(\xi(g))-U(\xi(f))-[\xi(g)-\xi(f)]fdx$

が存在して収束するとき，これを U-ダイバージエンスと呼ぶ．

$\xi_{f}=\xi(f)$ , $\xi_{g}=\xi(g)$ とおいたとき被積分関数 $U(\xi_{9})-[U(\xi_{f})+u(\xi_{f})(\xi_{g}-\xi_{f})]$ が凸関

数とその支持超平面の差になるので，常に $D_{U}\langle f,$
$g$ ) $\geq 0$ であり， $D_{U}\langle f,$ $g$ ) $=0$ となるのは

$f=g$ の時に限ることがわかる．U-ダイバージェンスは Bregman ダイバージェンスの双

対的な表現と見なせる [31] が，この表現の方が Bregmanダイバージェンスに比べて経験

データに基づく統計的推論において有用な表現であることが知られている [4, 23]. また，

$U(s)= \frac{1}{\beta+1}(1+\beta s)^{(\beta+1)/\beta},$ $s>-1/\beta$ , とおけば，対応する U-ダイバージェンスは (14) で

定義した $\beta-$ダイバージェンスである．

ある多様体 $\mathcal{M}$ の元によってパラメトライズされた関数の族に対して，その関数族の

上で定義された U-ダイバージェンスを考えれば，それを $\mathcal{M}$ 上で定義されたダイバージェ

ンスと見なせるので命題 1を通して $\mathcal{M}$ に双対平坦構造を誘導できる．

ここでは， $P\in PD(n, R)$ で指定されるある多変量確率分布関数の族を考える．この

族は $U*$ダイバージェンスが誘導する双対幾何構造に対して自然な統計モデルとなってぃ

る [4].

Definition $3[4]U$ と $u$ を Definition2で与えられた関数とする．次のような密度関数

$\mathcal{M}_{U}=\{f(x, P)=u(-x^{T}Px\hat{2}1-c_{U}(\det P))|P\in PD(n, R)\},$
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で定義された多変量分布族を，U-ダイバージェンスに付随した (平均 $0$の) U-モデルと呼

ぶ．ただし， $f$ の右辺が定義されないときは， $f(x, P)=0$ とする．また $P$ で定まる定数

$cu(\det P)$ は，次の条件

$\int f(x, P)dx=(\det P)^{-\frac{1}{2}}\int u(-\frac{1}{2}y^{T}y-c_{U}(\det P))dy=1,$

を，積分収束のもとでみたす規格化定数である．

もし $f$ の台が有界な場合， $\rho$ を $u(-\rho/2-c_{U}(\det P))=0$ を満たす定数とすると

$\int u(-\frac{1}{2}y^{T}y-c_{U}(\det P))dy=\frac{\pi^{\alpha}2}{\Gamma(\frac{n}{2})}\int_{0}^{\rho}u(-\frac{r}{2}-c_{U}(\det P))r^{\alpha-1}2dr$

と計算されるので，規格化定数は

$c_{U}( \det P)=\Gamma_{\frac{-n}{2},u}^{1}(\frac{\Gamma(\frac{n}{2})(\det P)^{\frac{1}{2}}}{\pi^{\frac{\mathfrak{n}}{2}}})$ ,

で与えられる．ただし， $\Gamma_{n,2^{u}}^{-1}$ は次のように定義される関数 $\Gamma_{a,u}$ の逆関数である :

$\Gamma_{a,u}(c)=\int_{0}^{-2c-2\xi(0)}u(-\frac{r}{2}-c)r^{a-1}dr.$

同様な議論は非有界な台を持つ密度関数の場合に対しても成り立つ．後に q$arrow$ガウス分布族

( $\beta-$モデル) に対する計算例を示す．

なお，関数 $u(s)$ がある種の自己相似性を持つ場合，対応する U-モデルの密度関数 $f$ は

次のように通常の楕円分布族の形 [8, 22], すなわち $\det P$ に依存した定数 $c_{f}$ を用いて

$f(x, P)=c_{f}( \det P)^{\frac{1}{2}}u(-\frac{1}{2}x^{T}Px)$ ,

の形で書ける [28] ことを注意する．q-ガウス分布族はこのような統計モデルの例である．

命題 1により上記の U-ダイバージェンス $D_{U}$ は U-モデル $\mathcal{M}_{U}$ を通してそのパラメー

タ空間 $PD(n, R)$ に双対構造を誘導する．この双対構造と 3節と 4節で議論した V-ポテ

ンシャルが $PD(n, R)$ に直接定義する双対構造の関係を導こう．すなわち，二つの構造の

変形パラメータ (関数) である $V$ と $U$ の関係は以下のように与えられる :

Theorem $4$ V-ポテンシャル $\varphi^{(V)}$ を定義する関数 $V$ が，U-ダイバージエンスを定義する

関数 $U$ を用いて

$V(s)=s^{\frac{1}{2}} \int U(-\frac{1}{2}x^{T}x-c_{U}(s))dx+c_{U}(s) , s>0$ . (15)

と表されたとする．この $V$が (5)を満たすとき， $PD(n, R)$ の双対構造 $(g^{(V)}, \nabla^{*}\nabla^{(V)})$ と

U-ダイバージェンスが $PD(n, R)$ に定義する双対構造は一致する．
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(証明は [29] を参照)

この定理から， $U$ に対応する $V$ が得られれば $\mathcal{M}_{U}$ の双対幾何構造を導出するために

$D_{U}$ に伴う積分計算を経ることなく，(15) で定まる V-ポテンシャルから 3節，4節の公式

を通して直接計算できる．

7 $\beta$-ダイバージェンスが q-ガウス分布族に誘導する双対構造
と V-ポテンシヤル

この節では，q-ガウス分布と呼ばれる多変量分布の族を考え， $\beta-$ダイバージェンスに付随

する双対幾何構造を誘導するために対応する $V$ を求める．その結果，得られた幾何構造は

Remark 3で述べた意味での $GL(n;R)$-不変性を示すことがわかる．この節の詳細は [28]

を参照されたい．

$\beta$ を $\beta\neq 0$かつ $\beta\neq-1$ であるような実パラメータとし，関数 $U$ を次のように与える :

$U(s)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\beta+1}(1+\beta s)^{(\beta+1)/\beta}, s\in I_{\beta}=\{s\in R|1+\beta s>0\},0, otherwise.\end{array}$

$U$ の導関数 $u$ は

$u(s)=\{\begin{array}{ll}\frac{dU(s)}{ds}=(1+\beta s)^{1/\beta}, s\in I_{\beta}=\{s\in R|1+\beta s>0\},0, otherwise\end{array}$

となり，その逆関数 $\xi$ は $I_{\beta}$ 上で次のようになる :

$\xi(t)=\frac{t^{\beta}-1}{\beta}, t>0.$

$\beta>0$ の場合 $s>-1/\beta$ で， $\beta<0$ の場合 $s<-1/\beta$ で， $U$ は凸かつ $u$ は正である． $\beta$ が

$0$ に近づくと $u$ と $\xi$ はそれぞれ通常の指数関数と対数関数に漸近する．これらの関数は，

$q=1+\beta$ というパラメータ $q$ を用いて $q$ -指数関数と $q$-対数関数と呼ばれている [36, 24].

パラメータ $\beta$ を固定し， $q$-指数関数 $u$ を用いて $P\in PD(n, R)$ で指定される次のよう

な多変量分布の密度関数 $f$ を考える :

$f(x, P)=u(- \frac{1}{2}x^{T}Px-c_{\beta}(\det P))$ .

ここで $c_{\beta}(\det P)$ は正規化定数である．この密度関数 $f$ をもつ分布は (平均 $0$ の) q-ガウス

分布と呼ばれる [36, 24]. ここでは，このような $f$ の族を $\mathcal{M}_{\beta}$ で表し，q-ガウス分布族あ

るいは $\beta$ -モデルと呼ぶ．

81



$\mathcal{M}_{\beta}$ 上の U-ダイバージェンスは (14) の $\beta-$ダイバージエンス $D_{\beta}$ であり， $D_{\beta}$ が $\mathcal{M}_{\beta}$ に

誘導する双対幾何構造は，Theorem4の $V$ が次のように陽に計算できるので， $PD(n, R)$

上で V-ポテンシャルから直接決定できる :

Theorem $5\beta-$ダイバージエンスから誘導される $\mathcal{M}_{\beta}$ の双対幾何構造は，次のような関数

$V(s)$ , $s>0$ による V-ポテンシャルが定める $PD(n, R)$ 上の双対幾何構造 $(g^{(V)}, \nabla, *\nabla^{(V)})$

で特徴付けられる :

$V(s)= \{\frac{\frac{1}{\beta_{1}}}{\beta}+c^{-}s^{1/(2n_{\beta})}+c^{+}s^{1/(2n_{\beta})} \beta>-\frac{20}{n+2}<\beta<0$

ただし， $n_{\beta}=n/2+1/\beta$ で $c^{\pm}$ は $\beta$ と $n$ に依存したある定数である ([28/参照) また，

この $V$ に対して (5)の条件は，それぞれの場合につき

$i)\frac{c^{+}}{2n_{\beta}}>0$ , ii $)$ $\frac{1}{2n_{\beta}}<\frac{1}{n},$ $\beta>0,$

i) $\frac{c^{-}}{2n_{\beta}}<0$ , ii $)$ $\frac{1}{2n_{\beta}}<\frac{1}{n},$ $- \frac{2}{n+2}<\beta<0$

となるが，これらは常に満たされる．

(証明は [28] を参照)

この結果は， $\mathcal{M}_{\beta}$ の双対平坦構造が Remark 3のべき型ポテンシャル $\varphi$

(V) から定まり，

そこで記した意味での $GL(n;R)$-不変性を持つことも示している．
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