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はじめに (本稿の目的)

離散分布の 2標本間題において、 Between information とWithin information の和が Total

information に等しい、すなわち、 Kullback情報量の直和分解が成り立つことが多くみられる。

このことは、離散解析においても、分散分析と似た解析ができ、有益であると言える。他方、

Asano(1965) は、 多項分布において、 pooling incomplete samples の下での統計的推測問題を

論じた。近年、 Funo(2012) によって、多項分布における pooling incomplete samples の下での

2標本問題において、直和分解が成り立つことが示された。では、 負の多項分布の 2標本問題

に関してはいかがであろうか？ 本稿は、負の多項分布の場合の Kullback情報量の直和分解に

関して、 pooling incomplete samples の場合を含めて議論したものである。

1. Introduction

1.1 Kullback情報量

本稿では、離散型分布のみ取り扱う。未知母数を $(\theta_{1}, \theta_{2}, \cdots)$ として、仮説 $H_{1},$ $H_{2}$ を $H_{1}$ :

$\theta_{j}=pj,$ $H_{2}:\theta_{j}=qj,$ $(j=1, \cdots)$ に選ぶ。 このとき、 Kullback情報量は、

$I(H_{1}:H_{2})=E_{H_{1}}( \log\frac{P(X|H_{1})}{P(X|H_{2})})$ であるから

多項分布 $\frac{N!}{x_{1}!\cdots x_{k}!}\theta_{1}^{x_{1}}\cdots\theta_{k}^{x_{k}}$ では bg $\frac{P(X|H_{1})}{P(X|H_{2})}=bg\frac{p_{1}^{x_{1}}\cdots p_{k}^{x_{k}}}{q_{1}^{x_{1}}\cdots q_{k}^{x_{k}}}=\sum_{j=1}^{k}xj\log$
$\frac{p_{j}}{q_{j}}$ より

$I(H_{1}:H_{2})= \sum_{j=1}^{k}E_{H_{1}}X_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}}=N\sum_{j=1}^{k}p_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}},$

負の多項分布 $\frac{(r+x_{1}+\cdots+.x_{k}-1)!}{(r-1)!x_{1}!\cdot\cdot x_{k}!}\theta_{0}^{r}\theta_{1}^{x_{1}}\cdots\theta_{k}^{x_{k}},$ $\theta_{0}=1-\sum_{j=1}^{k}\theta_{j}$ では

$bg\frac{P(X|H_{1})}{P(X|H_{2})}=\log\frac{p_{0}^{r}p_{1}^{x_{1}}\cdots p_{k}^{x_{k}}}{q_{0}^{r}q_{1}^{x_{1}}\cdots q_{k^{k}}^{x}}=r\log\frac{p_{0}}{q_{0}}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}}$ により

$I(H_{1}:H_{2})=r \log\frac{p_{0}}{q_{0}}+\sum_{j=1}^{k}E_{H_{1}}(X_{j})\log\frac{p_{j}}{q_{j}}=r\{\log\frac{p_{0}}{q_{0}}+\frac{1}{p_{0}}\sum_{j=1}^{k}p_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}}\}$

である。
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1.2 多項分布の 2標本問題における Kullback情報量の直和分解

多項分布の 2標本問題を考える。すなわち、 $X^{[1]}=(X_{1}^{[1]}, \cdots, X_{k}^{[1]})$ と $X^{[2]}=(X_{1}^{[2]}, \cdots, X_{k}^{[2]})$

は互いに独立で、各 $i=1$ , 2に対して $X^{[i]}\sim Multinomia1(N^{[i]};p_{1}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ , $\sum_{j=1}^{k}X_{j}^{[i]}=N^{[i]},$

なる状況下で考える。

$H_{1}$ を異なる母集団 i.e., $H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})=p^{[1]}\neq p^{[2]}=(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ ,

$H_{2}$ を同じ母集団からの標本 i.e., $H_{2}:p_{j}^{[1]}=p_{j}^{[2]}=p_{j},$ $i=1,$ $\cdots,$
$k$

に選ぶ。 このとき、

$I(H_{1}:H_{2})=N^{[1]} \sum_{j=1}^{k}p_{j}^{[1]}\log\frac{p_{j}^{[1]}}{p_{j}}+N^{[2]}\sum_{j=1}^{k}p_{j}^{[2]}\log\frac{p_{j}^{[2]}}{p_{j}}$

である。

2標本問題にて Total Information とは $\hat{I}(H_{1},p)$ , すなわち、仮説 $H_{1}:$
「 $2$ つの母集団は異な

る」 の下での (最良) 推定量と、 $p=(P1, \cdots)$ 間の Kullback 情報量，Between Information と

は $\hat{I}(H_{2},p)$ , すなわち、仮説 $H_{2}:「_{}2$ つの母集団は同じ」の下での推定量と、 $p=(p_{1}, \cdots)$ 問の

Kullback 情報量，Within Information とは $\hat{I}(H_{1}, H_{2})$ , すなわち、仮説 $H_{1}$ の下での推定量

と、 仮説 $H_{2}$ の下での推定量の間の Kullback 情報量のことを指す。

多項分布の 2標本間題にて、 これらは

Between $= \hat{I}(\hat{p},p)=(N^{[1]}+N^{[2]})\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}\hat{I}(\hat{p}^{[i]},\hat{p})=N^{[1]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[1]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[1]}}{\hat{p}_{j}}+N^{[2]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[2]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[2]}}{\hat{p}_{j}}$

Total $= \sum_{i=1}^{2}\hat{I}(\hat{p}^{[i]},p)=N^{[1]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[1]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[1]}}{p_{j}}+N^{[2]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[2]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[2]}}{p_{j}}$

であるが、 これに推定量 $\hat{p}j=\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{N[1J+N[2]},$ $\hat{p}_{j}^{[1]}=\frac{x_{j}^{[1]}}{N[1]},$ $\hat{p}_{j}^{[2]}=\frac{x_{j}^{[2]}}{N[2]}$ を代入することで

を得る。
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Proposition 1 多項分布の 2標本問題にて、 Between information とWithin information の

和は、 Total information に等しい。

実際 $\frac{x_{j}^{[i]}}{N[i]_{p_{j}}}=\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{(N[1]+N[2J)p_{j}}\frac{(N^{[1]}+N^{[2]})x_{j}^{[i]}}{N[i1(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}$ を用いることで

$x_{j}^{[i]} \log\frac{x_{j}^{[i]}}{N[i]_{p_{j}}}=x_{j}^{[i]}\log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{(N1^{1}1+N1^{2}J)p_{j}}\frac{(N^{[1]}+N^{[2]})x_{j}^{[i]}}{N[i](x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}$

$=x_{j}^{[i]} \log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{(N[1]+N[2])p_{j}}+x_{j}^{[i]}\log\frac{(N^{[1]}+N^{[2]})x_{j}^{[i]}}{N[iI(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}$

が各 $i=1$ , 2に対して成り立つ。 あとは単純計算で、 Total $=$ Between $+$ Within が示せる。

2. 負の多項分布の 2標本問題における Kullback情報量の直和分解

$X^{[1]}$ と $X^{[2]}$ は独立で

$X^{[1]}=(X_{1}^{[1]}, X_{2}^{[1]}, \cdots, X_{k}^{[1]})\sim$ Negative M$ultinomia1(r^{[1]},p_{1}^{[1]},p_{2}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})$

$X^{[2]}=(X_{1}^{[2]}, X_{2}^{[2]}, \cdots, X_{k}^{[2]})\sim$ Negative M$ultinomia1(r^{[2]},p_{1}^{[2]},p_{2}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$

であるとき、 $H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{j}^{[1]}=p_{j}^{[2]}=p_{j},$ $i=1$ , , $k$ , の下で

$\hat{p}_{0}^{[i]}=\frac{r^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}},$
$\hat{p}_{j}^{[i]}=\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}(1\leq j\leq k)$ , $(i=1,2)$ ,

$\hat{p}_{0}=\frac{]}{r^{[1]}+r^{[2]}x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})},$
$\hat{p}_{j}=\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}(1\leq j\leq k)$ ,

であるから、

Total
$= \sum_{i=1}^{2}\{r^{[i]}\log\frac{\frac{r^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{p_{0}}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{p_{j}}\},$

$r^{[1]}+r^{[2]}$

Between $=(r^{[1]}+r^{[2]}) \log\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}{p_{0}}$

$x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}$

$+ \sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})\log\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}{p_{j}},$

$r^{[i]}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}\{r^{[i]}\log\frac{r^{[i]}+\sum_{j--1}^{k}x_{j}^{[i]}}{r^{[1]}+r^{[2]}}$

$r^{[1]}+r^{[2]}+ \sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})$
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$+ \sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j--1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}\}.$

$r^{[1]}+r^{[2]}+ \sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})$

Proposition 2負の多項分布の 2標本問題にて、Between information とWithin information

の和は、 Total information に等しい。

Proposition 2は

$\frac{\frac{r^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{p_{0}}=\frac{\frac{r^{[1]}+r^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}}{p_{0}}\cross\frac{\frac{r^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{r^{[1]}+r^{[2]}}$

$\overline{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}$

$\frac{\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{p_{j}}=\frac{\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}}{p_{j}}\cross\frac{\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+\sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]}}}{x^{[1]}+x^{[2]}}$

$\frac{jj}{r^{[1]}+r^{[2]}+\sum_{j=1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}$

および、 対数の性質 $\log$ $AB=\log A+\log B$ を用いれば、容易に導ける。

3. Pooling incomplete samples を伴う多項分布の 2標本問題

$k,$ $m$ は $m<k$ なる自然数。 確率変数 X, $Y$ は互いに独立で

$X=(X_{1}\cdots, X_{m}, \cdots, X_{k})\sim Multinomia1(N_{1};\theta_{1}, \cdots,\theta_{m}, \cdots, \theta_{k})$

$Y=(Y_{1}\cdots, Y_{m})\sim Multinomia1(N_{2};\frac{\theta_{1}}{\sum_{l=1}^{m}\theta_{j}}, \cdots, \frac{\theta_{m}}{\sum_{l=1}^{m}\theta_{j}})$

とする。 このようなモデルを、 Asano(1965) は pooling incomplete samples と言った。 この場

合、 $\theta_{j}$ のMVUE らは

$\hat{\theta}_{j}=\frac{x_{j}+y_{j}}{N_{1}(1+\frac{N_{2}}{\sum_{j=1}^{m}x_{j}})}$

if $j\leq\backslash m,$ $\hat{\theta}_{j}=\frac{x_{j}}{N_{1}}$ if $j>m$

である。 なお、 上記の推定量 $\hat{\theta}_{j}$ は、 $\theta_{j}$ のMLE でもある。

Pooling incomplete samples を伴う場合、 $H_{1}$ $:\theta_{j}=p_{j},$ $H_{2}$ : $\theta_{j}=q_{j},$ $(j=1, \cdots, k)$ に対

する Kullback情報量 $I(H_{1} : H_{2})$ を計算すると

$N_{1} \sum_{j=1}^{k}p_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}}+\frac{N_{2}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}}\sum_{j=1}^{m}p_{j}\log\frac{p_{j}}{q_{j}}+N_{2}\log\frac{\sum_{l=1}^{m}q_{l}}{\sum_{l=1}^{m}p_{l}}$
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である。

さて、 Pooling incomplete samples を伴う場合の 2標本問題を考える。すなわち、 2つの独立

な多項分布 $i=1$ , 2からの確率変数 $X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})$ , $Y^{[i]}=(Y_{1}^{[i]}, \cdots, Y_{m}^{[i]})$ ,

がある。 そして、 各 $i=1$ , 2にて、 $X^{[i]}$ と $Y^{[i]}$ は独立。 そして

$X^{[i]}\sim Multinomia1(N_{1}^{[i]};p_{1}^{[i]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]} \sim Multinomia1(N_{2}^{[i]};\frac{p_{1}^{[i]}}{\sum_{l=1}^{m}p_{l}^{[i]}}, \cdots, \frac{p_{m}^{[i]}}{\sum_{l=1}^{m}p_{l}^{[i]}})$ ,

$H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{i}^{[1]}=p_{i}^{[2]}=p_{i}$ のとき、 Between information,

Within information, Total information は、 以下の表の通り :

$H_{1}$ の下での MVUE $\hat{p}_{j}^{[i]}$ および $H_{2}$ の下での MVUE $\hat{p}j$ は

$\hat{p}_{j}^{[i]}=\{\begin{array}{ll}\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{T_{x}^{[i]}+N_{2}^{[i]}}\frac{T_{x}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}} if j\leq m,x_{j}^{[i]}/N_{1}^{[i]} if j>m,\end{array}$

$\hat{p}_{j}=\{\begin{array}{ll}\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}}\frac{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}}{N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}} if j\leq m,(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})/(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}) if j>m.\end{array}$

である。但し、 $T_{x}^{[i]}= \sum_{j=1}^{m}x_{j}^{[i]}$ . これを代入して書き下すと

Between $= \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]})\log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{(T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})p_{j}}$

$+ \sum_{j=m+1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})\log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]})p_{j}}+(T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]})\log\frac{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}}{N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}}$
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$+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}) \log(\sum_{l=1}^{m}p_{l})$

Within $= \sum_{i=1}^{2}\{\sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})(T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})}{(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]})(T_{x}^{[i]}+N_{2}^{[i]})}$

$+ \sum_{j=m+1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]})x_{j}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})}+T_{x}^{[i]}\log\frac{T_{x}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}}\}+(T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]})\log\frac{N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}}{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}}$

Total $= \sum_{i=1}^{2}\{\sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{(T_{x}^{[i]}+N_{2}^{[i]})p_{j}}+\sum_{j=m+1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{x_{j}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}p_{j}}$

$+T_{x}^{[i]} \log\frac{T_{x}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}}+N_{2}^{[i]}\log(\sum_{l=1}^{m}p_{l})\}$

である。

Proposition 3 上記の状況下において、すなわち、 Pooling incomplete samples を伴う多

項分布の 2標本問題において、 Between information とWithin information の和は、 Total

information に等しい。

Funo(2012) は Proposition 3を、 Total, Between, Within の各式に推定量を代入して、式変形

を行うことで示した。 しかしながら、 この式変形には膨大な計算が必要であった。 ところがそ

の後、 直和分解を示すのに次のような簡便な方法が見つかったので、 これを記載する。

$q_{j}=p_{j}/ \sum_{l=1}^{m}p_{l}$ とおく と、

Between $=(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}) \sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})\sum_{j=1}^{m}\hat{q}_{j}\log\frac{\hat{q}_{j}}{q_{j}}\}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}\{N_{1}^{[i]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{j}}+N_{2}^{[i]}\sum_{j=1}^{m}\hat{q}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{q}_{j}^{[i]}}{\hat{q}_{j}}\}$

Total $= \sum_{i=1}^{2}\{N_{1}^{[i]}\sum_{j=1}^{k}\hat{p}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}+N_{2}^{[i]}\sum_{j=1}^{m}\hat{q}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{q}_{j}^{[i]}}{q_{j}}\}$

と書き表せる。 ここで

$\sum_{j}\hat{p}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}=\sum_{j}\hat{p}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{i}}+\sum_{j}\hat{p}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}},$
$\sum_{j}\hat{q}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{q}_{j}^{[i]}}{q_{j}}=\sum_{j}\hat{q}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{q}_{j}^{[i]}}{\hat{q}_{i}}+\sum_{j}\hat{q}_{j}^{[i]}\log\frac{\hat{q}_{j}}{q_{j}}$

は常に成り立つ。 よって、

$(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]})\hat{p}_{j}+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})\hat{q}_{j}=N_{1}^{[1]}\hat{p}_{j}^{[1]}+N_{1}^{[2]}\hat{p}_{j}^{[2]}+N_{2}^{[1]}\hat{q}_{j}^{[1]}+N_{2}^{[2]}\hat{q}_{j}^{[2]}$

が成り立つことを示せば良い。 この計算は、 比較的簡単にできる。実際、

$\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}=\frac{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}}{N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]}},$
$\hat{q}_{j}=\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{T_{x}^{[1]}+T_{x}^{[2]}+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}},\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}^{[i]}=\frac{T_{x}^{[i]}}{N_{1}^{[i]}},$

$\hat{q}_{j}^{[i]}=\frac{x_{j}^{[1]}+y_{j}^{[1]}}{T_{x}^{[1]}+N_{2}^{[1]}}$
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であるから、 これらを代入することで

$(N_{1}^{[1]}+N_{1}^{[2]})\hat{p}_{j}+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})\hat{q}_{j}=x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}$

$N_{1}^{[1]}\hat{p}_{j}^{[1]}+N_{1}^{[2]}\hat{p}_{j}^{[2]}+N_{2}^{[1]}\hat{q}_{j}^{[1]}+N_{2}^{[2]}\hat{q}_{j}^{[2]}=x_{j}^{[1]}+y_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[2]}$

が得られ、 Proposition 3が示せた。

4. Pooling incomplete sample を伴う負の多項分布の 2標本問題

これより後、 各 $i=1$ , 2に対して

$T_{m}^{[i]}(x)= \sum_{j=1}^{m}x_{j}^{[i]},$ $T_{m}^{[i]}(y)= \sum_{j=1}^{m}y_{j}^{[i]},$ $T_{k}^{[i]}(x)= \sum_{j=1}^{k}x_{j}^{[i]},$ $T^{[i]}(y)= \sum_{j=2}^{m}y_{j}^{[i]}$

なる記号を用いる。 また、パラメーター $(p0,p_{1}, \cdots,p_{k})$ は $0\leq p_{l}\leq 1,$ $\sum_{l=0}^{k}p_{l}=1$ を満たすも

のとする。

Proposition 4 $X^{[1]},$ $X^{[2]},$ $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ は互いに独立で

$X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})\sim$ Negative M$ultin\circ mia1(r_{1}^{[i]}, p_{1}^{[i]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]}=(Y_{1,}^{[i]}Y_{m}^{[i]})\sim$ Negative M$ultin\circ mia1(r_{2}^{[i]}, \frac{p_{1}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}p_{j}^{[i]}}, \cdots, \frac{p_{m}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}p_{j}^{[i]}})$ .

であるとき、 $H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{j}^{[1]}=p_{j}^{[2]}=p_{j},$ $j=1,$ $\cdots,$
$k$ , の下で

Total infotmation, Between information, Within information は

Total $= \sum_{i=1}^{2}\{r_{1}^{[i]}\frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}log\frac{r_{1}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}$

$+(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}) \log\frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y))p_{0}}$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y))p_{j}}$

$+r_{1}^{[i]} \frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}\sum_{j=m+1}^{k}\frac{x_{j}^{[i]}}{r_{1}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}\log\frac{x_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x))p_{j}}$

$+r_{2}^{[i]} \frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}\log(p0+\cdots+p_{m}$

Between $=(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}) \frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}$

$\cross\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}$
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$+(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]})$

$\cross\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}{(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y))p_{0}}$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y))p_{j}}$

$+(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}) \frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}$

$\cross\sum_{j=m+1}^{k}\frac{x_{j}^{[i]}}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}\log\frac{x_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x))p_{j}}$

$+(r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}) \frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}$

$\cross 1\circ g(p_{0}+\cdots+p_{m})$ ,

Within $= \sum_{i=1}^{2}\{r_{1}^{[i]}\frac{r_{l}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}log\frac{r_{1}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}$

$+(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]})( \log\frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y))}+\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}$

$+ \log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{7n}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}})$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})(\log\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y))}+\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}$

$+ \log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}})$

$+r_{1}\overline{[i][i]}$
$[i]^{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}r_{1}+r_{2} \sum_{j=m+1}^{k}\frac{x_{j}^{[i]}}{r_{1}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}$

$\cross(\log\frac{x_{j}^{[i]}}{(r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x))\hat{p}_{j}}+\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}})$

$+r_{2}^{[i]} \frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}\log\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\}$

である。

Remark 上記の結果より、 Total $=$ Between $+$ Withinが成り立たない。

Proposition 4の仮定条件は、 Pooling incomplete sample を伴う負の多項分布の 2標本問題

として、 きわめて自然なものと思えるものの、Total $=$ Between $+$ Within(直和分解) が成立し

ないのはどうしてなのか、最初は戸惑いを感じた。モデルの設定条件をいろいろ変更してみた

ところ、 次のような場合に直和分解が成立することがわかった。
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Proposition 5 (負の多項分布と、 Pooling incomplete sample が多項分布の場合の 2標本

問題)

$X^{[1]},$ $X^{[2]},$ $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ は互いに独立で

$X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})\sim$ Negative Multinomial $(r_{1}^{[i]}, p_{1}^{[\iota’]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]}=(Y_{1}^{[i]}, \cdots, Y_{m}^{[i]})\sim Multinomia1(N_{2}^{[i]}, \frac{p_{1}^{[i]}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}^{[i]}}, \cdots, \frac{p_{m}^{[i]}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}^{[i]}})$

であるとき、 $H_{1}:(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}:p_{j}^{[1]}=p|^{2]}=p_{j},$ $j=1$ , , $k$ , の下で

Total infotmation, Between information, Within information は

Total $= \sum_{i=1}^{2}(r^{[i]}\log\frac{r^{[i]}}{(r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x))p_{0}}+(T_{m}^{[i]}(x)+N_{2}^{[i]})\log\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{(T_{m}^{[i]}\langle x)+N_{2}^{[i]})p_{j}}+\sum_{j=m+1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{x_{j}^{[i]}}{(r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x))p_{j}}$

$+N_{2}^{[i]} \log\frac{\sum_{j--1}^{m}p_{j}}{T_{m}^{[i]}(x)/(r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x))})$ ,

Between $=(r^{[1]}+r^{[2]}) \log\frac{r^{[1]}+r^{[2]}}{(r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x))p_{0}}$

$+(T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}) \log\frac{T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]})\log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{(T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})p_{j}}$

$+ \sum_{j=m+1}^{k}(x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]})\log\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{(r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x))p_{j}}$

$+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}) \log\frac{\sum_{j--1}^{m}p_{j}}{(T_{m}^{[1]}(x)+T_{rn}^{[2]}(x))/(r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x))},$

$r^{[i]}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}(r^{[i]}\log\frac{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}{r^{[1]}+r^{[2]}}+(T_{m}^{[i]}(x)+N_{2}^{[i]})\log\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}$

$\overline{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}$

$+ \sum_{j=1}^{m}(x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]})\log\frac{\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{T_{m}^{[i]}(x)+N_{2}^{[i]}}}{T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}$

$\overline{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}$
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$+ \sum_{j=m+1}^{k}x_{j}^{[i]}\log\frac{\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}}{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}+N_{2}^{[i]}\log\frac{\frac{T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}}{\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}})$ .

$\overline{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}$

よって、 Total $=$ Between $+$ Within, すなわち、直和分解が成り立つ。

この現象に関する考察は、次節で行う。

5. 考察および今後の課題

負の多項分布は、 負の二項分布 $\cross$ 多項分布 と分解できる。実際

$\frac{(x_{1}+\cdot.\cdot.\cdot.+x_{k}+r-1)!}{x_{1}!x_{k}!(r-1)!}p_{0}^{r}p_{1^{1}}^{x}\cdots p_{k}^{x_{k}}$

$= \frac{(x_{1}+\cdot.\cdot.\cdot.+x_{k}+r-1)!}{(x_{1}++x_{k})!(r-1)!}p_{0}^{r}(1-p_{0})^{x_{1}+\cdots+x_{k}}$

$\cross\frac{(x_{1}.+\cdots+.x_{k})!}{x_{1}!\cdot\cdot x_{mk}!\cdot\cdot x!}(\frac{p_{1}}{1-p_{0}})^{x_{1}}$ . . . $( \frac{p_{m}}{1-p_{0}})^{x_{m}}\cdots(\frac{p_{k}}{1-p_{0}})^{x_{k}}$

このことと Proposition 5により、 pooling incomplete samples が「(分布の分解後の) 多項

分布」の部分で行われていれば Total $=$ Between $+$ Within すなわち、直和分解が成り立

つ、 といえる。 しかし、 これ以外の箇所で pooling incomplete samples が行われた場合は、

Total $=$ Between $+$ Withinが成り立つとは限らない。たとえば、次のような例 (例 1 $\sim$例 3) を

見つけることができた。

例 1 (Proposition 5とは別のモデル) $X^{[1]},$ $X^{[2]},$ $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ は互いに独立で

$X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})\sim$ Negative M$ultinomia1(r_{1}^{[i]}, p_{1}^{[i]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]}=(Y_{0}^{[i]}, \cdots, Y_{m}^{[i]})\sim Multinomia1(N_{2}^{[i]}, \frac{p_{0}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}p_{j}^{[i]}}, \cdots, \frac{p_{m}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}p_{j}^{[i]}})$

であるとき、 $H_{1}$ : $(p_{1}^{|1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{j}^{[1]}=p_{j}^{[2]}=p_{j},$ $j=1$ , , $k$ , の下で

Total information, Between information, Within information は

Total $= \sum_{i=1}^{2}[r_{1}^{[i]}\{\log\frac{\hat{p}_{0}^{[i]}}{p_{0}}+\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}\}+N_{2}^{[i]}\{\sum_{j=0}^{m}\frac{\hat{p}_{i}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}\hat{p}_{j}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{i}^{[i]}/\sum_{l=0}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}{p_{j}/\sum_{l=0}^{m}p_{l}}\}]$

Between $=(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}) \{\log\frac{\hat{p}_{0}}{p_{0}}+\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}}{\hat{p}_{0}}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}\}+(N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]})\{\sum_{j=0}^{m}\frac{\hat{p}_{i}}{\sum_{j=0}^{m}\hat{p}_{j}}\log\frac{\hat{p}_{i}/\sum_{l=0}^{m}\hat{p}_{l}}{p_{j}/\sum_{l=0}^{m}p_{l}}\}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}[r_{1}^{[i]}\{\log\frac{\hat{p}_{0}^{[i]}}{\hat{p}_{0}}+\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{j}}\}+N_{2}^{[i]}\{\sum_{j=0}^{m}\frac{\hat{p}_{i}^{[i]}}{\sum_{j=0}^{m}\hat{p}_{j}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{i}^{[i]}/\sum_{l=0}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}{\hat{p}_{j}/\sum_{l=0}^{m}\hat{p}_{l}}\}]$
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に、 推定量

$\hat{p}_{j}^{[i]}=\{\begin{array}{ll}\frac{r^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}\frac{r^{[i]}+y_{0}^{[i]}}{r^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+N_{2}^{[i]}}, if j=0,\frac{r^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+T_{m}^{[i]}(x)+N_{2}^{[i]}}, if 1\leq i\leq m,\frac{x_{j}^{[i]}}{r^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}, if i>m,\end{array}$

$\hat{p}_{j}=\{\begin{array}{l}\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+y_{0}^{[1]}+y_{0}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}},if j=0,\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+N_{2}^{[1]}+N_{2}^{[2]}},if 1\leq i\leq m,\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\frac{r^{[1]}+r^{[2]}+y_{0}^{[1]}+y_{0}^{[2]}}{r^{[1]}+r^{[2]}}, if i>m,\end{array}$

を代入したもの。 これを計算してみたところ、 Total $=$ Between $+$ Withinが成立しないことが

わかった。

例 2 $X^{[1]},$ $X^{[2]},$ $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ は互いに独立で

$X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})\sim$ Negative M$ultinomia1(r_{1}^{[i]}, p_{1}^{[i]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]}=(Y_{1}^{[i]}, \cdots,Y_{m}^{[i]})\sim$ Negative M$ultinomia1(, (1-p_{0}^{[i]})p_{1}^{[i]}\sum_{j=1}^{m}^{r_{2}^{[i]}}p_{j}^{[ij\prime}\cdots, \frac{(1-p_{0}^{[i]})p_{m}^{[i]}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}^{[i]}})$

であるとき、 $H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{j}^{[1]}=p_{j}^{[2]}=pj,$ $i=1,$ $\cdots,$
$k$ , の下で

Total information, Between information, Within information は

Total $= \sum_{i=1}^{2}\{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]})\log\frac{\hat{p}_{0}^{[i]}}{p_{0}}+r_{1}^{[i]}\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{0}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}$

$+r_{2}^{[i]} \frac{1-\hat{p}_{0}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}(\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}+\log\frac{1-\hat{p}_{0}^{[i]}}{1-p_{0}}+\log\frac{\sum_{j=1}^{m}p_{j}}{\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}^{[i]}})\}$

Between $=(r_{1}^{[1]}+r_{2}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[2]}) \log\frac{\hat{p}_{0}}{p_{0}}+(r_{1}^{[1]}+r_{2}^{[1]})\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}}{p_{0}}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}$

$+(r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[2]}) \frac{1-\hat{p}_{0}}{\hat{p}_{0}}(\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}}{\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}+\log\frac{1-\hat{p}_{0}}{1-p_{0}}+\log\frac{\sum_{j=1}^{m}p_{j}}{\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}})$
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Within $= \sum_{i=1}^{2}\{(r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]})\log\frac{\hat{p}_{0}^{[i]}}{\hat{p}_{0}}+r_{1}^{[i]}\sum_{j=1}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{0}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{j}}$

$+r_{2}^{[i]} \frac{1-\hat{p}_{0}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}(\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{j}}+\log\frac{1-\hat{p}_{0}^{[i]}}{1-\hat{p}_{0}}+\log\frac{\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}}{\sum_{j=1}^{m}\hat{p}_{j}^{[i]}})\}$

に、 推定量

$\hat{p}_{j}^{[i]}=\{\begin{array}{ll}\frac{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}, if j=0,\frac{T_{k}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{T_{k}^{[i]}(x)}\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{T_{m}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}, if 1\leq j\leq m,\frac{T_{k}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}{r_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)+T_{m}^{[i]}(y)}\frac{x_{j}^{[i]}}{T_{k}^{[i]}(x)}, if j>m,\end{array}$

$\hat{p}_{j}=\{\begin{array}{l}\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)} if j=0,\frac{T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}\cross\frac{T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{T_{m}^{[1]}(x)+T_{m}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)} if 1\leq j\leq m,\frac{T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)+T_{m}^{[1]}(y)+T_{m}^{[2]}(y)}\cross\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)} if j>m,\end{array}$

を代入したもの。 これを計算してみたところ、 Total $=$ Between $+$ Withinが成立しないことが

わかった。

例 3 $X^{[1]},$ $X^{[2]},$ $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ は互いに独立で

$X^{[i]}=(X_{1}^{[i]}, X_{2}^{[i]}, \cdots, X_{m}^{[i]}, \cdots, X_{k}^{[i]})\sim$ Negative M$ultinomia1(r_{1}^{[i]}, p_{1}^{[i]},p_{2}^{[i]}, \cdots,p_{m}^{[i]}, \cdots,p_{k}^{[i]})$ ,

$Y^{[i]}=(Y_{2}^{[i]}, \cdots, Y_{m}^{[i]})\sim NM(r_{2}^{[i]}, \frac{p_{2}^{[i]}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}^{[i]}})\ldots,$ $\frac{p_{m}^{[i]}}{\sum_{j=1}^{m}p_{j}^{[i]}})$

であるとき、 $H_{1}$ : $(p_{1}^{[1]}, \cdots,p_{k}^{[1]})\neq(p_{1}^{[2]}, \cdots,p_{k}^{[2]})$ , $H_{2}$ : $p_{j}^{[1]}=p_{jPj}^{[2]_{=}},$ $i=1,$ $\cdot,$
$k$ , の下で

Total information, Between information, Within information は

Total $= \sum_{i=1}^{2}\{r_{1}^{[i]}\sum_{j=0}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{p_{j}}+r_{2}^{[i]}\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{1}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}/\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}{p_{j}/\sum_{l=1}^{m}p_{l}}\}$
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Between $=(r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}) \sum_{j=0}^{k}\frac{\hat{p}_{j}}{\hat{p}_{0}}\log\frac{\hat{p}_{j}}{p_{j}}+(r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]})\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}}{\hat{p}_{1}}\log\frac{\hat{p}_{j}/\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}}{p_{j}/\sum_{l=1}^{m}p_{l}}$

Within $= \sum_{i=1}^{2}\{r_{1}^{[i]}\sum_{j=0}^{k}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{0}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{j}}+r_{2}^{[i]}\sum_{j=1}^{m}\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}}{\hat{p}_{1}^{[i]}}\log\frac{\hat{p}_{j}^{[i]}/\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}^{[i]}}{\hat{p}_{j}/\sum_{l=1}^{m}\hat{p}_{l}}\}$

に、 推定量

$\hat{p}_{j}^{[i]}=\{\begin{array}{ll}\frac{r_{1}^{[i]}}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}, if j=0,\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}\frac{x_{1}^{[i]}+r_{2}^{[i]}}{T_{m}^{[i]}(x)+r_{2}^{[i]}+T[i](y)}, if j=1,\frac{T_{m}^{[i]}(x)}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}\frac{x_{j}^{[i]}+y_{j}^{[i]}}{T_{m}^{[i]}(x)+r_{2}^{[i]}+T[i](y)}, if 2\leq j\leq m,\frac{x_{j}^{[i]}}{r_{1}^{[i]}+T_{k}^{[i]}(x)}, if.j >m,\end{array}$

$\hat{p}_{j}=\{\begin{array}{l}\frac{}{}\frac{i=0x_{1}^{[1]}+x_{1}^{[2]}+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}}{T_{k}^{[1]}(m)+T_{m}^{[2]}(x)+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T[1](y)+T[2](y)}\frac{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}}{r_{1}^{[1]}+r^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x),r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)T_{k}t_{1]}(m)+T_{m}^{[2]}(x)},fj,,if j=1,\frac{T_{k}^{[1]}(m)+T_{m}^{[2]}(x)}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}+y_{j}^{[1]}+y_{j}^{[2]}}{T_{k}^{[1]}(m)+T_{m}^{[2]}(x)+r_{2}^{[1]}+r_{2}^{[2]}+T[1](y)+T[2](y)},if 2\leq j\leq m,\frac{x_{j}^{[1]}+x_{j}^{[2]}}{r_{1}^{[1]}+r_{1}^{[2]}+T_{k}^{[1]}(x)+T_{k}^{[2]}(x)}, if j>m,\end{array}$

を代入したもの。 これを計算してみたところ、Total $=$ Between $+$ Withinが成立しないことが

わかった。

負の多項分布が 負の二項分布 $\cross$ 多項分布 と分解されること、および Proposition5によれ

ば、 カテゴリー $0$ とカテゴリー 1, 2, $\cdots,$
$k$ をまず分けて、 カテゴリー 1, 2, $\cdots,$

$k$ の部分で「多

項分布の Pooling incomplete sample」 を行えば、 2標本問題で Total information が Between

information とWithin information の直和に分解ができた。 ところが、 Proposition 4におけ

る確率モデルは、 カテゴリー $0$ , 1, 2, $\cdot,$ $m$ での「負の多項分布の Pooling incomplete sample」

である。例 1は、多項分布ではあるものの、カテゴリー $0$ , 1, 2, , $m$ での Pooling incomplete

sample である。例 2は、 カテゴリー $0$ とカテゴリー 1, 2, $\cdots,$
$k$ をまず分けており、「多項分

布の箇所での Pooling incomplete sample」のように思えるが、 $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ の分布は負の多項分

布である。更に、 カテゴリー 1, , $m$ の確率の中に $1-p_{0}= \sum_{l=1}^{k}p_{l}$ の項が入っているため、
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確率構造が tree structure(樹木図) で書かれていない。 Pooling incomplete sample の確率構造

は tree structure で書かれるものゆえ、 これも例 2が Proposition 5の仮定に反している点で

ある。例 3は、 カテゴリー $0$ とカテゴリー 1, 2, $\cdots,$
$k$ を分けてはいるが、 $Y^{[1]},$ $Y^{[2]}$ の分布は

負の多項分布。 それゆえ、 直和分解が保証されないのであるが、直和分解が成立しないことが

示せたのである。

さて、 上記のことから、「pooling incomplete samples が行われた箇所が、分布分解後の多項

分布以外の箇所であれば、Total $\neq$ Between $+$ Withinとなるであろう」 と予想されるが、 この

予想の解決に関しては、今後の課題である。
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