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1 はじめに

$K$を任意の体とし，$K[\vec{x}]$ を変数 $\vec{x}=x_{1}$ , . . . , $x_{\ell}$ に関する多項式環とする。多項式の最大公約因子 (Greatest

Common Divisor) は，与えられた多項式 $f_{i}$ , . . . , $f_{8}\in K[\vec{x}]$ に対し，次式を満たす次数最大の多項式 $g\in K[x]$

のことである。

$\exists\overline{f}_{1}$ , . . . , $\overline{f_{s}}\in K[\vec{x}],$ $f_{i}(\vec{x})=g(\vec{x})\overline{f_{i}}(\vec{x})(i=1, \ldots, s)$ .

最大公約因子は，多くの代数的な計算で用いられる基盤的な道具であり，古くから研究されている。近年で

は，与えられた多項式が係数に誤差を含む場合に拡張した，近似 GCD の研究も進んでいる。 ここで，近似

GCD とは，与えられた多項式 $fi$ , . . . , $f_{s}\in K[\vec{x}]$ に対し，次式を満たす多項式 $g\in K[\vec{x}]$ のことである。

$\exists\Delta_{1}, \cdots , \Delta_{s}\in K[x\urcorner, g(x)=gcd(f_{1}+\Delta_{1}, \ldots, f_{s}+\Delta_{s})$ .

近似 GCD は，数値的な方法を用いて解かれることが多いため，数値的安定性が主な研究トピックとなっ

ているが，他方，近似 GCD は摂動後の多項式の厳密な GCD でもあり，数学的な安定性の側面も持ってい

る。 本発表では，この数学的な安定性の側面に着目し，簡単なサーベイと新しい結果について取り上げる。

2パラメータ係数の GCD

近似 GCD などの係数に誤差を許容した算法では，誤差をパラメータ $(\vec{u}=u_{1}, . . . , u_{r})$ として表現するこ

とで， $K[x\urcorner$ における GCD の問題から， $K[\vec{u}][\vec{x}]$ における GCD の問題に帰着させることがある。 Gr\"obner

基底計算では， $K[\vec{u}][x\urcorner$ における計算結果が，パラメータに値を代入したあとでも正しい $(K[\vec{x}]$ における

Gr\"obner 基底になっている) かの研究が進んでいる。 これは包括的 Gr\"obner 基底 $[W92|$ と呼ばれており，

誤差を含む入力に対する近似 Gr\"obner基底への応用 [W02] も研究されている。一方，多項式 GCD に関し

ては，包括的 Gr\"obner 基底に比べると，包括的な研究はあまり行われていない (表 1に，簡単に関係する

主な研究を抽出し並べた)。以下では，順に主な先行研究について簡単に紹介していく。

On the greatest common divisor of polynomials which depend on a parameter [AK93]

この先行研究では， $K$ を体， $K[\alpha][x]$ を， $\alpha$ をパラメータとする $x$ に関する 1変数多項式環とし，そ

の要素である 2つの多項式 $u(x, \alpha)$ , $v(x, \alpha)\in K[\alpha][x]$ について，その多項式 GCD を $\alpha$ による場合分

けで求めるアルゴリズムが提案されている。
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表 1: 多項式 GCD と Gr\"obner基底の研究の歴史 (概要)

アルゴリズムは，多項式剰余列に同伴な部分終結式の列を用いており，結果として， $\{\{d_{1}(\alpha), g_{1}(x, \alpha)\},$

. . . , $\{d_{r}(\alpha), g_{r}(x, \alpha)\}\}$ という形式の出力が得られる。 出力の各ペアにおいて， $d_{i}(\omega)=0$ を満たす

$\omega\in K$ を代入すると， $g_{C}d(u(x, \omega), v(x, \omega))=g_{i}(x, \omega)$ が成立することが保証されている。

具体的な計算例として， $fi(X)=X^{2}+(\alpha_{-1)X}+\alpha, f_{2}(X)=(\alpha+1)X^{2}+2\alpha$ に対し， $\{\{\alpha_{-1},$ $X^{2}+$

$1\},$ $\{3\alpha^{2}+2\alpha, x+3\alpha\},$ $\{0$ , 1 $\}\}$ が， $fi(x)=\alpha x^{3}+(\alpha_{-\alpha+1)X^{2}+}^{3}(\alpha^{2}+2)X+3\alpha^{2}-3$ と $f_{2}(X)=$

$\alpha x^{3}+(\alpha+1)X^{2}+4_{X}+3$ に対し， $\{\{\alpha_{-2}^{2}, 2_{X^{3}}+(\alpha+2)X^{2}+4\alpha x+3\alpha\}, \{\alpha, X+3\}, \{0, \alpha x^{2}+x+3\}\}$

が挙げられている。

Complexity of algorithms for computing greatest common divisors [A10]

この先行研究では，有理数体の代数閉包 $\overline{\mathbb{Q}}$ 上の値を取るパラメータ $(\vec{u}=u_{1}, . . . , u_{r})$ を係数に持つ，

1変数の多項式集合 $\{fi, . . . , f_{k}\}\subset \mathbb{Q}[u_{1}, . . . , u_{r}][x]$ の最大公約因子について取り上げている。具体的

に，Parametric Greatest Common Divisor (PGCD) という定義を与え，入力された多項式集合に対

して，その PGCD として $\{\{W_{1}, g_{1}\}, . . . , \{W_{t}, g_{t}\}\}$ を出力するアルゴリズムが提案されている。

ここで，PGCD は，各 $W_{i}$ は $\overline{\mathbb{Q}}^{r}$ の部分集合から代数的に構成可能で， $g_{i}\in \mathbb{Q}(u_{1}, \ldots, u_{r})[x]$ であるこ

と，そして， $\forall\vec{\alpha}\in W_{i},$ $g_{i}(x,\vec{\alpha})=gcd(fi(x,\vec{\alpha}), \ldots, f_{k}(x,\vec{\alpha}))$ が成立するものとして定義されている。

論文で提案されている主なアルゴリズムは 2つあり，1つは，擬除算による Euclidの互除法であり，

もう 1つは，パラメータ要素の行列に対する Gaussの消去法を用いて，Bezout係数に関するパラメー

タを含む線型方程式を解くものである。

以上の先行研究は，パラメータ係数の多項式の GCD を直接的に求めようとするものであるが，本発表で

は，以下に紹介する Gr\"obner 基底計算による最大公約因子計算法を，パラメータ係数に拡張する。

Gcd’s and factoring multivariate polynomials using grobner bases [GT85]
$R$ を可換な単位的ネーター環とし， $K$ を体， $a,$ $b,$ $c$ で生成されるイデアルをく$a,$ $b,$ $c\rangle$ で表すとする。 こ

の論文では，以下の 2つを含むいくつかの結果が述べられている (証明は与えられていない)。

$\bullet$ $fi,$ $)f_{s},$ $g\in R$ とし， $J$ を $\langle fi$ , . . . , $fs,$ $J\rangle\ni 1$ を満たす $R$ のイデアルとする。 このとき，

$\forall k\in \mathbb{N}_{>0},$ $\langle fi\cdot g$ , . . . , $f_{s}\cdot g,$ $J^{k}\rangle=\langle g,$ $J^{k}\rangle$ が成立する。

$\bullet$ $fi$ , . . . , $fs,$ $g\in K[X, y_{1}, . . . , y_{n}]$ を $X$ に関して原始的， $J$ を $K[y1, . . . , y_{n}]$ の極大イデアルで，

$\langle fi$ , . . . , $f_{s},$ $J\rangle\ni 1$ と $\exists i,$ $\langle]_{C_{x}}(f_{i})$ , $J\rangle\ni 1$ を満たすとする。このとき，$G$ が $\langle fi\cdot g$ , . . . , $f_{s}\cdot g,$ $J^{k}\rangle$
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の全次数順序の簡約 Gr\"obner基底ならば，十分大きな $k$ に対し， $g_{k}\sim gcd(fi\cdot g, \ldots, f_{s}\cdot g)$ が

成立する。 ここで，俳は最小の全次数を持つ $G$ の要素である。

3 1変数多項式の場合

本章では，複数のパラメータ (ff) を係数に持つ 1変数多項式環において，与えられた多項式集合 $F=$

$\{fi, \cdots, f_{\ell}\}\subset K[\vec{u}][x_{1}]$ のパラメータによる GCD の場合分け (これをパラメトリック GCD と以後呼ぶ) を

求めるものとする。 この場合， $K[x_{1}]$ は PID (単項イデアル整域) であり， $\langle fi$ , .. . , $f_{s}\rangle=\langle gcd(fi, \ldots, f_{s})\rangle$

が成立するため，Gianni と Tfager の 1985年の結果を使う必要はなく，包括的 Gr\"obner 系計算により，直

接的にパラメトリック GCD を求めることができる。

定義 1(包括的 Gr\"obner系)

$F\subset K[\vec{u}][\vec{x}]=K[u_{1}, . . . , u_{\lambda}][x_{1}, . . . , x_{l}],$ $S\subset K^{\lambda}-$ に対し， $G=\{(A_{1}, G_{1}), . . . , (A_{r}, G_{r})\}$ が次の 3つを満

たすとき， $F$ の $S$ 上の包括的 Gr\"obner系 (CGS) と呼ぶ。 1) $\forall\vec{\omega}\in A_{i},$ $\sigma_{\vec{\omega}}(G_{i})$ は， $\langle\sigma_{\vec{\omega}}(F)\rangle\subset\overline{K}[\vec{x}]$ の

Gr\"obner基底である，2) $G_{1}$ , . . . , $G_{r}\subset K[\tilde{u}][\vec{x}]$ , 3) $A_{1}$ , . . . , $A_{r}\subset K^{\lambda}-$ は，代数的に構成可能で $S=\cup A_{i}$

を満たす。 $\triangleleft$

定義 2(極小 CGS)

$F\subset K[\vec{u}][\vec{X}\rfloor=K[u_{1}, . . . , u\lambda][x_{1}, . . . , x\ell],$ $S\subset K^{\lambda}-$ に対し，その $CGS$ である $G=\{(A_{1}, G_{1}), . . . , (A_{r}, G_{r})\}$

が次の 3つも満たすとき，極小 $CGS$ と呼ぶ。 1) $\forall\vec{\omega}\in A_{i},$ $\forall g\in G_{i},$ $\sigma_{\vec{\omega}}(ht(g))\neq 0$ , 2) $\forall\vec{\omega}\in A_{i},$ $\sigma_{\vec{\omega}}(G_{i})$

は， $\langle\sigma_{\vec{\omega}}(F)\rangle$ の極小 G\"ob 基底である，3) $A_{i}\neq\phi$ かつ，任意の $i\neq j$ に対し $A_{i}\cap A_{j}=\phi$ が成り立つ。 $\triangleleft$

与えられた多項式集合 $F=\{fi, . . . , f_{\ell}\}\subset K[\vec{u}][x_{1}]$ の全次数順序に関する極小 CGS を $\{(A_{1}, G_{1})$ , . . . ,

$(A_{r}, G_{r})\}$ とする。 このとき，各 $G_{i}$ の最小順序多項式を $g_{i}(x_{1},\vec{u})$ とすれば， $\mathcal{G}=\{(A_{1,g_{1})}, . . . , (A_{r}, g_{r})$ } は，
$F$ のパラメトリック GCD を与えることは定義から明らかである。なお，この方法は，Fortuna ら [FGTOI]

でも多少言及されているが，極小 CGS とパラメトリック GCD は同じものではないので注意が必要である。

例 1

$A$bramov ら $[AK93]$ による計算例で使われた以下の多項式に対してパラメトリック $GCD$ を求める。

$f_{1}(x)=x^{2}+(\alpha-1)x+\alpha, f_{2}(x)=(\alpha+1)x^{2}+2\alpha$

Nabeshima[N12] による $CGS$計算アルゴリズムを用い， $F=\{fi, f_{2}\}$ の極小 $CGS$を計算し，それからパラ

メトリック $GCD$ を求めたものが次式である (極小化は手計算による)。

$\{(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}=0\}, x_{1}) , (\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}-1=0\}, x_{1}^{2}+1)$ ,

$(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|3\omega_{1}+2=0\}, x_{1}-2) , (\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|3\omega_{1}^{3}-\omega_{1}^{2}-2\omega_{1}\neq 0\}, 1$

Abramov らの結果 $(\{\{\alpha-1, x^{2}+1\},$ $\{3\alpha^{2}+2\alpha_{\rangle}x+3\alpha\},$ $\{0,1$ とほぼ同じことが確認できる。 $\triangleleft$

例 2

同様に，Abramov ら [AK93]による計算例で使われた以下の多項式に対してパラメトリック $GCD$を求める。

$f_{1}(x)=\alpha x^{3}+(\alpha^{3}-\alpha+1)x^{2}+(\alpha^{2}+2)x+3\alpha^{2}-3,f_{2}(x)=\alpha x^{3}+(\alpha+1)x^{2}+4x+3$

Nabeshima[N12] による $CGS$計算アルゴリズムを用い， $F=\{fi, f_{2}\}$ の極小 $CGS$を計算し，それからパラ

メトリック $GCD$ を求めたものが次式である (極小化は手計算による)。

$\{(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}=0\}, x_{1}+3) , (\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}^{2}-2=0\}, 2x_{1}^{3}+(u_{1}+2)x_{1}^{2}+4u_{1}x_{1}+3u_{1})$ ,

$(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}^{3}-2\omega_{1}\neq 0\}, (u_{1}^{3}-2u_{1})x_{1}^{2}+(u_{1}^{2}-2)x_{1}+3u_{1}^{2}-6$
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最後の組も，簡約表現にすれば，Abrarnov らの結果 $(\{\{\alpha^{2}-2,2x^{3}+(\alpha+2)x^{2}+4\alpha x+3\alpha\},$ $\{\alpha,$ $x+$

$3\},$ $\{0, \alpha x^{2}+x+3\}\})$ と同じであることが確認できる。 $\triangleleft$

3.1 パラメトリック GCD の包括的 Gr\"obner基底に準ずる GCD の存在

パラメータ係数多項式に対する包括的 Gr\"obner系には，附随して，包括的 Gr\"obner基底がある。

定義 3(包括的 Gr\"obner基底)
$F\subset K[\vec{u}][\vec{x}]=K[u_{1}, . . . , u_{\lambda}][x_{1}, . . . , x_{\ell}],$ $S\subset K^{\lambda}-$ に対して， $G\subset K[\vec{u}][\vec{x}]$ が， $F$ の $S$ 上の包括的 Gr\"obner

基底 (CGB) であるとは， $\forall\vec{\omega}\in S,$ $\sigma_{\vec{\omega}}(G_{i})$ が， $\langle\sigma_{\vec{\omega}}(F)\rangle\subset\overline{K}[\vec{x}]$ の Gr\"obner 基底あることを言う。 $\triangleleft$

パラメトリック GCD が極小 CGS から計算可能という事実に際し，パラメトリック GCD の各組を包括的

Gr\"obner基底のように 1つに束ねられるか$\searrow$ という自然な疑問が湧く。 しかしながら，一般に存在しないこ

とが， $fi(x_{1}, u_{1})=x_{1}-u_{1}$ と $f_{2}(x_{1}, u_{1})=x_{1}-1$ に対するパラメトリック GCD から簡単に分かる。 これ

らの多項式のパラメトリック GCD は， $\{(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}=1\}, x_{1}-1)$ , $(\{\omega_{1}\in \mathbb{C}|\omega_{1}\neq 1\}, 1)\}$ である。

もし，1つに束ねられるなら，次の $g(x_{1}, u_{1})\in \mathbb{C}[u_{1}][x_{1}]$ が存在しなければならない。

$g(x_{1}, u_{1})=\{\begin{array}{ll}x_{1}-1 (u_{1}=1) ,1 (u_{1}\neq 1) .\end{array}$

しかし，この性質を満たす多項式は当然存在しない。一方，パラメトリツク GCD に含まれる組の数を最小

化 (常に組の数は 2つ以下) することは，パラメータの数が 1つならば可能である (計算例は省略する)。

4 多変数多項式の場合

本章では，まず，Gianni と Trager の 1985年の結果を次のように若干の改善を行う。

定理 4

$fi$ , . . . , $f_{s},$ $g\in K[x,$ $y\neg=K[x, y_{1}, . . . , y_{n}]$ を $x$ に関して原始的な多項式， $J\subset K[y]$ を極大イデアルで，

$\langle fi$ , . . . , $f_{s},$ $J\rangle\ni 1,$ $\exists i,$ $\langle 1c_{x}(f_{ig})$ , $J\rangle\ni 1$ を満たすとする。 $w_{1}$ を $x$ の重み， $w_{2}$ を $\vec{y}$ に関する全次数に対す

る重みとして， $G$ を， $\langle fi\cdot$
$g$ , . . . , $f_{s}\cdot g,$ $J^{k}\rangle$ の $w_{1},$ $w_{2}$ による重み付き全次数順序に関する Gr\"obner基底と

する (簡約でなくてよい)。 このとき，次のどちらかが満たされるならば， $gcd(fi\cdot g, \ldots, f_{s}\cdot g)\sim\overline{g}$ が成

り立つ。 ここで，9- は， $G$ の重み付き全次数が最小の要素である。

$\bullet$ ( $J^{k}$ の最小全次数) $>t\deg(g)^{2}$

$\bullet$ ( $J^{k}$ の最小全次数) $>(^{\underline{\deg}\Delta 91}w_{2}+ \frac{t\deg(g)}{w_{1}})w\deg_{w_{1)}w_{2}}(g)$

ここで，tdeg $()$ は $x,$ $\vec{y}$に関する全次数，$\deg_{x}()$ は $x$ に関する次数，$t\deg_{\vec{y}}$ は y
$arrow$

に関する全次数，$w\deg_{w_{1},w_{2}}(\cdot)$

は重み付き全次数を表す。 $\triangleleft$

この定理の証明は，Gianni と Trager の論文の意図に沿って可能であり，ここではその概略を示しておく。ま

ず， $\langle fi$ , . . . , $f_{s},$ $J\rangle\ni 1\Rightarrow\langle fi$ , . . . , $f_{s},$ $J^{k}\rangle\ni 1$ と， $9\in\langle fi\cdot g$ , . .., $f_{s}\cdot g,$ $J^{k}\rangle\Rightarrow\langle f_{i}\cdot g)$ . . . , $f_{s9},$ $J^{k}\rangle\supset$

$\langle g,$ $J^{k}\rangle$ であることから， $\langle fi\cdot g$ , . . . , $f_{s}\cdot g,$ $J^{k}\rangle=\langle g,$ $J^{k}\rangle$ を得る。次に， $\overline{g}\in\langle g,$ $J^{k}\rangle\Rightarrow\exists h\in K[x,$ $y\urcorner,$ $\overline{g}\equiv$

$h\cdot gmod J^{k}$ である事実から， $res_{x}(g,\overline{g})\equiv$ Omod $J^{k}$ であること，即ち， $res_{x}(g,\overline{g})\in J^{k}$ を得る。終

結式の次数上限に関して，tdeg $(res_{x}(g,\overline{g}))\leq\deg_{x}(9)t\deg_{\vec{y}}(\overline{g})+\deg_{x}(\overline{g})t\deg_{\vec{y}}(g)$ が成り立つことから．

$\overline{g}\in\langle g,$ $J^{k}\rangle\Rightarrow res_{x}(g,\overline{g})=0$ が得られる。最終的に， $\overline{g}$ が $G$ の重み付き全次数最小の要素であることと，

$g(x,\vec{y})$ が $x$ に関して原始的であることから，定理の主張である $g(x,\vec{y})\sim\overline{g}(x,\vec{y})$ が証明される。
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4.1 パラメトリック GCD の計算方法

定理 4を用いて， $F=\{fi, . . . , fi\}\subset K[\vec{u}][\vec{x}]$ に対するパラメトリック GCD の計算法を提案する。 まず，

Gianni と Trager の 1985年の結果やその改善である定理 4を利用するには，1変数の場合と異なり，いく

つか満たさなければならない条件が存在する。それぞれについて解決方法を述べる。

$\sigma_{\vec{\omega}}(fi)$ , . . . , $\sigma_{\vec{\omega}}(f_{s})$ は $x_{1}$ に関して原始的

原始的部分の取り出しは，再帰的に Parametric GCDを計算することで実現できる。

$\sigma_{\vec{\omega}}(J)$ は極大イデアル

$K$ が代数閉体 $(K=\overline{K})$ ならば，相違なる定数項を持つ $h_{i}(x_{i},\vec{u})$ を $x_{i}$ に関してモニックかつ $\deg_{x:}(h_{i})=$

$1$ と取れば， $\langle h_{2}$ , . . . , $h_{\ell}\rangle,$ $h_{i}\in K[ff]$ $[x_{i}]$ は常に極大イデアルとできる。そうでない場合 $(K\neq\overline{K})$ は，

$\sigma_{\vec{\omega}}(h_{2})$ , . . ., $\sigma_{\vec{\omega}}(h_{\ell})$ :を $K$ 上既約で互いに素に取れば， $\langle h_{2}$ , . . . , $h_{f}\rangle,$ $h_{i}\in K[\vec{u}][x_{i}]$ は常に極大イデア

ルとできる。

$\exists i,$ $\langle 1c_{x_{1}}(\sigma_{\vec{\omega}}(f_{i}))$ , $\sigma_{\vec{\omega}}(J)\rangle\ni 1$

この条件は，パラメータ係数を $K$ の要素に写す Specializationに依存し，一般に保証する $J$ は存在

しない。そのため，新たなパラメータ $v$ を導入し， $K[\vec{u}][\vec{x}]$ を $K[\vec{u}, v][\vec{x}]$ に埋め込み， $v$ で条件の組に

分割し計算を繰り返す必要がある。

$\langle\overline{f}_{1}$ , . . . , $\overline{f_{s}},$ $\sigma_{\vec{\omega}}(J)\rangle\ni 1$

この条件は，いわゆる「法がラッキーか」という問題であり，上の条件と同じく Specializationに依存

するため，満たされない場合は，当該の条件の組のみを再計算する必要がある。なお， $\overline{f_{i}}(\vec{x})\in K[x\urcorner$ :
$\sigma_{\vec{\omega}}(f_{i})$ は， $gcd(\sigma_{\vec{\omega}}(fi), . . ., \sigma_{\vec{\omega}}(f_{s}))$ による余因子で，これは包括的 Gr\"obner 基底や系の計算の枠組

みで求められる。

$\sigma_{\vec{\omega}}(G)$ は重み付き全次数順序に関する Gr\"obner 基底

Gianni と hager による 1985年の結果では，簡約 Gr\"obner 基底であることが求められていたが，定

理 4により簡約条件を外したため，より効率的に計算することが可能となっている。
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