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Abstract

It is known that a membership problem of ideals in a local ring, is solved by local cohomology.
Here, an extended ideal membership algorithm is considered in the ring of convergent power series.
The key of the proposed method is to compute syzygyies in a polynomial ring (global ring) and the
use of local cohomology. It is shown that the problem in a local ring can be solved, efficiently in a
“global ring”. This is an epoch-making method for solving extended ideal membership problems.

1 目的

$\mathbb{C}^{n}$ の原点 $O$ の開近傍を $X$ とし，多項式 $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}\in \mathbb{C}[x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}]$ が $\{a\in X|fi(a)=f_{2}(a)=$

$=f_{s}(a)=0\}=\{O\}$ を満たすと仮定する．このとき，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$ 上でのイデアル

$\mathcal{I}_{O}=\langle fi$ , . . . , $f_{s}\rangle$ の所属問題は， $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ により annihilate される代数的局所コホモロジー類によっ

て解くことが可能である [12, 14].

本稿では，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$ 上において，多項式 $h$ がイデアル $\mathcal{I}_{O}$ に含まれているとき，

$h=p_{1}f_{1}+p_{2}f_{2}+\cdots+p_{s}f_{s}$

となる $p_{1}$ , . . . , $p_{s}\in \mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$ を求める計算法 (拡張 ideal membership アルゴリズム) を紹介する．

また， $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ が係数にパラメータを持つ場合も同様に，パラメータ付き拡張 ideal membership アル

ゴリズムを構成することができることも述べる．

ここで注意すると，多項式環 $\mathbb{C}[x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}]$ 上での拡張 ideal membership 問題は $\langle fi$ , . . . , $f_{s}\rangle$ のグレブ

ナー基底を用いることで解くことが可能である．しかし，本稿では，局所環である収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$

上での拡張 ideal membership 問題を考えているので， $p_{i}$ は幕級数となるので，簡単には求めることができ

ない．
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例えば，多項式 $fi=3x^{2}+2y^{8},$ $f_{2}=16xy^{7}+10y^{9}$ を考える．このとき，多項式環 $\mathbb{C}[x, y]$ 上で $fi,$ $f_{2}$ に

より生成されるイデアル $I=\langle fi,$ $f_{2}\rangle$ を考えると， $xy^{9}\not\in I$ であることは， $I$ のグレブナー基底 $G$ とその $G$

によるノーマルフォームを計算することで確認できる．しかし，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x, y\}$ 上で $fi,$ $f_{2}$ にょり

生成されるイデアル $\mathcal{I}_{o=}\langle f_{1},$ $f_{2}\rangle$ を考えると， $xy^{9}\in \mathcal{I}_{O}$ である．実際，

$xy^{9}$ $=$ $- \underline{8y^{7}}(1-\frac{128}{75}y^{4}+\frac{16384}{5625}y^{8}-\cdots)f_{1}+\frac{15x+16y^{6}}{150}(1-\frac{128}{75}y^{4}+\frac{16384}{5625}y^{8}-\cdots)f_{2}$

15

$= - \frac{8y^{7}}{15}(\sum_{k=0}^{\infty}(-\frac{128}{75})^{k}y^{2^{k}})f_{1}+\frac{15x+16y^{6}}{150}(\sum_{k=0}^{\infty}(-\frac{128}{75})^{k}y^{2^{k}})f_{2}$

$= \frac{-80y^{7}}{2(128y^{4}+75)}f_{1}+\frac{15x+16y^{6}}{2(128y^{4}+75)}f_{2}$

となる．多項式環 $\mathbb{C}[x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}]$ と収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$ では解法は違う．

本稿では，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}\}$ 上での拡張 ideal membership アルゴリズムを紹介すること

を目的とする．本稿で紹介するアルゴリズムは，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x_{1},$ $x_{2}$ , . . . , $x$訂上での問題を，多項式環
$\mathbb{C}[x_{1}, x_{2}, . . . , x_{n}]$ 上で扱い計算するという画期的なアルゴリズムである．

本稿では，第 2章で準備として代数的局所コホモロジー類を復習し，第 3章では先行研究で紹介されて

いる代数的局所コホモロジー類を使った ideal membershipアルゴリズムを復習する．第 4章が本稿の主結

果であり，拡張 ideal membership アルゴリズムについて述べる．

2 準備

代数的局所コホモロジーについては論文 [4, 10, 11, 12, 14] などによって詳しく述べられている．ここで

は，代数的局所コホモロジーを簡単に復習すると共に，本稿で使う記号の定義を紹介する．

本稿では， $X$ を $n$ 変数 $X_{1}$ , . . . , $x_{n}$ の省略形として使い， $0$ を含む自然数の集合を $\mathbb{N}$ として， $\mathbb{C}$ は複素数

体を表す．多項式環 $\mathbb{C}[X]$ に対し， $\mathbb{C}^{n}$ の原点 $O$ のに台をもつ代数的局所コホモロジー $H_{[\circ]}^{n}(\mathbb{C}[X])$ を

$H_{[O]}^{n}( \mathbb{C}[x]):=\lim_{karrow\infty}Ext_{\mathbb{C}[x]}^{n}(\mathbb{C}[x]/\langle x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}\rangle^{k}, \mathbb{C}[x])$

で定める． $\langle x_{1},$
$x_{2}$ , . . . , $x_{n}\rangle$ は $x_{1}$ , . . . , $x_{n}$ が生成する極大イデアルである。

原点に台を持つよな代数的局所コホモロジー $\psi\in H_{[O]}^{n}(\mathbb{C}[X])$ は，すべて

$\psi=\sum_{\lambda\in N^{n}}c_{\lambda}[\frac{1}{x^{\lambda+1}}]$

なる有限和により表現される。ここは， $x^{\lambda+1}=x_{1}^{\lambda_{1}+1}x_{2}^{\lambda_{2}+1}\cdots x_{n}^{\lambda_{n}+1}$ であり， $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})\in \mathbb{N}^{n}$ である．

計算の効率化のために，この有限和を多項式 $\sum c_{\lambda}\xi^{\lambda}$ で表すことにする．ただし，$n$ 変数 $\xi=(\xi_{1}, \xi_{2}, \ldots, \xi_{n})$

はオリジナルの $n$ 変数 $x$ に対応するものとする．多項式 $x^{\alpha}$ と代数的局所コホモロジー類 $\xi^{\lambda}$ の積は

$x^{\alpha}*\xi^{\lambda}:=\{\begin{array}{l}\xi^{\lambda-\alpha}, \lambda_{i}\geq\alpha_{i}, i=1, .. . , n,0, otherwise,\end{array}$

と定義される．だたし， $\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n})\in \mathbb{N}^{n},$ $\lambda-\alpha=(\lambda_{1}-\alpha_{1}, \ldots, \lambda_{n}-\alpha_{n})$ である．多項式と代数的

局所コホモロジー類の積には記号 “
$*$ を使う．
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ある項順序 $\prec$ において，代数的局所コホモロジーが

$\psi=c_{\lambda}+\sum_{\xi^{\lambda}\prec\xi^{\lambda}}c_{\lambda’}\xi^{\lambda’}$

表されるとき，$\xi^{\lambda}$ を先頭項と呼び $ht(\psi)=\xi^{\lambda}$ と表し， $c_{\lambda’}\neq 0$ のとき $\xi\lambda$’を低階項と呼び，$\psi$の低階項の集合を

$LL(\psi)=$ { $\xi^{\lambda’}|\xi^{\lambda’}$ は $\psi$ の低階項}と表す．代数的局所コホモロジー類の集合を $\Psi\subset H_{[O]}^{n}(\mathbb{C}[x])$ とする．この

とき， $\Psi$ の先頭項の集合を $ht(\Psi)=\{ht(\psi)|\psi\in\Psi\}$ で表し， $\Psi$ の低階項の集合を $LL(\Psi)=\cup\{LL(\psi)|\psi\in\Psi\}$

で表すようにする．

3 イデアル所属問題

$\mathbb{C}^{n}$ の原点 $0$ の開近傍を $X$ とし，多項式の集合 $F=\{fi, f_{2}, . . . , f_{s}\}\subset \mathbb{C}[x]$ は $\{a\in X|fi(a)=f_{2}(a)=$

. . . $=f_{8}(s)=0\}=\{O\}$ を満たすとする．このとき， $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ により零化される代数的局所コホモロ

ジーを

$H_{F}=\{\psi\in H_{[O]}^{n}(\mathbb{C}[x])|f_{1}*\psi=f_{2}*\psi=\cdots=f_{s}*\psi=0\}$

とする．このとき， $H_{F}$ は有限次元ベクトル空間になることが知られており，また，ベクトル空間の基底を

計算するアルゴリズムは [4, 14] により述べられている．

ここで，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ 上でのイデアル $\mathcal{I}_{O}=\langle F\rangle$ の所属問題を考える．次の定理より，イデアル所

属問題は $H_{F}$ の基底を利用することで簡単に解くことができる．

定理 1([12, 14]) 項順序を固定する．有限次元ベクトル空間 $H_{F}$ の基底を $\Psi$ とし， $\Psi$ の線形結合での元

が次の形をしているとする

$\xi^{\tau}+ \sum c_{(\tau,\kappa)}\xi^{\kappa}, c_{(\tau,\kappa)}\in \mathbb{C}.$

$\epsilon^{\kappa}\prec\xi^{7}$

このとき，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ 上において，次が成り立つ．

もし， $\xi^{\lambda}\in LL(\Psi)$ ならば， $\mathcal{I}_{O}$ を法として， $x^{\lambda}\equiv$

$\sum$ $C_{(\kappa,\lambda)^{x^{\kappa}}}$ となる．

$\xi^{\kappa}\in ht(\Psi)$

もし， $\xi^{\lambda}\in ht(\Psi)$ ならば，あを法として， $x^{\lambda}\equiv x^{\lambda}$ となる．

もし， $\xi^{\lambda}\not\in LL(\Psi)$ かつ $\xi^{\lambda}\not\in LL(\Psi)$ ならば， $\mathcal{I}_{O}$ を法として， $x^{\lambda}\equiv 0$ となる．

多項式 h $\in \mathbb{C}$国が収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ 上であに所属しているかどうかは，定理 1により $h$ の各項の $\mathcal{I}_{\mathcal{O}}$

を法とする同値関係を計算し，その和がゼロになるかどうかで判定可能である．

例 2 $F=\{3x^{2}y+2xy^{3}+y^{4}, x^{3}+3x^{2}y^{2}+4xy^{3}\}$ からなるイデアル $\mathcal{I}_{O}=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}\{x, y\}$ が $h=x^{4}-6x^{3}y-$

$2xy^{4}$ を含むかどうかを考える．まず， $H_{F}$ の基底を先行研究のアルゴリズム [14] より計算する．ここでは，

変数 $x$ は $\xi$ , 変数 $y$ は $\eta$ に対応し，項順序は全次数辞書式項順序で $\eta\prec\xi$ とする． $H_{F}$ の基底は次となる

$\{$ 1, $\xi,$ $\xi^{2},$
$\eta,$

$\xi\eta,$
$\eta^{2},$ $\xi\eta^{2},$ $\eta^{3},$ $\eta^{4}-\frac{1}{3}\xi^{2}\eta,$ $\xi\eta^{3}-4\xi^{3}-\frac{2}{3}\xi^{2}\eta,$ $\eta^{5}-\frac{1}{3}\xi^{2}\eta^{2}+\xi^{3},$

$\eta^{6}-\frac{1}{3}\xi^{2}\eta^{2}+\frac{7}{33}\xi\eta^{4}+\frac{4}{3}\xi^{4}+\frac{5}{33}\xi^{2}\eta-\frac{14}{99}\xi^{2}\eta^{2}+\frac{14}{33}\xi^{3}\}.$
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したがって，定理 1より， $\mathcal{I}_{O}$ を法としたとき，次の同値関係が成り立つ

$x^{2}y^{2}\equiv-y3$

$16$

$4 7 6$
$xy \equiv 33y$

$4 46$
$x \equiv 3y$

$x^{3}y\equiv y\overline{33}$

5 6

$x^{2}y^{2}\equiv-y\overline{3}-y\overline{99}$

$1 5 146$

$x^{3} \equiv-4xy^{3}+y^{5}+\frac{14}{33}y^{6}$

$x^{2}y \equiv-\frac{1}{3}y^{4}-\frac{2}{3}xy^{3}.$

この同値関係より，

$h \equiv(\frac{4}{3}y^{6})-6(\frac{5}{33}y^{6})-2(\frac{7}{33}y^{6})=0$

となるので， $h$ は $\mathbb{C}\{x, y\}$ では $\mathcal{I}_{O}$ に含まれる．

多項式の係数にパラメータを含む場合にもパラメータ付き代数的局所コホモロジーは計算計算可能であ

る [5, 6, 7]. このパラメータ付き代数的局所コホモロジーを利用することによってパラメータ付き多項式の

場合にもこのイデアル所属問題を同様にして解くことが可能である．

例 3 $F=\{3x^{2}+2txy^{3}+y^{4}, 3tx^{2}y^{2}+5y^{4}+4xy^{3}\}$ からなるイデアル $\mathcal{I}_{O}=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}\{x, y\}$ の所属問題に

ついてみる．ここで， $t$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$はパラメータである．このとき，ベクトル空間 $H_{F}$ の基底を計算するアルゴリズム

は [5, 6, 7] で紹介されており，次のようになる．ここでは，変数 $x$ は $\xi$ に対応し，変数 $y$ は $\eta$ に対応する

とし，項順序は全次数辞書式項順序 $\eta\prec\xi$ である．

任意のパラメータの値に対して， $H_{F}$ の基底は $\{1,$ $\eta,$
$\xi,$ $\eta^{2},$ $\xi\eta,$ $\eta^{3},$ $\xi\eta^{2},$ $\xi\eta^{3}-\frac{4}{5}\eta^{4}+(-\frac{2}{3}t+\frac{4}{15})\xi^{2}\}$ と

なる．

定理 1より，任意のパラメータの値に対して， $\mathcal{I}_{O}$ を法として

$x^{2} \equiv(-\frac{2}{3}t+\frac{4}{15})xy^{3}$

となる．もし， $t \neq\frac{2}{5}$ ならば， $x^{2}\not\in \mathcal{I}_{O}$ となり，もし， $t= \frac{2}{5}$ ならば， $x^{2}\equiv 0mod \mathcal{I}_{\mathcal{O}}$ より， $x^{2}\in \mathcal{I}_{O}$ であ

ることがわかる．

4 拡張 ideal membership アルゴリズム

多項式 $f_{1},$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}\in \mathbb{C}[x]$ が $\{a\in X|fi(a)=f_{2}(a)=\cdots=f_{s}(a)=0\}=\{O\}$ を満たすと仮定する．

多項式 $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ により生成されるイデアルを，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ で考えるとき $\mathcal{I}_{O}$ と表し，多項式

環 $\mathbb{C}[x]$ で考えるとき $I$ と表す．このとき， $I=\mathcal{I}_{O}$ ロ $I_{R}$ となるような， $O\not\in \mathbb{V}(I_{R})$ で $I_{R}\subset \mathbb{C}[x]$ となるイ

デアル玩が存在する．($\mathbb{V}(I_{R})$ はイデアル玩の零点集合を表す．)

ここで，多項式 $h\in \mathcal{I}_{c}$ と仮定する．そうすると， $gh=q_{1}fi+q_{2}f_{2}+\cdots+q_{8}f_{s}\in \mathbb{C}[x]$ となる， $9\in I_{R}$

の元と $q_{1}$ , . . . , $q_{s}\in \mathbb{C}[x]$ が存在する (ただし，原点 $O$ において $g\neq 0$ である). もし， $g,$ $q_{1}$ , . . . , $q_{s}$ が求め

られれば

$h= \frac{q_{1}}{g}f_{1}+\frac{q_{2}}{g}f_{2}+\cdots+\frac{q_{s}}{g}f_{s}$
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となり，収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ 上で拡張 ideal membership 問題が解けたことになる (図 1は計算概要を表す).

図 1: 計算概要

今， $I$の零点として原点以外は座標軸上に零点が存在しないと仮定する．このとき， $g$ は， $\mathbb{C}[x]$ 上での $I$

のグレブナー基底を辞書式項順序で計算することで得られる． $g$ が得られれば $gh,$ $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ の syzygy

を $\mathbb{C}[x]$ 上で計算することより $q_{1}$ , . . . , $q$, を求めることができる．このとき， $gh\in\langle fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}\rangle$ なので，

syzygy加群のグレブナー基底の元の中で， $g$んに対応する部分が定数となるものが存在する．その元を利用

することで，拡張 ideal membership 問題が解ける．この計算方法は，局所環である収束幕級数環 $\mathbb{C}\{x\}$ 上

の問題を多項式環 $\mathbb{C}[x]$ 上の問題として考え $\mathbb{C}[x]$ 上で計算するという画期的なものである．これをまとめ

たものが次のアルゴリズムである。

アルゴリズム (拡張 ideal membershipアルゴリズム)

入力 : $h$ :多項式で $h\in \mathcal{I}_{O},$

出力 $:[p_{1}(x), . . . ,p_{s}(x)]:h= \sum_{i=1}^{s}p_{i}(x)f_{i}.$

1. $9\in I_{R}$ となる $g$ を求める．例えば， $I$ のグレブナー基底を辞書式項順序で計算することで， $g$ を得

ることができる．

2. $gh,$ $fi$ , . . . , $f_{s}$ の syzygy加群のグレブナー基底を計算をする．

3. syzygy 計算より得られたグレブナー基底の中で， $g$んに対応するものが定数 $c$ となるものを選ぶ．

ここで，その syzygy を $[c, q_{1}, q_{2}, \rangle q_{s}]$ とする．

4. 次のように変形する．$h= \frac{q_{1}}{cg}fi+\frac{q_{2}}{cg}f_{2}+\cdots+\frac{q_{s}}{cg}f_{s}$ . したがって， $p_{i}(x)= \frac{q_{i}}{cg}(1\leq i\leq s)$ .

(注意) syzygy の計算は計算量が大きいので， $fi,$ $f_{2}$ , . . . , $f_{s}$ のグレブナー基底 $G$ を拡張グレブナー基底ア

ルゴリズムを使い求め， $gh$ を $G$ で割り算し，拡張グレブナー基底アルゴリズムから

$gh= \sum_{i=1}^{s}q_{i}(x)f_{i}, q_{i}(x)\in \mathbb{C}[x](1\leq i\leq s)$

184



を求める方が効率が良い．ここでは，アルゴリズムの構成・説明をシンプルにするために syzygyという言

葉を使った．

パラメータ付きのグレブナー基底 (包括的グレブナー基底) 計算アルゴリズム，パラメータ付きの syzygy

計算アルゴリズムは存在し ([1, 2, 3, 15 著者により計算機代数システム Risa$/Asir[9]$ に実装されている．

したがって，この方法は $fi$ , . . . , $f_{s}$ がパラメータを含む時にも拡張可能である．

例 4 $F=\{fi=3x^{2}+2y^{8}, f_{2}=10y^{9}+16xy^{7}\},$ $\mathcal{I}0=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}\{x, y\},$ $I=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}[x, y]$ を考える．ベクト

ル空間 $H_{F}$ より， $xy^{9}\in \mathcal{I}_{O}$ であることがわかる．このとき，$H_{F}$ の次元は 18である．今，$\dim(\mathbb{C}[x]/I)=22$

であることは用意に計算できるので，原点以外の零点が $22-18=4$ 個存在する． $I$ のグレブナー基底を

$y\prec x$ となる辞書式項順序で計算すると

$\{12Sy^{15}+75y^{11}, 8y^{7}x+5y^{9}, 3x^{2}+2y^{8}\}$

となり， $y$ のみからなる式を見ると $128y^{15}+75y^{11}=y^{11}(128y^{4}+75)$ より，4点の $y$ 座標は明らかに

$128y^{4}+75=0$ を満たす式である．

ここで， $(128y^{4}+75)xy^{9},$ $fi,$ $f_{2}$ の syzygy を $\mathbb{C}[x, y]$ 上で計算すると

$[0, 16y^{7}x+10y^{9}, -3x^{2}-2y^{8}], [-2, -80y^{7}, 15x+16y^{6}]$

となるので， $-2(128y^{4}+75)xy^{9}+(-80y^{7})fi+(15x+16y^{6})f_{2}=0$ である．したがって，

$xy^{9}= \frac{-80y^{7}}{2(128y^{4}+75)}f_{1}+\frac{15x+16y^{6}}{2(128y^{4}+75)}f_{2}$

となる．

例 $5F=\{f_{1}=3x^{3}y^{5}+txy^{10},$ $f_{2}=5tx^{2}y^{9}+7xy^{11},$ $f_{3}=9x^{4}+6tx^{2}y^{5}+t^{2}y^{10},$ $f_{4}=15tx^{3}y^{4}+21x^{2}y^{6}+$

$5t^{2}xy^{9}+7ty^{11},$ $f_{5}=25t^{2}x^{2}y^{8}+70txy^{10}+49y^{12}\},$ $\mathcal{I}_{O}=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}\{x, y\},$ $I=\langle F\rangle\subset \mathbb{C}[x, y]$ を考える．こ

こで， $t$ はパラメータとする．パラメータ付き代数的局所コホモロジー類の集合 $H_{F}$ より，任意のパラメー

タの値に対して， $x^{2}y^{10}\in \mathcal{I}_{O}$ であることがわかる． $(\mathbb{V}(t)=\{0\}\in \mathbb{C}$ とする． $)$

1. 辞書式項順序 $y\prec x$ で， $I$ の包括的グレブナー基底系を計算すると次となる．

パラメータ $t$ が $V(t)$ に属するとき， $\{x^{4}, x^{3}y^{5}, x^{2}y^{6}, xy^{11}, y^{12}\}$ がグレブナー基底となる。

パラメータ $t$ が $\mathbb{C}\backslash \mathbb{V}(t)$ に属するとき， $\{25t^{3}y^{14}+147y^{13},$ $210ty^{10_{X}}-25t^{3}y^{13}+147y^{12},$ $3y^{7}x^{2}+$

$ty^{12},$ $15ty^{4}x^{3}+21y^{6}x^{2}+5t^{2}y^{9}x+7ty^{11},$ $9x^{4}+6ty^{5}x^{2}+t^{2}y^{10}\}$ がグレブナー基底となる。

ここで，パラメータ $t$ が $\mathbb{V}$(t) に属するとき，グレブナー基底に $x^{2}y^{6}$ の元があるので，$x^{2}y^{10}=y^{4}(x^{2}y^{6})$

と表すことができ拡張グレブナー基底アルゴリズムより拡張 ideal membershipは解くことが可能で

ある．実際 パラメータ $t$ が $\mathbb{V}(t)$ に属するときは，

$x^{2}y^{10}=0 \cdot f_{1}+0\cdot f_{2}+0\cdot f_{3}+\frac{1}{21}y^{4}\cdot f_{4}+0\cdot f_{5}$

と表すことができる．

パラメータ $t$ が $\mathbb{C}\backslash \mathbb{V}(t)$ に属するときを考える．このとき，ベクトル空間 $H_{F}$ の次元は 34である．今，

$\dim$ ( $\mathbb{C}$国/I) $=35$ であることはグレブナー基底から分かるので，原点以外の零点が $35-34=1$ 個存在す

る．グレブナー基底の 1変数 $y$ のみからなる多項式をみると

$25t^{3}y^{14}+147y^{13}=y^{13}(25t^{3}y+147)$

より，残り 1個の情報は $g=25t^{3}y+147$ にある．
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2. $x^{2}y^{10}(25t^{3}y+14)$ , $fi,$ $f_{2},$ $f_{3},$ $f_{4},$ $f_{5}$ のパラメータ付き syzygy 加群のグレブナー基底を計算すると，パ

ラメータ $t$ が $\mathbb{C}\backslash V(t)$ に属するとき，次のようになる．

$[[0, 0, O, 0, -5*t*y^{-}4*x-7*y^{-}6, 3*x^{-}2+t*y^{\sim}5],$

$[0, 0, 0, -5*t*y^{-}4*x-7*y^{-}6,3*x^{-}2+t*y^{arrow}5,0],$

$[0, 0, -25*t^{-}3*y^{\sim}2-147*y,0, -35*t*y^{-}4, 21*x+5*t^{-}2*y^{-}3],$

$[0, -25*t^{-}3*y^{-}2-147*y, 0, -35*t*y^{-}4,21*x+5*t^{-}2*y^{\sim}3,0],$

$[-1, -35*t*y^{-}3, 10*t^{\sim}2*y^{-}2, 0, 7*y^{arrow}4, -t*y^{\sim}3]]$

$x^{2}y^{10}(25t^{3}y+14)$ に対応する部分が定数となるのは， $[-1, -35ty^{3}, 10t^{2}y^{2}, 0, 7y^{4}, -ty^{3}]$ より，次のよ

うに拡張 ideal membership を解くことができる

$x^{2}y^{10}= \frac{-35ty^{3}}{25t^{3}y+147}f_{1}+\frac{10t^{2}y^{2}}{25t^{3}y+147}f_{2}+0\cdot f_{3}+\frac{7y^{4}}{25t^{3}y+147}f_{4}+\frac{-ty^{3}}{25t^{3}y+147}f_{5}.$

以上まとめると，

$\{\begin{array}{ll}V(t) のとき， x^{2}y^{10}=0\cdot f_{1}+0\cdot f_{2}+0\cdot f_{3}+\frac{1}{21}y^{4}\cdot f_{4}+0\cdot f_{5}\mathbb{C}\backslash V(t) のとき， x^{2}y^{10}=\frac{-35ty^{3}}{25t^{3}y+147}f_{1}+\frac{10t^{2}y^{2}}{25t^{3}y+147}f_{2}+0\cdot f_{3}+\frac{7y^{4}}{25t^{3}y+147}f_{4}+\frac{-ty^{3}}{25t^{3}y+147} ん\end{array}$

となる。

本稿では議論をシンプルにするため，仮定として，『多項式の集合 $F$ の原点以外の零点は座標軸上に無い』

として議論を行った．零点が座標軸上にある場合は線形座標変換をすることで同様の議論ができ，拡張 ideal

membership 問題を解くことができる．また，所属する元 $h$ が原点以外の零点を含む場合には，冗長となる

$g$ をんに掛けることになるので，“どの点を含むか” のチェックが必要となる． $h$ が原点以外の他の情報を持

つように $g$ を探し，んに掛ければよい．これらの操作は可能であるが本稿では詳しくは述べない．このこと

は，他の論文に近いうちに詳しく述べる予定である．
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