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Abstract

Based on analysis of the residues of the resolvent, we have proposed an efficient algorithm for
calculating eigenvector(s) of matrices. Our algorithm uses pseudo annihilating polynomials, and
the elements in eigenvector are represented as a polynomial in eigenvalue as a variable, thus we do
not need to find eigenvalues by solving the characteristic equation. We focus on our fundamental
algorithm that calculates an eigenvector of the eigenvalue whose multiplicity is equal to one, and
show results of experiments for test data with matrices of large dimensions.

1 はじめに

これまでに，我々は，レゾルベントの留数解析に基づき，行列の固有ベクトルを効率的に計算する算法を

提案した ([2], [9]). 我々の算法は行列の最小消去多項式候補を用いるものであり，計算される固有ベクトル

の成分は，固有値を変数とする多項式で表され，しかもその次数は，固有値がみたす方程式の次数を超える

ことなく，取りうる最小値になるという特徴をもつ．最小消去多項式候補の算法は，著者 (田島) らによる

レゾルベントの留数解析に基づく効率的な算法が提案されている [3]. また，我々は，この固有ベクトル算

法の実装において，“行列 Horner 法” の効率化 ([4], [5]) や，それらの並列実装 ([4], [6]) も提案している．

その後，我々は，固有ベクトル算法のさらなる拡張を提案し，着目する固有値に属する一般固有ベクトル空

間が，固有ベクトル空間に等しいという条件下で，着目する固有値の特性方程式における重複度が 1より

も大きい場合に固有ベクトルを計算する算法の拡張を提案した ([7], [8]).

本稿では，我々が最初に提案した固有ベクトルの算法 (着目している固有値の重複度が 1に等しい場合

に，その固有値に属する固有ベクトルを計算する算法) [9] に着目し，これまでの実験例よりも大規模な行
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列に対する実験結果を示す．以下，第 2章では，問題設定およびその解法について復習する．第 3章では，

今回新たに与えた問題例 (行列) に対する実験結果を示す．

2 問題設定と固有ベクトルの算法

行列 $A$ を有理数体 $K=\mathbb{Q}$ 上の $n$ 次正方行列とし， $E_{n}$ を $n$ 次単位行列とする．$A$ の特性多項式 $\chi_{A}(\lambda)$ は

次式の形で， $K$ 上の既約因数分解があらかじめ求められているものとする:

$\chi_{A}(\lambda)=fi(\lambda)^{m_{1}}f_{2}(\lambda)^{m_{2}}\cdots f_{p}(\lambda)^{m_{p}}\cdots f_{q}(\lambda)^{m_{q}}$ . (1)

本稿で用いるアルゴリズムの目的は，式 (1) のある既約因子 $f_{p}(\lambda)(1\leq p\leq q)$ に対し， $f_{r}(\alpha)=0$ をみたす

$A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に属する固有ベクトルを求めることである．なお，本稿では $m_{p}=1(1\leq p\leq q)$ とする．

$n$ 次列ベクトル $u\in K^{n}$ に対し， $\{p(\lambda)|p(A)u=0\}$ をみたす多項式 $p(\lambda)$ は $K[\lambda]$ のイデアルをな

す．このとき，このイデアルの生成元をベクトル $u$ に関する $A$ の最小消去多項式と呼び， $\pi_{A,u}(\lambda)$ で表

す． $e_{j}=t(0, \ldots, 0,1,0, \ldots, 0)$ を，第 $j$ 成分が 1に等しい $n$ 次単位ベクトルとし，列のインデツクスを

$J=\{1, 2, . . . , n\}$ とする． $e_{j}$ に関する $A$ の最小消去多項式 $\pi_{A,e_{j}}(\lambda)$ は

$\pi_{A,e_{j}}(\lambda)=f_{1}(\lambda)^{l_{j,1}}f_{2}(\lambda)^{l_{j,2}}\cdots f_{p}(\lambda)^{l_{j,p}}\cdots f_{q}(\lambda)^{\iota_{j,q}}, 0\leq l_{j,p}\leq m_{p}, j\in J$ (2)

と表される．

本稿では，固有ベクトルの計算に， $ej$ に関する $A$ の “最小消去多項式候補” $\pi_{A,e_{j}}’(\lambda)$ を用いる． $\pi_{A,e_{j}}’(\lambda)$

は

$\pi_{A,e_{j}}’(\lambda)=f_{1}(\lambda)^{l_{j,1}’}f_{2}(\lambda)^{l_{j,2}’}\cdots f_{p}(\lambda)^{l_{j,p}’}\cdots f_{q}(\lambda)^{l_{j,q}’}$ (3)

と表される．ここに，我々の $\pi_{A,e_{j}}’(\lambda)$ の求め方より， $\pi_{A,e_{j}}’(\lambda)$ の各既約因子の多重度は $0\leq l_{j_{p}}’,\leq l_{j,p}$ を満

たすことに注意する．

以下， $i\in J$ に対し， $\pi_{A,e_{j}}(\lambda)$ を $A$ の第 $j$ 列の最小消去多項式”, $\pi_{A,\epsilon_{j}}’(\lambda)$ を $(\langle A$ の第 $j$ 列の最小消去

多項式候補” と呼ぶことにし，それぞれ $\pi_{A,j}(\lambda)$ および $\pi_{A_{)}j}’(\lambda)$ で表す．また， $f_{p}(\lambda)$ を因子にもつような

$\pi_{A,j}(\lambda)$ , $\pi_{A,j}’(\lambda)$ に対し，それぞれ $gj_{P}(\lambda)=\pi_{A,j}(\lambda)/f_{p}(\lambda)$ , $g_{j_{P}^{-}}’,(\lambda)=\pi_{A,j}’(\lambda)/f_{p}(\lambda)$ とおく．

$f_{p}(\lambda)$ に対し，2変数多項式 $\Psi_{p}(x, y)$ を

$\Psi_{p}(x, y)=\frac{f_{p}(x)-f_{p}(y)}{x-y}$ . (4)

で定める．このとき， $\psi_{p}(x, y)$ は変数 $y$ に関して $\deg(f_{p})-1$ 次の多項式であることに注意する．

このとき，以下の命題が成り立つ．

命題 1

$\chi_{A}(\lambda)$ , $f_{p}(\lambda)$ , $\Psi_{p}(x, y)$ , $\pi_{A,e_{j}}(\lambda)$ , $9j,p(\lambda)$ を上記で与えられる多項式とする．このとき，列ベクトル $\rho(\lambda)$

を

$\rho(\lambda)=\Psi_{p}(A, \lambda.E)g_{j,p}(A)e_{j}$

によって定めると， $f_{p}(\alpha)=0$ をみたす $A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に対し，列ベクトル $\rho(\alpha)$ は

ル $\rho(\alpha)=\alpha\cdot\rho(\alpha)$ ,

をみたす．すなわち $\rho(\alpha)$ は $A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に属する固有ベクトルである．1
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さて，本稿の算法では，最小消去多項式候補を用いて固有ベクトル計算を行う．よって，与えられた最小

消去多項式候補が，実際に最小消去多項式であることを確認する必要がある．本稿で提案する最小消去多

項式候補を用いた固有ベクトル計算は，以下の流れになる．

1. [固有ベクトル候補の計鯛注目している $A$ の固有値を $\lambda=\alpha,$ $A$ の第 $j$ 列の最小消去多項式候補で

$f_{p}(\lambda)$ を因子にもつものを $\pi_{A,j}’(\lambda)$ , $g_{j_{p}}’,(\lambda)=\pi_{A,j}’(\lambda)/f_{p}(\lambda)$ とおく．このとき

$\rho(\lambda)=\Psi_{p}(A, \lambda E)g_{j,p}’(A)e_{j}$ (5)

を計算する．

2.［最小消去多項式のチェック］$\pi_{A,j}’(\lambda)$ が $A$ の第 $i$ 列の最小消去多項式になるかどうかをチェックする．

具体的には

$\pi_{A,j}’(A)ej=f_{p}(A)g_{j_{p}}’,(A)ej$ (6)

が $0$ に等しくなることを確かめる．

3. もし (6) が成り立つのであれば，(5) の $\rho(\lambda)$ を $A$ の固有ベクトルとして出力する．

上記の手順で $\rho(\lambda)$ が 1つ求まると， $f_{p}(\alpha)=0$ をみたす任意の $\alpha$ に対し， $\rho(\alpha)$ は $A$ の固有値 $\lambda=\alpha$ に

属する固有ベクトルを表すことに注意する．

上記の手順の中で，固有ベクトル候補 $\rho(\lambda)$ を先に計算するのは，以下の理由による．(5) の $\Psi_{p}(A, \lambda E)$

から，Horner 法の 1ステップの計算のみで，(6) の $f_{p}(A)$ が導かれる．この際，行列ベクトル積の Horner

法を用いることで，固有ベクトル計算の効率化が可能になる (詳細は著者らによる先行論文 ([4], [5], [9]) を

参照).

固有ベクトル候補 $\rho(\lambda)$ の計算および最小消去多項式のチェックにかかる時間計算量 $(K$ 上の係数の演算

回数のみを考慮する) は，行列 $A$ の次元を $n$ とするとき

$O(n^{2}\cdot\deg(\pi_{A_{)}j}’))$ (7)

となる [9].

3 実験

上述の固有ベクトルの算法を数式処理システム Risa$/$Asir に実装し，実験を行った．固有ベクトル計算

に必要な諸計算のうち，特性多項式の計算は木村欣司氏による実装 [1] を，最小消去多項式候補の計算は

$taji\lrcorner nat$ パッケージ [4] をそれぞれ利用した．

実験環境は以下の通り:Intel Xeon E5-2690 at 2.90 GHz, RAM $128GB$ , Linux 2.6.32 (SMP).

本稿の実験では，上記の計算量解析より，以下の点について評価することを目的とした．

1. 行列の次元と最小消去多項式の次数がともに増加する状況下での，行列の次元の増加に対する固有ベ

クトルの計算量の増加の振る舞い．

2. 行列の次元が一定の状況の下での，最小消去多項式の次数の増加に対する固有ベクトルの計算量の増

加の振る舞い．
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3.1 実験 1:行列の次元の増加に伴う固有ベクトルの計算量の変化

本実験では，行列の次元と最小消去多項式がともに増加する場合における固有ベクトルの計算量の変化

を調べた．

3.1.1 テスト用行列の生成と実験

本実験では，固有ベクトルを計算するためのテスト用正方行列 $A$ を，ブロツク下三角行列

$A=(a_{ij})=(\begin{array}{llll}A_{1} OA_{1} A_{2} \vdots \vdots \ddots A_{1} A_{2} \cdots A_{8}\end{array})$ (8)

の形で与えた． $A$ の要領は以下の通りである．

$\bullet$ $A$ の各ブロック $A_{1}$ , . . . , $A_{8}$ は $s$ 行 $s$ 列とし， $s$ を 16,32, 48, . . . と 128まで 16ずつ増加させた．これ

により， $A$ の次元を 128, 256, 384, . . . , 1024と変化させた．

$\bullet$ $A$ の各ブロック $A_{1}$ , . . . , $A_{8}$ の各成分 $a_{ij}$ は， $|a_{ij}|<10$ なる整数で無作為に与えた (ランダムな整数

の生成には，Risa/Asir付属ライブラリの lin-alg.randomnat を用いた).

$\bullet$ $A$ の特性多項式 $\chi_{A}(\lambda)$ は無平方．すなわち， $1\leq i\neq j\leq 8$ に対し，各ブロツク $A_{i}$ と $A_{j}$ の特性多項

式 $\chi_{A_{:}}(\lambda)$ と $\chi_{A_{j}}(\lambda)$ は共通因子をもたない．

行列 $A$の次元が $8s$ のとき， $A$の第 $j$ 列最小消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda)$ の次数は，$ms<i\leq(m+1)s(0\leq m<8)$

に対して $(8-m)s$ であることに注意する．すなわち，第 $j$ 列がブロック $A_{1}$ 内にある場合は $\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=$

$\dim(A)$ であるのに対し，第 $j$ 列がブロック $A_{8}$ 内にある場合は $\deg(\pi A,j(\lambda))=\dim(A)/8$ である．

実験では，最小消去多項式の次数が最も大きい場合として，行列 $A$ の次元に等しい場合 (すなわち

$\deg(\pi A,j(\lambda))=\dim(A)$ の場合), および，最小消去多項式の次数が最も小さい場合として， $\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=$

$\dim(A)/8$ の場合の固有ベクトルの計算時間とメモリ使用量を測定した．計算時間は，ガーベジコレクショ

ン等の時間を除く計算時間で，最小消去多項式の次数が等しい 5列に対する計算時間を計測し，それらの

平均値を求めた．

3.1.2 実験結果

実験結果として、最小消去多項式の次数が最も大きな場合 $(\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=\dim(A))$ の結果を表 1, 図 1,

図 2に，最小消去多項式の次数が最も小さな場合 $(\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=\dim(A)/8)$ の結果を表 2, 図 3, 図 4に

それぞれ示す．各表において，メモリ使用量の数値の表記は $a\cross 10^{b}$ を ‘ $aeb$ と表していることに注意．

図 1-4において， $x$軸は $\dim(A)$ を表し， $y$軸は計算時間 (秒) またはメモリ使用量 (bytes) を表す．図 2, 4

において， $y$ 軸のメモリ使用量の数値の表記は， $a\cross 10^{b}$ を ‘ $aEb$ と表していることに注意．

実験結果を見る限り，行列 $A$ の次元の増加に伴う計算時間の増加の程度は，理論的な計算量 (7) よりも

大きい ($O(n^{4})$ 程度と見積もられる). この理由の一つとして，行列の次元の増加に伴い，最小消去多項式

の次数も増加し，その影響で，行列の各成分も大きくなることが計算量に影響を及ぼしている可能性が考

えられる．
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3.2 実験 2

本実験では，行列の次元が一定の下で，計算される最小消去多項式候補の次数の増加に対する固有ベクト

ルの計算量の増加を調べた．

テスト用行列として，第 3.1節と同じく，式 (8) の行列 $A$ を与えた． $A$ の次元としては 128 $(s=16)$ お

よび 1024 $(s=128)$ の 2つの場合で実験を行った．上でも述べたが，行列 $A$ の次元が $8s$ のとき， $A$ の第

$j$ 列の最小消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda)$ の次数は， $ms<i\leq(m+1)s(0\leq m<8)$ に対して $(8-m)s$ であること

に注意する．本実験では，最小消去多項式 $\pi_{A,j}(\lambda)$ の次数が $s,$ $2s$ , . . . , $8s$ のもとで，固有ベクトルの計算時

間とメモリ使用量を測定した．いずれの場合も，計算時間については，第 3.1節と同じ要領で，最小消去

多項式の次数が等しい 5列に対する計算時間を計測し，それらの平均値を求めた．

3.2.1 実験結果

実験結果として，$\dim(A)=128$ の場合の結果を表 3, 図 5, 図 6に，$\dim(A)=1024$ の場合の結果を表 4,

図 7, 図 8にそれぞれ示す．各表において，メモリ使用量の数値の表記は $a\cross 10^{b}$ を $aeb$” と表しているこ

とに注意．図 5-8において， $x$ 軸は $\dim(A)$ を表し， $y$ 軸は計算時間 (秒) またはメモリ使用量 (bytes) を

表す．図 6, 8において， $y$ 軸のメモリ使用量の数値の表記は， $a\cross 10^{b}$ を ‘ $aEb$ と表していることに注意．

実験結果を見る限り，最小消去多項式候補 $\pi_{M,j}$ の次数の増加に伴う計算時間の増加の程度は，理論的な

計算量 (7) よりも大きい $(O(\deg(\pi_{M,j}’)^{3})$ 前後 $)$ . この理由の考察は今後の課題の一つであるが，本稿の算
法で固有ベクトルを計算する際には，最小消去多項式候補の次数がより小さい程，計算がより効率的にな

ることがわかる．

4 まとめ

本稿では，レゾルベントの留数解析に基づく行列の固有ベクトル算法において，着目している固有値の重

複度が 1に等しい場合に，その固有値に属する固有ベクトルを計算する算法を取り上げ，これまでの実験例

よりも大規模な行列に対する実験結果を示した．実験結果より，行列の次元が大きな場合は，最小消去多項

式候補の次数がより小さい程，計算がより効率的になることを示した．

今後の課題の一つとして，実験結果では，行列の次元や最小消去多項式の次数の増加に伴う計算量の増加

が，理論的な見積もりよりも大きいので，その解析が望まれる．これまでの理論的な計算量の見積もりは，

体 $K$ 上の演算回数のみに基づいているが，行列の次元が大きくなると，各成分の絶対値も大きくなるため，

計算機上の整数の多倍長演算による計算量も大きくなる．よって，固有ベクトルの成分に現われる数値の大

きさを見積もった上で，それらの計算量を見積もる必要があるものと思われる．

今回の実験において，行列ベクトル積の Horner法は素朴な方法のみ用いたが，著者らによる拡張 Horner

法 ([4], [5]) を用いることにより，計算効率の改善が可能である．
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表 1: $\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=\dim(A)$ の場合の計算結果．詳細は第 3.1章を参照．

$\dim(A)$

図 1: 表 1の計算時間のグラフ．詳細は第 3.1章を参照．

dlm(A)

図 2: 表 1のメモリ使用量のグラフ．詳細は第 3.1章を参照．
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表 2: $\deg(\pi_{A,j}(\lambda))=\dim(A)/8$ の場合の計算結果．詳細は第 3.1章を参照．

$\dim(A)$

図 3: 表 2の計算時間のグラフ．詳細は第 3.1章を参照．

$\dim(A)$

図 4: 表 2のメモリ使用量のグラフ．詳細は第 3.1章を参照．
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表 3: $\dim(A)=128$ の下で，最小消去多項式候補の次数が増加した場合の計算時間．詳細は第 3.2節を参照．

16 32 48 64 80 96 112 128

Degree of pseudo annihilator polynomial

図 5: 表 3の計算時間のグラフ．詳細は第 3.2節を参照．

Degree of pseudo $annihi\ovalbox{\tt\small REJECT} atorpo/ynomia\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 6: 表 3のメモリ使用量のグラフ．詳細は第 3.2節を参照．
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表 4: $\dim(A)$

参照．

$=1024$ の下で，最小消去多項式候補の次数が増加した場合の計算時間．詳細は第 3.2節を

Degree of pseudo annlhilat ng $po/ynomia\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 7: 表 4の計算時間のグラフ．詳細は第 3.2節を参照．

Degree of pseudo annihilating polynomia/

図 8: 表 4のメモリ使用量のグラフ．詳細は第 3.2節を参照．
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