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1 はじめに

体 $K=Q$ 上の $n$ 次正方行列 $A$ を考えよう．いま，行列 $A$ のある固有値 $\lambda$ に注目する． $\lambda$ の定義多項

式 $f(x)$ は行列 $A$ の特性多項式 $\chi_{A}(x)$ の既約因子となっている．行列 $A$ をベクトル空間 $C^{n}$ における線

型変換とみて，線型変換 $A-\lambda$ のカーネル $E(\lambda)=\{.v\in C^{n}|(A-\lambda)v=0\}$ を $\lambda$ に関する固有ベクトル

空間とよぶ．一方，線形変換 $A-\lambda$ によって不変な最大の真部分ベクトル空間 $V(\lambda)\subset C^{n}$ を $\lambda$ に関する

一般固有ベクトル空間とよぶ．本研究では，行列 $A$ の特性多項式 $\chi_{A}(x)$ が既知のとき，一般固有ベクトル

空間 $V(\lambda)$ の基底の効率的に構成するアルゴリズムを与える．

数式処理システム上での効率的計算のために注意しておきたいことは，われわれが求める対象は，C-ベ

クトル空間 $V(\lambda)$ の基底ではあるが，それを $K$ における計算のみを用いて実現したいということである．

多項式を要素として含む行列の演算や多項式の乗算・除算は，数のそれにくらべてずつと計算量が大きいこ

とはよく知られている．したがって多項式を要素として含む行列の掃き出しなどは，効率的算法にはそぐわ

ない．われわれはその目的を達成するための手法として，最小消去多項式を用いる．本研究は，一般固有ベ

クトル空間の構造，すなわち正方行列 $A$ のジョルダン鎖を求める算法 ([4, 1, 2]) から発展したものである．

2 最小消去多項式とその性質

正方行列 $A\in M_{n}(K)$ の最小多項式 $\pi_{A}(x)$ は，イデアル $\{f(x)\in K[x]|f(A)=O\}\subset K[x]$ のモニツク

な生成元であって，どのような列ベクトル $u\in K^{n}$ に対しても， $\pi_{A}(A)u=0$ を満たす．逆に列ベクトル

$u\in K^{n}$ に対し，イデアル Ann$K[x](A, u)=\{f(x)\in K[x]|f(A)u=0\}\subset K[x]$ を考え，そのモニツクな

生成元をベクトル $u$ に関する $A$ の最小消去多項式と呼び， $\pi_{A,u}(x)$ で表わす．第 $i$ 基本ベクトル $e_{i}$ に関

する最小消去多項式 $\pi_{A,i}(x)=\pi_{A,e_{j}}(x)$ を第 $i$ 基本最小消去多項式と呼ぶ．その定義から，次が従う．
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補題 1. 最小消去多項式に関して次が成り立つ．

(1) $\pi_{A,u}(x)$ は $\pi_{A}(x)$ を割 $\# g$ きる．

(2) すべての基本最小消去多項式の最小公倍多項式は最小多項式と一致する．

さらに，行列 $A$ の固有値 $\lambda$ に着目すると，次のことも容易に得られる．

補題 2. $f(x)$ を固有値 $\lambda$ の最小多項式とする．このとき

(1) 既約多項式 $f(x)$ について， $\pi_{A}(x)=f(x)^{m}h(x)$ ならば， $f(x)^{m}$ で割りきれる基本最小消去多項式が

存在する．

(2) 既約多項式 $f(x)$ について， $\pi_{A,i}(x)=f(x)^{m}g(x)$ ならば， $p=g(A)e_{i}$ の最小消去多項式は $\pi_{A,p}=$

$f(x)^{k}$ である．

(3) $\Psi_{f}(A, \lambda E)(A-\lambda E)=f(A)$ を満たす対称多項式 $\Psi_{f}(x, y)\in K[x, y]$ が存在する．

3 一般固有ベクトル空間の性質

以下，固有値 $\lambda$ の最小多項式 $f(x)$ について， $\pi_{A}(x)=f(x)^{m}h(x)$ , $gcd(f, h)=1$ が成り立つとする．

このとき，固有値 $\lambda$ に付随する一般固有ベクトル空間は，

$V(\lambda)=\{u\in C^{n}|(A-\lambda)^{m}u=0\}$

であることに注意しよう． $V^{(k)}(\lambda)=\{u\in C^{n}|(A-\lambda E)^{k}u=0\},$ $(1\leq k\leq m)$ と置くと， $V(\lambda)$ は，

$E(\lambda)=V^{(1)}(\lambda)\subset V^{(2)}(\lambda)\subset\cdots\subset V^{(m)}(\lambda)=V(\lambda)$

といった構造をもつことが分かる．この構造にそって基底を構成することが目標である．

一方，K-ベクトル空間

$kerf(A)^{m}=\{u\in K^{n}|f(A)^{m}u=0\}$

を考える． $kerf(A)^{m}$ は次の構造をもつ．

$kerf(A)\subset kerf(A)^{2}\subset\cdots\subset kerf(A)^{m}$

最小消去多項式の定義から， $\pi_{A_{\}}p}(x)=f(x)^{k}$ であることと， $p\in kerf(A)^{k}\backslash kerf(A)^{k-1}$ であることは同

値である．しかも $v=\Psi_{f}(A, \lambda E)^{k}p$ は，補題 2より，

$v\in V^{(k)}(\lambda)\backslash V^{(k-1)}(\lambda)$

を満たす．実際， $kerf(A)^{m}$ と $V(\lambda)$ には次の関係がある．

補題 3. C-ベクトル空間としての同型 $kerf(A)^{m}\otimes C\simeq V(\lambda)$ が存在する．

この補題より，一般固有ベクトル空間 $V(\lambda)$ の基底を構成するには，

(1) $kerf(A)^{m}$ の基底を構成する．

(2) $V(\lambda)$ の基底を構成する．

の 2段階で実行可能であることが分かる．
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4 $kerf(A)^{m}$ とクリロフ巡回部分空間

この節では，K-ベクトル空間 $kerf(A)^{m}$ の構造を調べていくこととする． $\deg f(x)=d$ と置く．いま，

$p\in kerf(A)^{m}\backslash kerf(A)^{m-1}$ をとると，その最 z」$\backslash$消去多項式は $f(x)^{m}$ に等しい． $A$ と $f(A)$ が可換であ

ることから， $p,$ $Ap,$ $A^{2}p$ , . . . はすべて $kerf(A)^{m}$ に属する． $p$ が生成するクリロフ巡回部分空間

$L_{A}(p)= \sum_{i\geq 0}KA^{i}p=Kp\oplus KAp\oplus\cdots\oplus KA^{md-1}p\subset kerf(A)^{m}\subset K^{n}$

を考えよう． $f(A)^{k}p\in kerf(A)^{m-k}$ に注意して，記号

$S(q)=Kp\oplus KAp\oplus\cdots\oplus KA^{d-1}p,$ $(q\in K^{n})$

を導入すると，直和分解

$L_{A}(p)$ $=$ $S(p)\oplus S(f(A)p)\oplus S(f(A)^{2}p)\oplus\cdots\oplus S(f(A)^{m-1}p)$

$= S_{1}(p)\oplus S_{2}(p)\oplus S_{3}(p)\oplus\cdots\oplus S_{m}(p)$

が得られる．ただし， $S_{k}(p)=S(f(A)^{k-1}p)$ とする．しかも，

$S_{m-k+1}(p)\oplus\cdots\oplus S_{m}(p)=L_{A}(f(A)^{k}p)\subset kerf(A)^{k}$

であることも容易に分かる．つまりこの直和分解は $kerf(A)^{m}$ の構造にそっている．また，$L_{A}(p)=S_{1}(p)\oplus$

$L_{A}(f(A)p)$ であるから， $S_{1}(p)$ の基底を構成する手続きと， $L_{A}(f(A)p)$ の生成系を得る手続きが実現でき

れば，帰納的に， $L_{A}(p)$ の基底も構成できる．これは補題 2から得られる $p\in kerf(A)^{m}\backslash kerf(A)^{m-1}$ か

ら出発して， $kerf(A)^{k}$ の基底を有理数計算のみで得ることを意味する．

次に，基本最小消去多項式から $kerf(A)^{m}$ の基底を構成する方法を述べる．すべての基本最小消去多項

式とその既約分解が既知であるとし， $\pi_{A,i}(x)=f(x)^{m}\cdot g_{i}(x)$ と表す． $f(x)$ と $g_{i}(x)$ は互いに素であるとす

る．また， $p_{i}=g(A)e_{i}$ としよう．すると， $\pi_{A,p:}=f(x)^{m}$:である．記号， $J_{k}=\{i|m_{i}=k\}$ を導入する

と，添字集合の分解

$\{$ 1, 2, $n\}=J_{0}\cup J_{1}\cup\cdots\cup J_{m}$

が得られる．線型変換 $f(A)^{m-1}$ による $kerf(A)^{m}$ の像は
$f(A)^{m-1}( kerf(A)^{m})=\sum_{i\in J_{m}}Kp_{i}$

である．この

とき，完全系列

$0arrow kerf(A)^{m}arrow f(A)^{m-1}f(A)^{m-1}(kerf(A)^{m})arrow^{f(A)}0$

が存在するので， $kerf(A)^{m}$ における $kerf(A)^{m-1}$ の補空間の基底を求めるには， $f(A)^{m-1}(kerf(A)^{m})$

の基底を調べればよい．ベクトルの集合 $\{f(A)^{m-1}p_{i}|i\in J_{m}\}$ に対して，掃出しを実行すると，添字の

ある部分集合 $J_{m}’\subset J_{m}$ により， $\{f(A)^{m-1}p_{i}|i\in J_{m}’\}$ は $f(A)^{m-1}(kerf(A)^{m})$ の基底となる．よって，

$\{p_{i}|i\in J_{m}’\}$ が求める補空間の基底である．さらに， $p_{j}(j\in J_{m}\backslash J_{m}’)$ に対しては線形関係式

$[f(A)^{m-1}p_{j}+ \sum_{i\in J_{n}’}c_{ji}f(A)^{m-1}p_{i}]=f(A)^{m-1}[p_{j}+\sum_{i\in J_{m}’}c_{ji}p_{i}]=0$

が存在するということだから， $pj+ \sum_{i\in J_{n}’}$ cjipi $\in kerf(A)^{m-1}$ であり，

$\{p_{j}+\sum_{i\in J_{m}’}$ cjipi $|j\in J_{m}\backslash J_{m}’\}\cup\{p_{k}|k\in J_{m-1}\}$
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が $kerf(A)^{m-1}$ を張ることが分かる．よって， $kerf(A)^{m}$ に対して行った手順が $kerf(A)^{m-1}$ に対しても

実行できる．これまでに述べた手続きを順番に繰り返すことで，

$kerf(A)\subset kerf(A)^{2}\subset\cdots\subset kerf(A)^{m}$

に対応する $kerf(A)^{m}$ の基底が構成される．

5 一般固有ベクトル空間 $V(\lambda)$ の基底

前節までの議論で， $kerf(A)^{m}$ の基底を構成できることが分かった．また，対応

$kerf(A)^{k}\backslash kerf(A)^{k-1}\ni p\mapsto\Psi_{f}(A, \lambda E)^{k}p\in V^{(k)}(\lambda)\backslash V^{(k-1)}(\lambda)$

により，一般固有ベクトルの構成法も分かつている．しかしながら， $kerf(A)^{m}$ と $V(\lambda)$ は同じものではな

く，係数拡大による同型 $kerf(A)^{m}\otimes C\simeq V(\lambda)$ であるので， $V(\lambda)$ の基底構成には注意を要する．このこ

とを再びクリロフ巡回部分空間に戻って説明しよう．

直和分解 $L_{A}(p)=S_{1}(p)\oplus\cdots\oplus S_{m}(p)$ に注意しよう．成分 $S_{m}(p)$ は， $q=f(A)^{m-1}p$ とすれば，

$S_{m}(p)=S(q)= \bigoplus_{i=0}^{d-1}KA^{i}q$

と表される． $q$ に対応する固有ベクトル $v=\Psi(\lambda E, A)q$ を考えると，各一次元空間 $KA^{i}q$ には， $CA^{i}v=$

$C\lambda^{i}v=Cv$ が対応するため，$8_{m}(p)\otimes C\simeq Cv$ なる同型が得られる．つまり係数拡大により，$q,$ $Aq$ , . . . , $A^{d-1}q$

は同一視されることとなるので，係数拡大することは，巡回空間を考えることに対応する．よって，基底を
構成する場合は，巡回空間の生成元の合併 $\cup S_{1}(q)$ について掃出しを行わなければならない．(最後に代表

元を選ぶ)

基底に対応することが分かっている $p\in kerf(A)^{k}\backslash kerf(A)^{k-1}$ が与えられているとき，次の手順で $V(\lambda)$

の基底に含まれるベクトルを求める．

(1) $\Psi_{f}(x, y)^{i}$ $mod f(y)$ , $(i=1, \ldots, m)$ を漸化式で求めておく．

$\Psi_{f}(x, y)^{i} mod f(y)=\sum_{j=0}^{\deg f-1}y^{j}a_{ij}(x)$

(2) 次のベクトルを一般固有ベクトルとする．

$v= \Psi_{f}(A, \lambda E)^{k}p=\sum_{j=0}^{\deg f-1}\lambda^{j}a_{kj}(A)p$

最後のステップでは，行列多項式とベクトルの積を拡張ホーナー法で求める．

以上を整理すると，次のアルゴリズムが得られる．
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アルゴリズム 1(一般固有ベクトル空間の基底).

入力: $A$ :正方行列， $\chi_{A}(x)$ :特性多項式， $f(x)$ :固有値 $\lambda$ の最小多項式．

出力: $V(\lambda)$ の基底 $B$

(1) 基本最小消去多項式 $\{\pi_{A,1}(x), . . . , \pi_{A,n}(x)\}$ を計算．

(2) for $i=1$ , . . . , $n$ ; do

$\pi_{A,i}(x)=f(x)^{m}:g_{i}(x)$ かつ $gcd(f(x), g_{i}(x))=1$ のとき，

$p_{i}arrow g_{i}(A)e_{i}$

done

(3) $\{$ 1, . . . , $n\}=I_{0}\cup\cdots\cup J_{m}$ , ここで $J_{k}=\{j|mj=k\}$

(4) for $i=1$ , . . . , $n$ ; do

for $k=0$ , . . . , $m_{i}-1$ ; do
$p_{i}^{(k)}arrow f(A)^{k}p_{i}$

done

done

(5) $W_{m}arrow\emptyset$

for $k=m,$ $m-1,$ $\cdots$ , 1; do

$P’arrow\{p_{i}|i\in J_{k}\}\cup W_{k},$

行列 $(f(A)^{k-1}u)_{u\in P’}$ を掃出して，

$Qarrow\{u\in P’|f(A)^{k-1}u$ は一次独立 $\}$

$W_{k-1} arrow\{w\in K^{n}|w=\sum_{i=1}^{n}c_{i}p_{i}\neq 0, f(A)^{k-1}w=0\},$

行列 $($Cyc1$(f(A)^{k-1}u))_{u\in Q}$ を掃出して，
$R_{\eta}arrow$ {$u\in Q|u$ は消去されなかった}

done

(6) B $arrow\cup$農 l $\{\Psi_{f}(A,\lambda E)^{k}u|u\in R_{i}\}$

6 Example

例 1.

$A=$ $(_{6}^{-5}-3000$ $-130001$ $-2500000$ $-1000001$ $-1100001$ $-120000)$ , $\chi_{A}(x)=f(x)^{3},$ $\pi_{A}(x)=f(x)^{2}$

ただし $f(x)=x^{2}+x+5$ である．このとき基本最小消去多項式は

$\pi_{A,1}(x)=f(x)^{2},$ $\pi_{A,2}(x)=f(x)$ , $\pi_{A,3}(x)=\pi_{A,4}(x)=\pi_{A,5}(x)=\pi_{A,6}(x)=f(x)^{2}$

で与えられる． $f(x)$ の共役な二つの根を $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ とすると， $A$ のジョルダン鎖は，

$A\sim[J_{2}(\lambda_{1})\oplus J_{1}(\lambda_{1})]\oplus[J_{2}(\lambda_{2})\oplus J_{1}(\lambda_{2})]$
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となっている．また， $V(\lambda_{1})$ , $V(\lambda_{2})$ はまったく同一の構造を持ち，

$v_{1}=(\begin{array}{l}1\lambda_{1}0003\end{array}), v_{2}=(\begin{array}{l}25\lambda_{1}+25-125-3\lambda_{1}+1215\lambda_{1}+l5-7575\end{array}), v_{3}=(\begin{array}{ll}\lambda_{1} -9-10\lambda_{1} -50 -3 -6\lambda_{1} 12\lambda_{1}+18 \end{array})$

と置くと， $V(\lambda_{1})$ の基底は $\{v_{1}, v_{2}, v_{3}\}$ で与えられる．しかも， $V^{(1)}(\lambda_{1})=Cv_{1}\oplus Cv_{2}$ となっている．

例 2.

$A=$ $(-1100002$ $-300001$
$-2-50001.$

$-100011$ $-1-2-84602$ $-200041)$ , $\chi_{A}(x)=\pi_{A}(x)=f(x)^{2}g(x)$

ただし $f(x)=x^{2}+x+5,$ $g(x)=x^{2}+1$ とする．このとき基本最小消去多項式は，

$\pi_{A,1}(x)=\pi_{A,2}(x)=f(x)$ , $\pi_{A,3}(x)=\pi_{A,4}(x)=f(x)^{2},$ $\pi_{A,5}(x)=f(x)^{2}g,$ $\pi_{A,6}(x)=g(x)$ ,

である． $f(x)$ の根をそれぞれ $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ で， $g(x)$ の根をそれぞれ $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ で表すとき， $A$ のジョルダン鎖は，

$A\sim J_{2}(\lambda_{1})\oplus J_{2}(\lambda_{2})\oplus J_{1}(\mu_{1})\oplus J_{1}(\mu_{2})$

となっている．また，

$v_{1}=(\begin{array}{l}\lambda_{1}+3-110000\end{array}),$ $v_{2}=(\begin{array}{l}2\lambda_{1}+2-4\lambda_{1}-14\lambda_{1}-9-10\lambda_{1}-500\end{array}),$ $v_{3}=(\begin{array}{l}-3260\mu_{1}00-30\mu_{1}+1615\mu_{1}-8-8\mu_{1}-15\end{array})$

と置くと， $V(\lambda_{1})$ の基底は $\{v_{1}, v_{2}\},$ $V(\mu_{1})$ の基底は $\{v_{3}\}$ で与えられる．また， $V^{(1)}(\lambda_{1})=Cv_{1}$ である．
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