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概要

本稿では，数値積分のひとつである準モンテカルロ積分の研究手法である Koksma-Hlawka
型の不等式に焦点を当てて，効率の良い数値積分を行う手法について述べる．

1準モンテカルロ積分と Koksma-Hlawka型不等式

$s=1$ 次元の関数 $f$ : $[0, 1$ ) $arrow \mathbb{R}$ の数値積分法として，シンプソン則，ガウス則などの効率
的な数値積分が知られている．準モンテカルロ積分は，次元 $s$ の大きな場合に有効な数値積分

法である．この手法では， $[0, 1)^{s}$ 上の与えられた関数 $f(x)$ の積分値 $I(f)$ $:= \int_{[0,1)^{\epsilon}}f(x)dx$

を，人為的に選んだ有限点集合 $\mathcal{P}\subset[0, 1)^{s}$ 上の平均値

$I_{\mathcal{P}}(f):= \frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}f(x)$

によって近似する．効率よく数値積分するために，真の積分値と近似値の積分誤差

Err $(f, \mathcal{P})$ $:=| \int_{[0,1)^{s}}f(x)dx-\frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}f(x)|$

を小さくするような点集合 $\mathcal{P}$ をうまく選び出すことが重要である．これを解決する重要な不
等式が Koksma-Hlawka 型の不等式である．これは積分誤差 Err $(f, \mathcal{P})$ を，関数 $f(x)$ のみに

依存するノルム $N(f)$ と点集合 $\mathcal{P}$ のみに依存する指標 (これは群指標とは関係がないここだ

けの用語) $W(\mathcal{P})$ の積に絶対定数 $C$ をかけた， $C\cdot W(\mathcal{P})\cdot N(f)$ で上から抑えるものである．

式で書けば

Err $(f, \mathcal{P})\leq C\cdot N(f)\cdot W(\mathcal{P})$

となる．ここで $W(\mathcal{P})$ を小さくする点集合 $\mathcal{P}$ を発見できれば，幅広い関数に対して， $\mathcal{P}$ に

よる積分誤差 Err $(f, \mathcal{P})$ を小さくすることができる．前半では，滑らかさを持つ関数たちに対
する具体的な Koksma-Hlawka 型の不等式を紹介し，具体的な指標 $W(\mathcal{P})$ を小さくする点集

合 $\mathcal{P}$ についての既知の結果を述べる．後半では，これらの導出方法を述べる．もし準モンテ
カルロ積分について興味を持たれた方は，準モンテカルロ積分の網羅的説明は，(J.Dick and
F.Pillichshammer (2010) [2]) をみるのがよい．
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1.1 特別な点集合のクラス :デジタルネット

理論的な簡明さから， $\mathcal{P}$ は以下で定義されるデジタルネット (H. Niederreiter (1992) [11]
$)$ と呼ばれる特殊な点集合を用いることが多い．本稿でも，扱う点集合はすべてデジタルネッ
トとする．

定義 1.1 (デジタルネット $\mathcal{P}$). 写像 $\phi$ : $((\mathbb{Z}/b\mathbb{Z})^{n})^{s}arrow[0, 1)^{s}$ を以下で定める．

$A:=( \alpha_{i,j})_{1\leq i\leq s,1\leq i\leq n}\in((\mathbb{Z}/b\mathbb{Z})^{n})^{s}\mapsto(\sum_{j=1}^{n}\alpha_{i,j}b^{-j})_{i=1}^{s}.$

$P$ を $((\mathbb{Z}/b\mathbb{Z})^{n})^{s}$ の部分群とする．この $\phi$ による像 $\phi(P)$ をデジタルネットと呼ぶ． $n$ をデジ
タルネット $\mathcal{P}$ の精度桁という．これは点集合の元を $n$桁まで 2進展開したことを表す．本稿は
簡単のため，以下 $b=2$ とし， $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ は $\mathbb{F}_{2}$ と記述する．このときは $\mathcal{P}$ の個数は， $|\mathcal{P}|=2^{\dim \mathcal{P}}$

で定まる．

$\mathbb{F}_{2}^{n\cross s}$ に自然に入る内積から，デジタルネット $P$ にはその直交空間である $P^{\perp}$ が以下のよ
うに定義される．

定義 1.2 (デュアルネット $\mathcal{P}^{\perp}$ ) . $\mathcal{P}\subset[0, 1)^{s}$ をデジタルネットとする．まず以下で内積 $\langle\cdot|\cdot$):
$[0$ , 1 $)^{s}\cross \mathbb{N}_{0}^{s}arrow \mathbb{F}_{2}$ を定義する．

$\langle x|k\rangle:=\sum_{i=1}^{s}\sum_{j=1}^{\infty}\alpha_{i,j}\beta_{i,j}.$

ここで， $x=(\sum_{j\geq 1}\alpha_{i,j}2^{-j})_{i=1,\ldots,s},$ $k=(\sum_{j>1}\beta_{i,j}2^{j-1})_{i=1,\ldots,s}$ と 2進展開したものを表す．
この内積を用いて $\mathcal{P}$ のデュアルネット $\mathcal{P}^{\perp}-$ を以下で定める．

$\mathcal{P}^{\perp}:=\{k\in \mathbb{N}_{0}^{s}|\langle x|k\rangle=0$ for any $x\in \mathcal{P}\}.$

2滑らかな関数に対する Koksma-Hlawka型不等式

2.1 積分誤差を抑える指標 $W_{\alpha}(P)$

以下 $f^{(N_{1},\cdots,N_{S})}(x):= \frac{\partial^{(N_{1}+.\cdot.\cdot+N_{s})}f}{\partial x_{1}^{N_{1}}\cdot\partial x_{s}^{N_{s}}}(x)$ を表すものとする． $\alpha$ を正の実数とし，任意の

$i=1$ , . . . , $s$ と任意の $N_{i}\leq\alpha$ について， $s$ 次元関数 $f:[0$ , 1 $]^{s}arrow \mathbb{R}$ の偏導関数 $f^{(N_{1},\ldots,N_{S})}$ が

$[0$ , 1 $]^{s}$ 上連続と仮定する．この条件を満たす関数を $\alpha-$スムーズな関数とここではよぶことに
する (J. Dick (2009) [1]).
このとき以下の Koksma-Hlawka 型の不等式が成立する ( $J$ . Dick (2009) [1]).

$|Err(f;\mathcal{P})|\leq C_{s,\alpha}\cdot\Vert f\Vert_{\alpha}\cdot W_{\alpha}(\mathcal{P})$ . (1)

$\Vert f\Vert_{\alpha}$ は，複雑なノルムなのでここでは省略するが，$s=1$ の場合) $\Vert f\Vert_{\alpha}^{2}:=\sum_{i=0}^{\alpha}(\int_{0}^{1}f^{(i)}(x)dx)^{2}+$

$\int_{0}^{1}|f^{(\alpha)}(x)|^{2}dx$ と書ける．例えば， $f(x)=e^{-x}$ の場合， $\Vert f\Vert_{\alpha}=((\alpha+1)(1-e^{-1})^{2}+(1/2-$

$e^{-2}/2))^{1/2}$ である．

Koksma-Hlawka型不等式 (1) の点集合の積分誤差への影響の大きさを表す部分である，指
標 $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ は以下で定まる．

$W_{\alpha}( \mathcal{P}):=\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}2^{-\mu_{\alpha}(k)}.$

ここで，ディック重み $\mu_{\alpha}$ は，以下で定義される．

$\mu_{\alpha}(k):=\sum_{i=1}^{s}\sum_{j\leq\alpha}(b_{i,j}+1)$ .
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ここで $k=(k_{1}, \ldots, k_{s})\in \mathbb{N}_{0}^{s}$ とし， $1\leq i\leq s$ に対して，$k_{i}= \sum_{j_{=1}}^{N_{l}}2^{b_{:,j}}$ とおいた $(b_{i,1}>$

. . . $>b_{i,N_{l}})$ .
ディック重み $\mu_{\alpha}$ の例

$s=2,$ $\alpha=2$ とする．また $k$ を

$k=(\sum_{j\geq 1}\beta_{i,j}2^{j-1})_{i=1,2}$

$\{\begin{array}{l}\beta_{1,1}=1 \beta_{1,2}=1 \beta_{1,3}=1 \beta_{1,4}=1 \beta_{1,5}=0, . . . ,\beta_{2,1}=0 \beta_{2,2}=0 \beta_{2,3}=1 \beta_{2,4}=0 \beta_{2,5}=0, . . . ,\end{array}$

で定める．このとき

$\mu_{2}(k)=(4+3)+3=10.$

である．

ディック重み $\mu_{\alpha}$ の意味

ここでは，この重み関数と積分誤差の関係性を，定性的に説明する．
(1) より，もし $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ が大きくなれば， $\mu_{\alpha}(k)$ が小さな $k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}$ が存在する．

たとえば $s=1$ の場合， $k\in N$ の中で $k=1$ が， $\mu_{\alpha}(k)$ を最小化する． $(\mu_{\alpha}(1)=1)$ . ここでも
し $k=1\in \mathcal{P}^{\perp}$ となれば， $\mathcal{P}$ の各元 $x\in[0$ , 1) について $x=0+\alpha_{2}2^{-2}+\cdots<1/2$ , つまり，

$\mathcal{P}\subset[0$ , 1/2$)$ となるので，Err $(\mathcal{P};f)$ を大きくしてしまう．

以上から， $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ が大きければ，Err $(\mathcal{P};f)$ が大きくなることがわかる．

$W_{\alpha}(\mathcal{P})$ が小さな点集合 $\mathcal{P}$ の存在について

(1) より， $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ が小さな点集合 $\mathcal{P}$ による準モンテカルロ積分によって，Err $(\mathcal{P};f)$ を小さく

することが出来る．そこで $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ が小さな点集合 $\mathcal{P}$ の存在について研究が進められてきた．
$|\mathcal{P}|=N$ のオーダーに関しては， $W_{\alpha}(\mathcal{P})\in O((\log N)^{s\alpha}N^{-\alpha})$ をみたす点集合 $\mathcal{P}$ の存在が

知られている (J.Dick and F.Pillichshammer (2010) [2]).
(1) より，これは $\alpha-$スムーズな関数 $f$ に対して Err $(\mathcal{P};f)\in O((\log N)^{s\alpha}N^{-\alpha})$ を満たす点

集合の存在を示している．

また，このオーダー $W_{\alpha}(\mathcal{P})\in O((\log N)^{s\alpha}N^{-\alpha})$ が $\log N$ の部分を除けば $N$ に関して最

良であることが知られている (I. F. Sharygin (1963) [12]).

このように $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ の倒 $=N$ が大きくなった場合のオーダーは知られていたが，実際に
$W_{\alpha}(\mathcal{P})$ を計算することはそう簡単ではない．これを解決するため， $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ とは異なるが，そ

れに近い量であり計算コストがあまり大きくない WAFOM が定義された．これにより，計算
機でWAFOM の小さな点集合をサーチすることで Err $(\mathcal{P};f)$ を小さくする点集合 $\mathcal{P}$ を見つけ

る手法が可能になった．

2.2 Walsh Figure of Merit : WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$

まず $\alpha=\infty$ の場合にあたる $W_{\infty}( \mathcal{P})=\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}2^{-\mu_{\infty}(k)}$ を考える．ここで $k=$

$(k_{1}, \ldots, k_{s})\in \mathbb{N}_{0}^{s},$ $1\leq i\leq s$ に対して $k_{i}= \sum_{j=1}^{N_{i}}2^{b_{:,j}}(b_{i,1}>\cdots>b_{i,N_{:}})$ とかけば，

$\mu_{\infty}(k)$ $:= \sum_{i=1}^{s}\sum_{j\in N}b_{i,j}+1$ である．

さきほどのディック重みの例で出てきた

$k=(\sum_{j\geq 1}\beta_{i,j}2^{j-1})_{i=1,2}$

$\{\begin{array}{l}\beta_{1,1}=1 \beta_{1,2}=1 \beta_{1,3}=1 \beta_{1,4}=1 \beta_{1,5}=0, . . . ,\beta_{2,1}=0 \beta_{2,2}=0 \beta_{2,3}=1 \beta_{2,4}=0 \beta_{2,5}=0, . . .,\end{array}$

の場合，

$\mu_{\infty}(k)=(4+3+2+1)+3=13$
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となる．

$W_{\infty}(\mathcal{P})$ は，無限和なのでこのままでは計算は有限時間で終わらない．そこで，以下のよ
うな離散化された量Walsh Figure of Merit(WAFOM)
($(b=2)M$ . Matsumoto, M. Saito, and K. Matoba (2014) [9], $(b\geq 2)K.$Suzuki ($2014)[13]$ ) を
考える．

WAFO
$M^{(n)}(\mathcal{P})=\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}(n)\backslash \{O\}}2^{-\mu_{\infty}(k)}.$

ここで $\mathcal{P}^{\perp}(n)$ $:=\{k\in \mathbb{N}_{0}^{s}|k_{i}<2^{n},$ $\langle x|k\rangle=0$ for any $x\in \mathcal{P}\}$

であり，この量は $W_{\infty}(\mathcal{P})$ を近似する．つまり， $W_{\infty}( \mathcal{P})=\lim_{narrow\infty}WAFOM^{(n)}(\mathcal{P})$ がいえる．

WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ は，今から紹介する離散化された Koksma-Hlawlka不等式の上界に登場す
る．その不等式を述べるために， $f:[0, 1)^{s}arrow \mathbb{R}$ の離散化された関数 $f_{n}:[0$ , 1 $)^{s}arrow \mathbb{R}$ を，関数
$f$ を一辺 $2^{-n}$ ごとの立方体の上で平均化した階段関数で定める．このとき， $f_{n}$ の積分値 $I(f_{n})$

はもとの関数 $f$ の積分値 $I(f)$ と同じである．

この離散化された関数んに対する，デジタルネット $\mathcal{P}$ による準モンテカルロ積分誤差 Err $(f_{n};\mathcal{P})$

について，

Err$(f_{n};\mathcal{P})\leq C_{n,s}\cdot||f||_{n}\cdot WAFOM^{(n)}(\mathcal{P})$ . (2)

が成り立つ $((b=2)M$ . Matsumoto, M. $Saito_{\rangle}$ and K. Matoba (2014) [9], $(b\geq 2)K.$Suzuki
$(2014)$ $[13])$ . ここで $\Vert f\Vert_{n}$ は (1) で $\alpha=n$ とおいたノルムである．

いま， $f$ と $f_{n}$ の積分誤差のあいだでは，

Err $(f;\mathcal{P})\leq|I(f)-I(f_{n})|+Err(f_{n};\mathcal{P})+|I_{\mathcal{P}}(f_{n})-I_{\mathcal{P}}(f)|$

という関係があるが，

$\bullet I(f)=I(f_{n})$ である．

$\bullet$ $f$ がリップシツツ連続なら，ある正の定数 $K$ があって， $|I_{\mathcal{P}}(f_{n})-I_{\mathcal{P}}(f)|\leq K\sqrt{s}2^{-n}$ が

成り立つ．

という二つの事実から， $n$ スムーズな関数に対しては，Err $(f;\mathcal{P})-Err(f_{n};\mathcal{P})$ は無視できて，

Err $(f;\mathcal{P})$ はWAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ で抑えられるといってよい．

WAFOM の計算可能性について
前節の $W_{\alpha}(\mathcal{P})$ のオーダーのところで述べたように，WAFOM は $\mathcal{P}$ が与えられたときに簡単
に計算できる．

いま， $\dim \mathcal{P}+\dim \mathcal{P}^{\perp}(n)=\dim(\mathbb{F}_{2}^{n})^{s}=ns$ がいえるので，このまま計算した場合，

WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ の計算は， $|\mathcal{P}^{\perp}(n)\backslash \{O\}|=2^{ns-\dim \mathcal{P}}-1$ 回の $\mu_{\infty}$ の評価が必要となる．例え
ば $s=4$ 次元の積分を， $n=32$ ビットの精度で $2^{\dim \mathcal{P}}=1024$個の元をもつ点集合で準モンテ
カルロ積分を行う場合， $2^{118}$ 回ほどの計算が必要となる．これは大きすぎる．

しかし以下の公式のおかげで，WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ の計算量は激減する $((b=2)M$ . Matsumoto,
M. Saito, and K. Matoba (2014) [9], $(b\geq 2)K.$Suzuki (2014) [13]).

WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})=\frac{1}{\#(\mathcal{P})}\sum_{x\in \mathcal{P}}(\prod_{1\leq i\leq s}\prod_{1\leq j\leq n}(-1)^{ai,j}2^{-j}-1)$ .

ここで和の中の $a_{i,j}$ は， $x=(\sum_{i=1}^{n}a_{i,j}2^{-j})_{1\leq i\leq s}\in \mathcal{P}\subset[0, 1)^{s}$ から定まる．

この公式によれば，WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ は $|\mathcal{P}|=2^{\dim \mathcal{P}}$ 回の $\mu_{\infty}$ の評価が必要となる．さきほ

どの， $s=4$ 次元の積分を， $n=32$ ビットの精度で $2^{\dim \mathcal{P}}=1024$ 個の元をもつ点集合で準モ
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ンテカルロ積分を行う場合，1024回ほどの計算が必要となる．これならば計算機の上で走ら
せることができる．

このことから，積分誤差を小さくする点集合を探し出すために，たくさんのデジタルネッ
ト $\mathcal{P}$ を生成し，その中から WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ をえらぶ戦略が可能になった．実際この戦略を用

いた方法で，滑らかな関数に対する積分誤差を小さくする数値実験も行われている (S. Harase
and R. Ohori (2013) [6], S. Harase (2014) [5]).

WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})$ が小さな点集合 $\mathcal{P}$ の存在について

$|\mathcal{P}|=N$ とする．このとき $N$ のオーダーについては，WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})\in O(N^{-A\log N/s})$ とな

る点集合 $\mathcal{P}$ が存在する $((b=2)$ M.Matsumoto. and T.Yoshiki (2013) [10], $(b\geq 2)$ K.Suzuki
(2014) [13]).

(1) より，これは n-スムーズな関数 $f$ に対して $O(N^{-A\log N/s})$ を満たす点集合の存在を示

している．

また，このオーダー WAFO$M^{(n)}(\mathcal{P})\in O(N^{-A\log N/s})$ が定数 $A$ の部分を除けば $N$ に関
して最良であることが知られている $((b=2)$ T.Yoshiki (2013)[14], $(b\geq 2)$ K.Suzuki (2014)
[13]).

3積分誤差を抑える Koksma-Hlawka不等式の導出

ここでは，Koksma-Hlawka不等式の導出法を簡単に紹介する．まず $k$番目のウォルシュ関

数 walk を以下で定める．

$wa1_{k}(x):=(-1)^{\langle x|k\rangle}.$

ここで内積は定義 1.2で登場したものである．ウォルシュ関数 walkたちは， $L^{2}([0,1)^{s})$ の正

規直交基底であることが知られている． $f$ をこの基底たちを用いて表すウォルシュ展開は，

$f(x)= \sum_{k\in N_{0}^{l}}\hat{f}(k)wa1_{k}(x)$

となる．ここで $k$ 番目のウォルシュ係数 $\hat{f}(k)$ は以下で定まる．

$\hat{f}(k)$
$:= \int_{[0,1)^{\delta}}f(x)$ . walk (x) $dx.$

$\sum_{k\in N}|\hat{f}(k)|<\infty\ \Re^{\backslash }$たす $\Phi\Re$ $f\in C([O, 1]^{s})$ に対しては，ウ $i$ルシュ展開の等式は $[0, 1)^{s}$

の上で–$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

こ $\Psi]Z$する．このとき $f$ の $\mathcal{P}$ による準モンテカルロ積分を考えると，

Err $( \mathcal{P};f)=|\int_{[0,1)^{s}}f(x)dx-\frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}f(x)|$

$=| \hat{f}(0)-\frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}\sum_{k\in N_{0}^{\epsilon}}wa1_{k}(x)\hat{f}(k)|$

$=| \hat{f}(0)-\sum_{k\in N_{0}^{\delta}}\frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}wa1_{k}(x)\hat{f}(k)|$

$=| \sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}j(k)|\leq\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}|j(k)|$

となる．最後の等式は，点集合 $\mathcal{P}$ がデジタルネットの性質から成立する以下の性質 ([2])

$\frac{1}{|\mathcal{P}|}\sum_{x\in \mathcal{P}}wa1_{k}(x)=\{\begin{array}{l}1 (k\in \mathcal{P}^{\perp})0 (k\not\in \mathcal{P}^{\perp})\end{array}$
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からしたがう．
$|\hat{f}(k)|$ の大きさは，前節で取り扱った $\alpha$ スムーズな関数 $f$ については以下で評価される

(J.Dick (2009) [1]).

$|\hat{f}(k)|\leq C_{\alpha,s}\cdot\Vert f\Vert_{\alpha}\cdot 2^{-\mu_{\alpha}(k)}.$

ここで $\mu_{\alpha}$ は前節で定義されたディック重みである．このウォルシュ係数の評価によって，

$| Err(f;\mathcal{P})|\leq C_{s,\alpha}\cdot\Vert f\Vert_{\alpha}\cdot(\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}2^{-\mu_{\alpha}(k)})$ .

つまり，(1) を得る．
最後にこの Koksma-Hlawka 不等式の最近の改良について述べる．
最近著者は， $\alpha$-スムーズな関数 $f$ に対する以下のような $\hat{f}(k)$ の評価を得た (Yoshiki (2014)

[15]).

$|\hat{f}(k)|\leq 2^{-\mu_{a}(k)-\Sigma_{=1}^{\dot{s}}\min(v_{i},\alpha)}\Vert f^{(\min(v_{1},\alpha),\ldots,\min(v_{s},\alpha))}\Vert_{L\infty}.$

ここで $k=(k_{1}, \ldots, k_{s})$ , $k_{i}$ の 2進展開を $k_{i}= \sum_{i=1}^{v_{i}}2^{a_{i,j}}$ とおいた．ここから， $\alpha-$スムーズな

関数に対する以下の改良された Koksma-Hlawka不等式を得る (Yoshiki (2014) [15]).

$| Err(f;\mathcal{P})|\leq\sup_{N_{1}(,\ldots,N_{s})\in N_{0)}^{s}N_{i}\leq\alpha}\Vert f^{(N_{1},\ldots,N_{S})}\Vert_{L\infty}\cdot W_{\alpha}’(\mathcal{P})$ .

ここで $W’( \mathcal{P}):=\sum_{k\in \mathcal{P}^{\perp}\backslash \{O\}}2^{-\mu_{\alpha}(k)-\Sigma_{i=1}^{s}\min(v_{i},\alpha)}$ であり，これは既存の指標 $W_{\alpha}’(\mathcal{P})$ より

も小さい．またこの式はノルムも単純であり， $\alpha$ が有限の場合だけでなく， $\alpha=\infty$ の場合も自
然な拡張ができる．
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