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1 はじめに

1990年代初め頃からどの計算機にも FPU が内蔵されるようになり，IEEE754規格 [11] の倍

精度演算が単精度計算と同程度のコストで行えるようになった。 そのため倍精度演算が日常的に

使われるようになり，丸め誤差の累積に配慮することなく数値計算が行われるようになった。 一

方，最近の計算機の計算速度の向上は目覚しいものがあり，デスクトップ機でも数 10GFlopsに
も及び，最高速のスーパーコンピュータでは数 10PFlops のピーク性能を誇るようになった [15]。

そうなると一昔前までは事実上不可能であった長時間におよぶ計算が現実的な時間で実行可能に

なり，倍精度計算でも丸め誤差の累積が無視できない時代が到来しつつあると言える。

最近では，微分方程式系の数値計算において理論上一定となるべき値，すなわち保存量 (第一積
分 $)$ の保存が保証されている数値解法を用いたとしても，長時間積分においては，丸め誤差のた

め必ずしもこれらの量が十分に保存されない例が報告されている [3, 14]。本研究報告では，まず，

長時間における丸め誤差の振る舞いについて研究し，その後，シンプレクティック Runge-Kutta
法を用いた Hamilton 系の数値積分において，誤差の増大をできるだけ緩やかにするようなプロ

グラミング手法を提案する。

2 長時間計算における丸め誤差の累積と不変量

まず初めに漸化式

$z_{n+1}=z_{n}+\delta_{n},$ $n=0$ , 1, 2, . . . (1)

の計算を考える。 この式から生成される数列 $\{z_{n}\}$ は不変量 $I(z)$ を持つものとする。 すなわち

$I(z_{n})=I(z_{0})$ , $n=1$ , 2, . . .

とする。 漸化式 (1) の計算において

$|z_{n}|\gg|\delta_{n}|$

を仮定する。 この仮定より実際の計算では $\delta_{n}$ の下位桁は $z_{n}$ に足されないで誤差となる。 式 (1)

によって実際に計算される値を $\tilde{z}_{n}$ とすれば， $\tilde{z}_{n}$ は

$\tilde{z}_{n+1}=\tilde{z}_{n}+\delta_{n}+\lambda_{n}, \tilde{z}_{0}=z_{0}$ (2)

という変化をすることになる。 ここで煽は第 $n$ ステップの加算で生じる丸め誤差である。 この

式より，銑と $z_{n}$ の関係は

$\tilde{z}_{n}=z_{n}+\sum_{i=0}^{n-1}\lambda_{i}$ (3)
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となる。

以下では Henrici[5] が行ったように局所丸め誤差 $\lambda_{i}$ を確率変数とみなし統計的な解析を行う。

まず以下の仮定を設ける :

$\mathbb{E}[\lambda_{i}]=\mu,$ $i=0$ , 1, .. .
(4)

$\mathbb{E}[(\lambda_{i}-\mu)(\lambda_{j}-\mu)]=\sigma^{2}\delta_{ij},$ $i,j=0$, 1, . . . ,

上式において $\mathbb{E}[\cdot]$ は期待値を表し， $\delta_{ij}$ はクロネッカーデルタである。 この仮定より，第 $n$ ス

テップでの誤差を $e_{n}(=\tilde{z}_{n}-z_{n})$ とすると

$e_{n}= \sum_{i=0}^{n-1}\lambda_{i}$

となるので，

$\mathbb{E}[e_{n}]=n\mu$ , Var $[e_{n}]=n\sigma^{2}$ (5)

である。 これより不変量 $I(z)$ に関して

$I(\tilde{z}_{n})\approx I(z_{0})+(n\mu+\chi)I_{z}$ , (6)

を得る。 ここで $I_{z}=\nabla_{z}I$ である。また $\chi$ は平均値からの変動を表し，仮定 (4) より中心極限定理

が適用され， $e_{n}$ の分布はほぼ正規分布とみなせる。よって，かなり高い確率で $\chi\in(-\sqrt{n}\sigma, \sqrt{n}\sigma)$

となる。 これより $\mu=0$ の場合は不変量 $I(z)$

$I(\tilde{z}_{n})=I(z_{0})+O(\sqrt{n}\sigma) , narrow\infty$ (7)

となり， $\mu\neq 0$ かつ謳� $n$ と仮定すれば

$I(\tilde{z}_{n})=I(z_{0})+O(n\mu) , narrow\infty$ (8)

という漸近的な振る舞いを示すことになる。Brouwer [2] は Hamilton系の長時間積分において一

定であるべき Hamiltonian の値が而に比例して増大していくことを予測している。 これは以

上の解析より $\mu\approx 0$ の場合に相当することがわかる。

次に，いま示した誤差の漸近的な振る舞いを確認するため単位円上の点の回転の問題を考える :

$x_{n+1}=cx_{n}-sy_{n}, x_{0}=1,$
$n=0, 1, 2, \cdots$ (9)

$y_{n+1}=sx_{n}+cy_{n}, y_{0}=0$
’

ここで $c=\cos\alpha,$ $s=\sin\alpha$ と置いた。 式 (9) の計算では，明らかに

$I(x_{n}, y_{n}):=x_{n}^{2}+y_{n}^{2},$ $n=0$ , 1, 2, . . .

が不変量であり $I(x_{0}, y_{0})=I(x_{1}, y_{1})=\cdots=1$ である。 いま $0<\alpha\ll 1$ を仮定する。 この仮定

より， $c\approx 1$ かつ $s\approx\alpha$ となる。 $x_{n},$ $y_{n}$ の計算値を妬，$\tilde{y}_{n}$ とすると，これら計算値は

$\tilde{x}_{n+1}=\tilde{c}\tilde{x}_{n}-\tilde{s}\tilde{y}_{n}+u_{n}, \tilde{x}_{0}=x_{0}$

(10)
$\tilde{y}_{n+1}=\tilde{s}x_{n}^{\sim}+C\tilde{y}_{n}+v_{n}, \tilde{y}_{0}=y0$

を満たす。 この式で $u_{n}$ と $v_{n}$ は加算における丸め誤差であり， $\tilde{c}$ と $\tilde{s}$ はそれぞれ $\cos\alpha$ と $\sin\alpha$

の計算値である。 $x_{n}=O(1)$ , $y_{n}=0(1)$ なので

$u_{n}=O(\epsilon_{M}) , v_{n}=O(\epsilon_{M})$
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と仮定できる。 ここで $\epsilon_{M}$ はマシンエプシロンとする。 IEEE754規格の倍精度では $\epsilon_{M}\approx 2.22\cross$

$10^{-16}$ であり，また同規格では対称な丸めが行われているので

$\mathbb{E}[u_{n}]=\mathbb{E}[v_{n}]=0$

と仮定できる。 また $c$ と $s$ における誤差を $e$
。

$:=\tilde{c}-c$ および $e_{s}:=\tilde{s}-s$ とすれば，仮定
$0<\alpha\ll 1$ より

$e_{c}=O(\epsilon_{M}) , e_{s}=O(\alpha\epsilon_{M})$

を得る。 煽の計算値を $\tilde{I}_{n}$ とすると，以上の結果より

$\tilde{I}_{n+1}=(\tilde{c}^{2}+\tilde{s}^{2})\tilde{I}_{n}+2(\tilde{c}\tilde{x}_{n}-\tilde{s}\tilde{y}_{n})u_{n}+2(\tilde{s}\tilde{x}_{n}+\tilde{c}\tilde{y}_{n})v_{n}+O(\epsilon_{M}^{2})$ ,
(11)

$\tilde{I}_{0}=I_{0}=1$

を得る。 ここで

$\tilde{c}^{2}+\tilde{s}^{2}=c^{2}+s^{2}+2(ce$
。

$+se_{s})+O(\epsilon_{M}^{2})=1+R+O(\epsilon_{M}^{2})$ ,

$R:=2(ce_{c}+se_{s})=O(\epsilon_{M})$

である。 式 (11) の右辺第 2項と第 3項の期待値は $0$ とみなせるので

$\tilde{I}_{n}\approx(1+R)^{n}\tilde{I}_{0}\approx 1+nR$

なので，

$\mathbb{E}[\tilde{I}_{n}]\approx 1+2n\epsilon_{M}$ (12)

を得る。 ここで $\alpha=10^{-4}$ として $n=1$ , 2, . . . , $10^{12}$ まで計算したものを図 1に示す。 この図よ

り不変量 $I$ の誤差はほぼ $n\epsilon_{M}$ に比例して大きくなっていることがわかる。 これは誤差がバイア

図 1: 式 (9) における不変量 $\tilde{I}_{n}=\tilde{x}_{n}^{2}+\tilde{y}_{n}^{2}$ の誤差

スを持っているからである。

以下ではバイアスを消去することを考える。 バイアスの原因は，誤差を含んだ $\cos\alpha$ および
$\sin\alpha$ の計算値 $\tilde{c}$ と $\tilde{s}$ を使い続けるからである。 $0<\alpha\ll 1$ なので，それぞれの誤差は

$e_{c}=\tilde{c}-\cos\alpha=O(\epsilon_{M}) , e_{s}=\tilde{\mathcal{S}}-\sin\alpha=O(\alpha\epsilon_{M})$ (13)
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と見積もれる。 以下では，パラメータの計算における誤差を上に示したオーダよりも小さいオー

ダで計算し，バイアスを実質的に消去することを考える。

まず，式 (9) を

$x_{n+1}=x_{n}+(d_{X_{n}-\mathcal{S}}y_{n})$ ,
(14)

$y_{n+1}=y_{n}+(sx_{n}+dy_{n})$

と変形する。 ここで $d=c-1$ $(=\cos a- l)$ である。 $d$ の計算を

$d=- \frac{\sin^{2}\alpha}{\cos\alpha+1}$ (15)

という形で計算すれば， $d$ の計算における丸め誤差はおおよそ $-\sin^{2}\alpha\approx-\alpha^{2}$ に $\epsilon_{M}$ を掛けた

程度の大きさになる。 すなわち

$e_{d}:=\tilde{d}-d=O(\alpha^{2}\epsilon_{M})$ (16)

となる。 式 (14) は，実際は

$\tilde{x}_{n+1}=\tilde{x}_{n}+(\tilde{d}\tilde{x}_{n}-\tilde{s}\tilde{y}_{n})+u_{n},$

(17)
$\tilde{y}_{n+1}=\tilde{y}_{n}+(\tilde{s}\tilde{x}_{n}+\tilde{d}\tilde{y}_{n})+v_{n}$

という式で計算したことになる。 ここで $u_{n},$ $v_{n}$ は $n$ ステップの加算における丸め誤差である。

これにより $I_{n}$ の計算値 $\tilde{I}_{n}$ は

$\tilde{I}_{n+1}=(1+(\acute{d}^{2}+\tilde{s}^{2}+2\tilde{d}))\tilde{I}_{n}+2(\tilde{x}_{n}u_{n}+\tilde{y}_{n}v_{n})+O(\epsilon_{M}^{2})$ (18)

となる。 ここで式 (13), (16) より

$\hat{d}^{2}+\tilde{s}^{2}+2\tilde{d}=d^{2}+s^{2}+2d+2(de_{d}+se_{s}+e_{d})=2(de_{d}+se_{s}+e_{d})$

$=O(\alpha^{2}\epsilon_{M})$

である。 したがって

$\tilde{I}_{n}\approx(1+O(\alpha^{2}\epsilon_{M}))^{n}\tilde{I}_{0}+$ 式 (18) 右辺第 2項の和

となる。 ここで式 (18) 右辺第 2項の和の期待値は $0$ と仮定できるので

$\tilde{I}_{n}=1+O(n\alpha^{2}\epsilon_{M})+O(\sqrt{n}\epsilon_{M})$ (19)

を得る。 この式において $n$ に関して線形に増加する項は依然として存在するが，式 (12) と比べ，
その係数は $n\epsilon_{M}$ から $n\alpha^{2}\epsilon_{M}$ に減少していることがわかる。前の実験と同様 $n=10^{12}$ および
$\alpha=10^{-4}$ とすれば

$n\alpha^{2}<\sqrt{n}.$

となるので，誤差はかなり長い時間 $O(\sqrt{n}\epsilon_{M})$ という振る舞いをすることが予想される。実際に

上記のパラメータで実験した結果を図 2に示す。図 2より式 (14) および (15) による計算では

Brouwer の法則が達成されていることが分かる。

上の実験ではパラメータの計算精度を向上させ，誤差のバイアスをほぼ消去し Brouwerの法

則を達成させた。 しかし式 (17) に示すように増分を足すときに誤差 $u_{n},$ $v_{n}$ が依然として発生す

る。 この加算における誤差を Kahan のアルゴリズム (Kahan’s compensated summation)[6, $8|$
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図 2: 式 (14) における不変量 $\tilde{I}_{n}=\tilde{x}_{n}^{2}+\tilde{y}_{n}^{2}$ の変化

を用いて相殺することを考える。 加算における誤差が消去されると， $\tilde{I}_{n}$ の漸近的な振る舞いは，

式 (19) から $O(\sqrt{n}\epsilon_{M})$ の項が消え

ち $=1+O(n\alpha^{2}\epsilon_{M})$ , $narrow\infty$ (20)

となるはずである。実際に実験した結果を図 3に示す。 この図より理論で予測される通りの振る

舞いをしていることがわかる。

図 3: Kahan のアルゴリズムを用いたときの不変量 $\tilde{I}_{n}=\tilde{x}_{n}^{2}+\tilde{y}_{n}^{2}$ の変化

3 Hamilton 系の長時間積分への応用

前節の実験より，長時間計算では，不変量 $I$ の計算値 $\tilde{I}_{n}$ は

$\tilde{I}_{n}=I+O(c_{1}\sqrt{n})+O(c_{2}n) , narrow\infty$
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という振る舞いを示すことがわかった。 ここで $c_{1},$ $c_{2}$ は $n$ に依存しない定数である。 仮に $0<$

$c_{2}\ll c_{1}$ であればかなり長い時間誤差が抑制され Brouwer の法則が達成されることになる。 ま

た Kahan の計算法を用いれば加算における丸め誤差も相殺することができ，誤差は $O(c_{2}n)$ の

項だけになり，かなり長い時間 $I$ の値を限界精度で計算できることがわかった。

以上の知見を Hamilton 系の数値積分に応用する。 ここで次の微分方程式系を考える。

$\frac{dz}{dt}=J\nabla H(z) , z\in \mathbb{R}^{2d}, J=(\begin{array}{ll}0 I_{d}-I_{d} 0\end{array})$ (21)

ここで $z=(q, p)^{T}$ であり，$H(z)$ は Hamiltonian である。よく知られているように Hamiltonian
$H$ の値は解軌道上で一定である [13]。Hamilton 系を数値積分するときは Symplectic 法を用い
れば Hamiltonian の値は $O(h^{p})$ の精度で保存される [4]。ここで $h$ は解法の刻み幅であり， $p$ は

解法の次数である。 しかし Symplectic $Rungarrow$Kutta 法の通常の実装では Hamiltonian $H$ の値

は時間 $t$ に比例して増大する [3]。文献 [3] では Gauss 型 Runge-Kutta 法の計算の一部を倍精

度演算から有理演算に置き換えることによって $t\approx 10^{7}$ 程度まで Brouwerの法則を達成した例

が報告されている。本報告では Hairer 等 [3] とは別な方法で Gauss 型 Runge-Kutta 法を用い
て $t\approx 10^{8}$ 程度まで Brouwer の法則を達成することを目的とする。

4 シンプレクティック Runge-Kutta 法の誤差

まず，Hamilton 系 (21) を通常の正規形に書き換える :

$\frac{dz}{dt}=f(z(t))$ (22)

この方程式に対する Runge Kutta法は

$\{\begin{array}{l}z_{n+1}=z_{n}+h\sum_{i=1}^{s}b_{i}f(Z_{i}) ,Z_{i}=z_{n}+h\sum_{j=1}^{s}a_{ij}f(Z_{j}) , i=1, . . . , s\end{array}$ (23)

である。 ここでは Runge-Kutta 法 (23) がシンプレクティックであるとする。

シンプレクティック Runge-Kutta 法を用いて Hamilton 系を数値積分するとき，Hamiltonian
$H(q, p)$ 関して，以下の 3種類の誤差が存在する [3] :

$\bullet$ $t$ [こ依存しない誤差 $-E_{C}$ で表す

$\bullet$ 速さ $O(t^{1/2})$ で成長する誤差 $-E_{B}$ で表す

$\bullet$ 速さ $O(t)$ で成長する誤差 $-E_{L}$ で表す

$E_{C}$ は離散化誤差そのものであり，解法の次数を $p$ , ステップサイズを $h$ とすれば

$E_{C}=O(h^{p})$

となる。 $Rungarrow$Kutta 法 (23) が正確に計算されていれば $E_{C}$ のみとなる。

60



一方， $E_{B}$ は Runge-Kutta 法における加算

$z_{n+1}=z_{n}+ \delta_{n}, \delta_{n}=h\sum_{i=1}^{s}b_{i}f(Z_{i})$ (24)

において，一般に $|z_{n}|\gg|\delta_{n}|$ であるために生じる丸め誤差 ( $\mu_{n}$ とする) が原因となるもので

ある。 この誤差 $\mu_{n}$ を各ステップにおいて統計的に独立で平均 $0$ のノイズとして考える。 すな

わち

$\mathbb{E}[\mu_{l}]\approx 0, \mathbb{E}[\mu_{l}\mu_{k}]\approx\epsilon_{B}^{2}\delta_{lk}$ (25)

とする。 ここで $\epsilon_{B}$ は加算 (24) における相対精度である。 この統計的モデルとシンプレクティッ

ク積分法の後退誤差解析 [3, 4] によって解析すると，時刻 $t(=nh)$ では

$E_{B}\sim\sqrt{n}\epsilon_{B}=\sqrt{t/h}\epsilon_{B}$ (26)

となる [3]。

次に 3番目の誤差 $E_{L}$ について考える。 方程式 (22) に対して対称行列 $C\in \mathbb{R}^{2d\cross 2d}$ が存在

して

$z^{T}Cf(z)=0, z\in \mathbb{R}^{2d}$ (27)

ならば，

$Q(t)=z^{T}Cz$ (28)

によって定義される量は，方程式 (22) の 2次の保存量になる。 ここで $Q_{0}=Q(t_{0})$ とおけば，
Runge-Kutta 法による $t_{1}(=t_{0}+h)$ における $Q(t)$ の近似値 $Q_{1}$ は

$Q_{1}=Q_{0}+2h \sum_{i=1}^{s}b_{i}Z_{i}^{T}Cf(Z_{i})+h^{2}\sum_{i,j=1}^{S}f(Z_{i})^{T}m_{ij}Cf(Z_{j})$ ,
(29)

$m_{ij}=b_{i}b_{j}-b_{i}a_{ij}-b_{j}a_{ji}$

を満たす [4]。上式において右辺第 2項は式 (27) より $0$ になる。また，シンプレクティック Runge-
Kutta 法においては第 3項の係数 $m_{ij}$ はすべて $0$ になる [4]。これより 2次の保存量だけでな

くシンプレクティック構造も保存される [1, 4]。係数 $a_{ij},$
$b_{i}$ を相対精度 $\epsilon_{L}$ で計算したとすると，

第 $n$ ステップにおいては，ある定数 $K_{L}>0$ が存在して

$|E_{L}|=|Q_{n}-Q_{0}|<K_{L}nh^{2}\epsilon_{L}=K_{L}th\epsilon_{L}$ (30)

と見積もられる。

全誤差はこれら 3つの誤差の和になると考えられるから， $t$ が大きくなっていけばやがては $E_{L}$

が支配的になり計算が破綻する。 ここでは，IEEE754規格の倍精度計算においてできるだけ長
時間

$|E_{B}|\gg|E_{L}|, |E_{B}|\gg|E_{C}|$ (31)

となるような，すなわち Brouwer の法則 [2] が成り立っているような実装法を考える。 そのため

には，離散化誤差が丸め誤差のレベルまで小さくなるようなステップサイズ $h$ を選び，さらに

$\epsilon_{B}\gg\epsilon_{L}$

とする必要がある。
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5誤差の増大を抑制した Runge-Kutta 法の実装

次に，シンプレクテイック Runge Kutta法に 3つの誤差の抑制法を実装する。

5.1 $E_{C}$ とその制御

離散化誤差 $E_{C}$ を小さくするためには，高次の解法を用い $h$ をある程度小さくしなければなら

ない。 ここでは 3 $\sim$ 10段の Gauss 型 Runge-Kutta 法を用い，ステツプサイズは $h=2^{-3}\sim 2^{-7}$

の範囲とする。 また内部反復は不動点反復法

$V_{i}^{(\nu+1)}=h \sum_{j=1}^{s}a_{ij}f(V_{j}^{(\nu)}+z_{n})$ , $\nu=0$ , 1, . . . (32)

を用い，反復停止条件を
$D^{(\nu)}=0$ , $or$

$D^{(\nu)}\leq D_{n}^{(\nu+1)}$ (33)

とする。 ここで

$D^{(\nu)}= \max_{i}\Vert V_{i}^{(\nu)}-V_{i}^{(v-1)}\Vert$

である。 すなわち Runge-Kutta 法の式 (23) が有限桁の範囲で正確に成り立つまで内部反復を

行う。

5.2 $E_{B}$ とその制御

まず $E_{B}$ を小さくするためには $\epsilon_{B}$ を小さくする必要がある。 そのためには式 (24) の加算に

て Kahan のアルゴリズム [6, 8] を用いる。 具体的には以下のような計算を行う :

Kahan’s compensated summation algorithm

1: $\epsilon_{0}=0$

2: for $n=0$ to . . . do

3: $t_{n}=\delta_{n}\oplus\epsilon_{n}$

4: $z_{n+1}=z_{n}\oplus t_{n}$

5: $\epsilon_{n+1}=t_{n}\ominus(z_{n+1}\ominus z_{n})$

6: end for

図 4: 式 $z_{n+1}=z_{n}+\delta_{n}$ の計算における Kahan のアルゴリズム

この方法によって加算を行えば， $O(h)$ の大きさである $\delta_{n}$ の下位桁まで補償されるので

$\epsilon_{B}\sim h\epsilon_{M}$ (34)

となる。 したがって，式 (26) より
$E_{B}\sim\sqrt{th}\epsilon_{M}$ (35)

である。 ここで $\epsilon_{M}$ は倍精度計算におけるマシン・エプシロンで $\epsilon_{M}\approx 2.22\cross 10^{-16}$ である。
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5.3 $E_{L}$ とその制御法

条件 (31) が成立するためには，すなわち

$th\epsilon_{L}\ll\sqrt{th}\epsilon_{M}$

であるためには

$\epsilon_{L}\ll\frac{\epsilon_{M}}{\sqrt{th}}$ (36)

としなけれならない。 いま， $t=10^{8},$ $h=10^{-2}$ においてこの式を成り立たせるためには

$\epsilon_{L}\ll 2.2\cross 10^{-19}\approx 2^{-62}$

となる。 実際に x86系のプロセッサに実装されている拡張倍精度では，仮数部長が 64 bit なの

で [10, 11], この条件を満たすにはやや不足していると思われる。 また，ほとんどの Fortranコン

パイラでは 4倍精度演算が実装されている。 4倍精度演算では，通常，仮数部長が 112 bit なの

で条件 (36) は十分に満たしている。 しかし 4倍精度演算はソフトウェアによる実装のため，そ

の計算コストは非常に大きい $($倍精度の $50$～ $100$ 倍 $)$

。 そこで，ステージの計算

$Z_{i}=z_{n}+h \sum_{i=1}^{s}a_{ij}f(Z_{j})$ (37)

を 3倍精度で行うことにする。 3倍精度演算に関してはいくつか方法が提案されているが (例え

ば [7, 9 ここでは IEEE754規格の倍精度に合った計算法を用いる。

まず Runge-Kutta 法の係数 $a_{ij},$
$b_{i}$ と関数値 $f(Z_{i})$ を Vertkamp の分割法 [10] を用いて以

下のように分割する :

$a_{ij}=a_{ij}^{(2)}+a_{ij}^{(1)}+a_{ij}^{(0)}, b_{i}=b_{i}^{(2)}+b_{i}^{(1)}+b_{i}^{(0)},$

$f_{i}=f_{i}^{(1)}+f_{i}^{(0)}.$

ここで各々の長さは

$a_{ij}^{(2)}$ : $26$bits, $a_{ij}^{(1)}:27$bits, $a_{ij}^{(0)}$ : $26$bits,

$b_{i}^{(2)}:26$bits, $b_{i}^{(1)}:27$bits, $b_{i}^{(0)}:26$bits,

$f_{i}^{(1)}:26$bits, $f_{i}^{(0)}:27$bits

とし，1つの倍精度変数に格納する。 すなわち 3つの倍精度変数によって 3倍精度変数 1つを

実現する。係数の分割は計算が始まる前に行っておくが，関数 $f$ はステップ毎に倍精度演算で評

価し上位と下位に分割する。 このように分割した後に， $S= \sum_{j=1}^{s}$ a,必の計算を以下のように
部分和に分割して行う :

$S= \sum_{j=1}^{s}a_{ij}f_{j}=\sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(2)}f_{j}^{(1)}:=S_{3}$

$+( \sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(2)}f_{j}^{(0)}+\sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(1)}f_{j}^{(1)}):=S_{2}$

$+( \sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(1)}f_{j}^{(0)}+\sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(0)}f_{j}^{(1)}):=S_{1}$

$+ \sum_{j=1}^{s}a_{ij}^{(0)}f_{j}^{(0)}:=S_{0}$

63



$52$ bits
–

$S_{3}$ $=$「嫁$\blacksquare\blacksquare\blacksquare$

–

$\blacksquare\blacksquare\blacksquare$鴎
53 bits

$S_{2}$ 「$\blacksquare\blacksquare\blacksquare$鴎$\blacksquare\blacksquare\blacksquare$鴎
$54$ bits

$s_{1}$
$rightarrow\blacksquare\blacksquare$

–

$\blacksquare$I$\blacksquare\blacksquare\blacksquare\nabla$鴎
53 bits

$\frac{+S_{0\fbox{Error::0x0000}}\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{)}^{\fbox{Error::0x0000}}||}}{S\frac{52bits27bits|\fbox{Error::0x0000}|||\fbox{Error::0x0000}\backslash \Uparrow|^{1}||}{}}$

—-
79 bits 53 bits

図 5: 三倍精度を用いた $\sum_{j}^{s}=1a_{ij}f_{j}$ の計算

ここで各部分和の長さは， $S_{3}$ は $53$ bits, $S_{2}$ は $52$ bits, $S_{1}$ は $54$ bits, So は $53$ bits となる。 図

5より，3倍精度，すなわち倍精度の 3/2倍 $(79.5$bits) の精度を得るためには $S_{0}$ の計算は不要

であることがわかる。 そこで $S_{0}$ は計算せず，下から順に $S_{1},$ $S_{2},$ $S_{3}$ を Kahan のアルゴリズム

で加え $h$ を掛けた後に，やはり Kahan のアルゴリズムで $z_{n}$ に加え $z_{n+1}$ を求める。

6 数値実験

前節で提案した誤差の低減法を組み合わせた以下の 5つの実装法を試す。 ここでは Kepler問題

表 1: $s$ 段ガウス RK 法の 5つの実装法

$s$ : number of the stages of the Runge-Kutta method, $c$ : compensated summation,
$d$ : double precision, $t$ : triple precision, $z$ : zero tolerance itr. by eq. (33), $t$ : triple precision

$\{\begin{array}{l}H(q, p)=-\frac{1}{\Vert q\Vert}+\frac{1}{2}p^{T}p q, p\in \mathbb{R}^{2},q(O)=(1-e, 0)^{T}, p(O)=(0, \sqrt{(1+e)/(1-e)})^{T}0\leq e<1.\end{array}$ (38)

を解く。 ここで離心率 $e$ を 0.6とする。 5段 Gauss 型 RK 法で解いた結果を図 6に示す。 この

実験より，rkg54によって Brouwer の法則が達成されていることがわかる。

次に 5段 Gauss 型 Runge-Kutta 法の 5つの実装法の計算時間を比較する。 ここでは，Kepler

問題を $0\leq t\leq 10^{6}$ の範囲で解いた場合の結果を表 3に示す。
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表 2: 計算環境

これまでの考察および実験結果より，Brouwerの法則を達成するにはできるだけステップサイ
ズを小さくすることが望ましいことがわかる。 一方，計算コストを考えれば当然ステップサイズ
は大きい方が望ましい。だが，ステップサイズを大きくすれば， $E_{C},$ $E_{L}$ などが $E_{B}$ を凌駕し同法

則は成り立たなくなる (図 7)。そこで rkgs4にてステップサイズを $h$ を $2^{-8},$ $2^{-7}$ , . . . , $2^{-3}$ と

大きくしていき，Brouwer の法則を達成する最大のステップサイズを数値実験から求めることに
する。 その限界のステップサイズでの計算時間を表 4に示す。なお，ここで解いた問題は Kepler
問題で時刻 $t$ は $0\leq t\leq 10^{6}$ の範囲である。 表 4に示されている結果より段数 $s$ は 6位がちょ

うどよいようである。

7 まとめ

本研究報告では主に Hamilton 系の長時間積分において生ずる誤差を解析し，Hamiltonian の

誤差の増大をできるだけ緩やかにする，すなわち $O(t)$ から $O(t^{1/2})$ にするシンプレクティック

Runge-Kutta 法の実装を提案した。 なお， $Rungarrow Kutta$-Nystr\"om法への実装ならびに他の方程

式系への適用した詳細なデータは [12] に掲載されている。今後は，より厳密な誤差解析および大

規模問題の並列計算機への実装などが考えられる。
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表 3: 5段ガウス型 RK 法の CPU 時間の比較 $(h=2^{-6},0\leq t\leq 10^{6})$

$rkg50(q)$ は rkg50の 4倍精度版

表 4: rkgs4において Brouwer の法則を達成する限界のステップサイズ $h$ と計算時間
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図 6: 5段ガウス型 RK 法の 5つの実装法の比較 :Kepler問題における $H(q, p)$ の変化

図 7: 4段ガウス型 RK 法の実装法 (rkg44) におけるステップサイズ $h$ と $H$ の変化の関係
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