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1 生体内の光伝播と輻射輸送方程式

本研究では生体内の光伝播の数理モデルのひとつである輻射輸送方程式 (Radiative Transport

Equation) に対し，数値解析理論と計算機アーキテクチャの両面から高速計算法を構築する．数値

解析からは，RTE に現れる散乱積分の高精度積分則を適用して未知数を削減し，計算機アーキテ

クチャからは画豫描画用の GPU (Graphics Processing Unit)を利用して高速化を図る．

近年脳科学の分野において，近赤外光を利用して，酸素消費をともなう脳活動の非侵襲モニタリ

ング手法の開発が進められている．そこでは近赤外光を光子として扱い，その吸収と散乱とに注目

して RTE が数理モデルとされる [1]. 光子の速度が生体の大きさに比して充分高速であるとして，

本研究では定常状態に対応する RTE の境界値問題を扱う．
$\Omega$ を $\mathbb{R}^{3}$ の領域とする．位置 $x\in\overline{\Omega}$ で $\xi\in S^{2}=\{\xi\in \mathbb{R}^{3};|\xi|=1\}$ の方向の速度をもつ粒子密

度を $I(x, \xi)$ とするとき，RTE の境界値問題は

$- \xi\cdot\nabla_{x}I-(\mu_{s}+\mu_{a})I+\mu_{s}\int_{S^{2}}p(x;\xi, \xi’)I(x, \xi’)d\sigma_{\xi’}+q=0$ , in $X=\Omega\cross S^{2}$ , (l.la)

$I(x, \xi)=I_{1}(x, \xi)$ , on $\Gamma_{-}$ (l.lb)

である．ここで $\nabla_{x}I=(\partial I/\partial_{X_{1}}, \partial I/\partial_{X_{2}}, \partialI/\partial_{X_{3}})$ , $d\sigma_{\xi’}$ は $S^{2}$ の面積要素， $n(x)$ を $\partial\Omega$ の外向

き単位法線として $r_{-}=\{(x, \xi);X\in\partial\Omega, n(x)\cdot\xi<0\}$ である．また $\mu_{s}=\mu_{s}(x)$ , $\mu_{a}=\mu_{a}(x)$ ,

$q=q(x, \xi)$ はそれぞれ散乱係数，吸収係数，内部粒子源であり， $0<\mu_{\overline{a}}\leq\mu_{a}(x)$ , $0\leq\mu_{s}(x)$ とす

る．積分核 $p(x;\xi, \xi’)$ を散乱位相函数といい， $X$ での散乱において粒子の速度が $\xi’$ から $\xi$ に変化

する条件付き確率を表す確率密度函数であって，次を満たす．

$p(x;\xi, \xi’)>0$ and $\int_{S^{2}}p(x;\xi, \xi’)d\sigma_{\xi’}=1.$

適当な差分と数値積分則による離散化で得られる (1.1) の離散問題 [13] は，適当な条件下でただ

ひとつの解をもつ [10]. しかしながら，空間 3次元の RTE の離散問題は，速度の方向 $S^{2}$ も合わ

せて本質的に 5次元の大規模問題となり，数値計算資源 (時間とメモリ) が問題となる．そこで従

来は RTE の拡散近似 [1] やMonte Calro 法 [6] がおこなわれてきたが，これらでは高信頼高精

度計算は達成され得ず，新たな技法の開発が望まれている．
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2 輻射輸送方程式の離散化

本研究では RTE の離散化に対し，移流項を上流差分で，積分項を数値積分則で離散化する．す
なわち，矩形領域 $\Omega$ に格子点 $x$翅 $=(i\triangle x_{1}, j\triangle x_{2}, l\triangle x_{3})$ を配し， $S^{2}$ に分点 (標本点) $\{\xi\nu$ $\}vK=1$ を

とる．そのもとで $I(x_{ijl}, \xi_{\nu})$ 相当値を $I_{ijl,\nu}$ として次を考える [13].

$A_{\triangle}I_{ijl,\nu}=- \xi_{\nu,1}\frac{I_{i+1,j,l,v}-I_{i-1,j,l,\nu}}{2\triangle x_{1}}+|\xi_{\nu,1}|\frac{I_{i+1,j,l,\nu}-2I_{i,j,l,\nu}+I_{i-1,j,l,v}}{2\triangle x_{1}}$

$- \xi_{\nu,2}\frac{I_{i,j+1,l_{\}}\nu}-I_{i,j-1,l,\nu}}{2\triangle x_{2}}+|\xi_{\nu,2}|\frac{I_{i,j+1,l,\nu}-2I_{i,j,l,\nu}+I_{i,j-1,l,\nu}}{2\triangle x_{2}}$

$- \xi_{\nu,3}\frac{I_{i,j,l+1,v}-I_{i,j,l-1,\nu}}{2\triangle x_{3}}+|\xi_{\nu,3}|\frac{I_{i,j,l+1,v}-2I_{i,j,l,\nu}+I_{i,j,l-1,\nu}}{2\triangle x_{3}},$

$\Sigma_{\triangle}I_{ijl,\nu}= (\mu_{s}(x_{ijl})+\mu_{a}(x_{ijl}))I_{ijl,\nu},$

$K_{\Delta}I_{ijl,\nu}= \mu_{s}(x_{ijl})\sum_{k=1}^{K}w_{k}p(\xi_{\nu}, \xi_{k})I_{ijl,k}.$

$A_{\Delta}I_{ijl,\nu}$ では $\xi_{v}=(\xi_{\nu,1}, \xi_{\nu,2}, \xi_{\nu,3})$ であり，これは $-\xi\cdot\nabla_{x}I$ の $(x_{ijl}, \xi_{\nu})$ での差分近似を与える．
また $K_{\triangle}I_{ijl,\nu}$ は散乱積分の離散化である．これらの記号のもとで，(1.1) の離散問題として $\{I_{ijl,\nu}\}$

を未知数とする次の連立方程式を得る．

$(A_{\triangle}-\Sigma_{\Delta}+K_{\triangle})I_{ijl,\nu}=-q\triangle, (x_{ijl},\xi_{\nu})\in X,$

$I_{ijl,v}=I_{1}(x_{ijl}, \xi_{\nu}) , (x_{ijl}, \xi_{v})\in\Gamma_{-}.$

この係数行列は適当な条件下で優対角行列となるため Gauss-Seidel 法が有効である [10].

3 球面上の高精度数値積分則

RTE の数値計算では散乱積分 $K_{\Delta}$ の取り扱いが計算時間の大部分を占め，その離散化を改善す

ることで全体の計算時間とメモリが大幅に削減される．本研究では未知数を削減するため，球面上
の積分則

$Q(f)= \int_{S^{2}}f(\xi)d\sigma_{\xi}\approx Q_{K}(f)=\sum_{k=1}^{K}w_{k}f(\xi_{k}) , f\in C(S^{2}) , \xi_{k}\in S^{2}$

で標本点が局在せず，かつ滑らかな函数に対して高精度なものを構築する．これまでにも球面上の
積分則は幾つか提案されているが [4, 8, 9], ここでは Sobolev[15] による次のふたつをみたす積分
則を数値的に実現する．

定義 1. 部分空間 $V\subset C(S^{2})$ の任意の元 $f\in V$ に対して $Q_{K}(f)=Q(f)$ であるとき，積分則

QK は $V$ で exact であるという．

定義 2. $G\subset SO(3)$ を有限回転群とする．積分則 $Q_{K}$ が次をともに満たすとき， $Q_{K}$ は $G$ -不変
であるという．

(1) 標本点 $\{\xi_{k}\}$ が $G$ -orbitの disjoint な和集合である．

(2)同一の G-orbit に属する点に対する重みは等しい．すなわち，ある $g\in G$ が存在して $\xi_{i}=g\xi_{j}$

ならば $w_{i}=w_{j}.$
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さて $G\subset SO(3)$ を有限回転群として $|G|$ をその位数とする． $f\in C(S^{2})$ , $V\subset C(S^{2})$ に対して

$fc( \xi)=\frac{1}{|G|}\sum_{9\in G}f(g\xi)$ , $V_{G}=\{f\in V$ ;任意の $g\in G$ に対して $fo9=f\}$

とすると， $f\in V$ ならば $fc\in V_{G}$ である．このとき次が成立する．

命題 3. $V=span\{fi, . . . , f_{n}\}$ ならば $Vc\subset span\{fi,c, . . . , f_{n},c\}.$

定理 4([17]). $V\subset C(S^{2})$ を部分空間， $Q_{K}$ を $G$ -不変な積分則とする．このとき， $Q_{K}$ が $V$ で

exact であることと， $Q_{K}$ が $V_{G}$ で exact であることは同値である．

以下，球面 $S^{2}$ に標準的な極座標を導入して $\xi=(\theta, \phi)$ とし，標準的な球面調和函数

$Y_{n}^{m}(\theta, \phi)=(-1)^{m}\sqrt{2n+1(n-m)4\pi(n+m)!}P_{n}^{m}(\cos\theta)e^{im\phi}, |m|\leq n,$

をもちいる．ただし $P_{n}$ を $n$ 次の Legendre 多項式として， $P_{n}^{m}$ は

$P_{n}^{m}(x)=(1-x^{2})^{\frac{m}{2}} \frac{d^{m}P_{n}}{dx^{m}}(x) , -1\leq x\leq 1, 0\leq m\leq n,$

$P_{n}^{-m}(x)=(-1)^{m} \frac{(n-m)}{(n+m)}!P_{n}^{m}(x) , |m|\leq n$ (3.1)

である．

区間上の代表的な高精度積分則である Gauss型積分則は，ある次数以下の多項式に対して exact

な積分則となっている．これに倣い，球面上では $\{Y_{n}^{m};|m|\leq n\}$ が $L^{2}(S^{2})$ の直交基であること

から， $Q_{K}$ が $N$ 次以下の球面調和函数の全体

$\Pi^{N}=span\{Y_{n}^{m};|m|\leq n\leq N\}$

で exact であること，すなわち

$Q_{K}(Y_{n}^{m})= \sum_{k=1}^{K}w_{k}Y_{n}^{m}(\xi_{k})=\int_{S^{2}}Y_{n}^{m}(\xi)d\sigma=\sqrt{4\pi}\delta_{n0}\delta_{m0}$ , for any $|m|\leq n\leq N$ (3.2)

を要請する．このとき $Q_{K}$ は $S^{2}$ 上の滑らかな函数に対する高精度積分則であることが期待され

る．実際， $S^{2}$ 上の解析函数 $f$ については，球面調和函数展開

$f( \xi)=\sum_{1n=0}^{\infty}\sum_{m|\leq n}a_{nrn}Y_{n}^{m}(\xi)$

の係数 $|a_{nm}|$ が $n$ に対して指数的に減衰するため，上述のもとで $Q_{K}$ の誤差 $|Q_{K}(f)-Q(f)|$ は

$N$ について指数的に減衰する [4, 16].

さらに標本点の分布に極端な偏りが生じないよう $G$ として正 20面体回転群をとり， $Q_{K}$ が G-

不変であることを要諦する．このとき標本点の集合を

$\{\xi_{k}\}=G\eta_{1}\cup G\eta_{2}\cup\cdots\cup G\eta_{J}$ , ただし $i\neq i$ ならば $G\eta_{i}\cap G\eta_{j}=\emptyset$

と表し，軌道 $c_{\eta j}$ に対応する重みを改めて $wj$ とすると，積分則は

$QK$ $(f)= \sum_{k=1}^{K}w_{k}f(\xi_{k})=\sum_{j=1}^{J}w_{j}\sum_{g\in G}f(g\eta_{j})=|G|\sum_{j=1}^{J}w_{j}f_{G}(\eta_{j})$
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図 1: Icosahedron and labels (used in Tables 3-7)

と表され，(3.2) は次のようになる．

$\sum_{j=1}^{J}w_{j}Y_{n,G}^{m}(\eta_{j})=\frac{\sqrt{4\pi}}{|G|}\delta_{n0}\delta_{m0}$ , for any $|m|\leq n\leq N$ . (3.3)

定理 4より， $G$-不変な積分則が $\Pi^{N}$ で exact であるためには $\Pi_{G}^{N}$ で exact であればよく，それ

には命題 3より $Y_{n,G}^{m}$ が線型独立となる $(n, m)$ に対して (3.3) を満たす $\{(wj, \eta j)\}_{j=1}^{J}$ を求めるこ

とになる． $Y_{n,G}^{m},$ $Y_{\nu,G}^{\mu}$ は， $n\neq v$ かつ，ともに $0$ でなければ互いに直交する．従って，各 $n$ 毎に

$\{Y_{n}^{m};|m|\leq n\}$ で Y論が線型独立となるものを考えればよく，その個数は次で与えられる．

定理 5 (Sobolev [15, 17 $G$ を正 $p$ 面体回転群とする． $G$ -不変な $n$ 次球面調和函数で線型独立

なものの個数は次で与えられる．

$S(n)=[ \frac{n}{q_{1}}]+[\frac{n}{q_{2}}]+[\frac{n}{q_{3}}]-n+1.$

ただし $[x]$ は $x\in \mathbb{R}$ の整数部分， $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3}$ はそれぞれ正 $p$ 面体の 1つの頂点を共有する辺の数，

1つの面を構成する辺の数，辺の中点における対称次数である．

注意．正 20面体回転群では $q_{1}=5,$ $q_{2}=3,$ $q_{3}=2$ である．

球面調和函数 $Y_{n}^{m}$ は複素数値函数なので，(3.3) は各 $n$ に対して形式的に $4n+2$ 個の実数の方

程式からなっており，上の定理を考えると明らかに冗長である．そこで $Y_{n}^{m}$ の対称性をもちいて

幾つかの方程式を消去するため， $G$ として

$( \pm 1,0, \pm\alpha) , (\pm\alpha, \pm 1,0) , (0, \pm\alpha, \pm 1) , \alpha=\frac{1-\sqrt{5}}{2}$

を頂点とする正 20面体 (図 1) を不変とする回転群をもちいる． $G$ の各元を具体的に列挙すると

Appendix の表 3-7となる．このとき次が成立する．

命題 6. 図 1の定める正 20面体回転群 $G$ に対し，次が成立する．

(1) $m$ が奇数ならば $Y_{n,G}^{7n}(\xi)\equiv 0.$

(2) $n$ が奇数ならば $Y_{n,G}^{0}(\xi)\equiv 0.$
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(3) $n$ が偶数ならば ${\rm Im} Y_{n,G}^{m}(\xi)\equiv 0.$

(4) $n$ が奇数ならば ${\rm Re} Y_{n,G}^{m}(\xi)\equiv 0.$

(5) $Y_{n,G}^{-m}=(-1)^{n+m}Y_{n,G}^{m}.$

Proof. $g$ を $G$ の任意の元とし， $\xi=(x, y, z)$ を $(x’, y’, z’)$ にうつすとする．このとき $(x, y, z)$ を

$(-x’, -y’, z’)$ にうつす $g^{*}\in G$ がただひとつ存在することが，直接的な計算でわかる (表 3-7).

このとき $g\xi=(x’, y’, z’)\in S^{2}$ の極座標を $(\theta’, \phi’)$ とすると， $9^{*}\xi=(-x’, -y’, z’)$ の極座標は

$(\theta’, \phi’+\pi)$ であり，

$Y_{n}^{m}(g^{*}\xi)=Y_{n}^{m}(\theta’, \phi’+\pi)=c_{nm}P_{n}^{m}(\cos\theta’)e^{im(\pi+\phi’)}=(-1)^{m}c_{nm}P_{n}^{m}(\cos\theta’)e^{im\phi’}$

$=(-1)^{m}Y_{n}^{m}(\theta’, \phi’)=(-1)^{m}Y_{n}^{m}(g\xi)$

を得る．したがって $m$ が奇数ならば

$Y_{n}^{m}(g\xi)+Y_{n}^{m}(g^{*}\xi)=0$ , for any $\xi\in S^{2}$

となる．同様に $(x, y, z)$ を $(x’, -y’, -z’)$ を対応させる $9^{f}\in G$ がただひとつ存在する．極座標で

は $g^{\uparrow}\xi$ は $(\theta’+\pi, \pi-\phi’)$ ゆえ

$Y_{n}^{m}(g^{\dagger}\xi)=Y_{n}^{m}(\theta’+\pi, \pi-\phi’)=c_{nm}P_{n}^{m}(\cos(\theta’+\pi))e^{im(\pi-\phi’)}$

$=(-1)^{m}c_{nm}P_{n}^{m}(-\cos\theta’)\overline{e^{im\phi’}}$

$=(-1)^{n}c_{nm}P_{n}^{m}(\cos\theta’)\overline{e^{im\phi’}}$

$=(-1)^{n}\overline{Y_{n}^{m}(\theta’,\phi’)}=(-1)^{n}\overline{Y_{n}^{m}(g\xi)}.$

ここで $P_{n}^{m}(-t)=(-1)^{n+m}P_{n}^{m}(t)$ をもちいた．したがって $n$ が奇数ならば

$Y_{n}^{0}(g\xi)+Y_{n}^{0}(g^{\dagger}\xi)=Y_{n}^{0}(\theta’, \phi’)-\overline{Y_{n}^{0}(\theta’,\phi’)}=Y_{n}^{0}(\theta’, \phi’)-Y_{n}^{0}(\theta’,\phi’)=0$

である．また $n$ が偶数ならば

${\rm Im}\{Y_{n}^{m}(g\xi)+Y_{n}^{m}(g^{\dagger}\xi)\}={\rm Im}\{Y_{n}^{m}(\theta’, \phi’)+\overline{Y_{n}^{m}(\theta’,\phi’)}\}=0,$

同様に $n$ が奇数ならば

${\rm Re}\{Y_{n}^{m}(g\xi)+Y_{n}^{m}(9^{\uparrow\xi)\}}={\rm Re}\{Y_{n}^{m}(\theta’, \phi’)-\overline{Y_{n}^{m}(\theta’,\phi’)}\}=0,$

さらに

$Y_{n}^{-m}(g^{\dagger}\xi)=Y_{n}^{-m}(\theta’+\pi, \pi-\phi’)$

$=(-1)^{m}\sqrt{\frac{2n+1}{4\pi}\frac{(n+m)}{(n-m)}!}P_{n}^{-m}(\cos(\theta’+\pi))e^{i(-m)(\pi-\phi’)}$

$=\sqrt{\frac{2n+1}{4\pi}\frac{(n-m)}{(n+m)}!}P_{n}^{m}(-\cos\theta’)(-1)^{m}e^{im\phi’}$

$=(-1)^{n+m}Y_{n}^{m}(\theta’, \phi’)=(-1)^{n+m}Y_{n}^{m}(g\xi)$

が成立する．ここで (3.1)をもちいた．口
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表 1: 図 1の正 20面体を不変とする回転群 $G$ での $Y_{n,G}^{m}$ の実部と虚部

$n$ $m$ $|$ 実部 虚部

偶数 偶数

奇数

$*$ $0$

$0$ $0$

奇数 $0$ でない偶数

奇数，$0$

$0$ $*$

$0$ $0$

これより $Y_{n,G}^{m}$ の実部虚部は表 1に示すとおりである．表中， $0$ は恒等的に $0$ であることを， $*$

はそうでないことを示す．したがって $G$ を上述のように選ぶと，(3.2) は， $(n, m)=$ (even, even)
の場合の実部と， $(n, m)=$ (odd, even) $($ただし $m\neq 0)$ の場合の虚部が $0$ とならず残る．また命

題 6(5)より $Y_{n,G}^{m}$ と $Y_{n,G}^{-m}$ は線型従属であり，$m\geq 0$ の場合のみを考えればよい．さらに，$n$ が偶数

のときは $Y_{n,G}^{0},$ $Y_{n,G}^{2}$ , . . . , $Y_{n,G}^{2S(n)-2}$ の任意の $S(n)$ 個が， $n$ が奇数のときは $Y_{n,G}^{2},$ $Y_{n,G}^{4}$ , . . . , $Y_{n,G}^{2S(n)}$

の任意の $S(n)$ 個が線型独立であることが数値的に示唆される．そこで

$0\leq n\leq N,$ $S(n)\neq 0,$ $m=\{\begin{array}{ll}0, 2, 4, . . . , 2S(n)-2, n: even;2, 4, 6, . . . , 2S(n) , n: odd\end{array}$

を満たす $(m, n)$ の全体を $\Lambda_{N}$ とし， $(m, n)\in\Lambda_{N}$ について (3.3) を考える．

以上をまとめて， $N$ 次以下の球面調和函数全体 $\Pi^{N}$ で厳密かつ正 20面体回転群 $G$ について不

変な積分則 $Q_{K}$ を構築するには，

$\sum_{j=1}^{J}w_{j}\sum_{g\in G}Y_{n}^{m}(g(\theta_{j}, \phi_{j}))=\sqrt{4\pi}\delta_{n0}\delta_{rn0}$ , for any $(m, n)\in\Lambda_{N}$ (3.4)

(ただし $n$ が偶数のときは実部， $n$ が奇数のときは虚部) を解き， $\{(w\theta, \phi_{j})\}_{j}^{J}=1$ を決めればよ

い これを $N$ 次の Rotationally Invariant Quadrature Rule on the Sphere under the Icosahderal
Group (RIQS20) という．

式 (3.4) は形式的には $3J$ 個の実数の未知数を含む $| \Lambda_{N}|=\dim\Pi_{G}^{N}=\sum_{n=0}^{N}S(n)$ 個の実数の連立

非線型方程式である．これら未知数と方程式の個数を一致させるのが自然であるが， $|\Lambda_{N}|$ は必ず

しも 3の倍数とは限らない．ここで，正 20面体の頂点 $V=\{V\}_{i=1}^{12}$ , 各面の重心 $F=\{F_{i}\}_{i=1}^{20},$

辺の中点 $E=\{E_{i}\}_{i=1}^{30}$ はそれぞれひとつの $G$-orbitをなしており， $G$-不変な積分則の標本点とな

り得ることに着目する．例えば $|\Lambda_{N}|\equiv 1$ mod3のとき，標本点に $V$ を含めることで未知数がふ

たつ削減され，方程式の個数 $|\Lambda_{N}|$ と一致させることができる．同様に $|\Lambda_{N}|\equiv 2mod$ $3$ であれ

ば，標本点として例えば $V$ と $F$ を含めることで未知数を 4つ削減すればよい．

この積分則は Ahrens らによっても計算され [2], 中性子輸送の数値計算で利用されたが [3],
$|\Lambda_{N}|\equiv 0$ mod3の場合に $V,$ $F,$ $E$ を含まないものについて言及されていない．一方，本研究で
は $N=36$ , 45, 47, 49, 52, 54, 60の場合に $V,$ $F,$ $E$ をいずれも含まないもの (図 2), いずれも含む

もの (図 3) の双方が求まった．前者は，Ahrensらが論じた後者に比して，同じ次数でも標本点数
が少なく，McLaren の意味 [14] でより optimal となっている．
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図 2: 提案手法 RIQS20 (60次) の標本点，標 図 3: 提案手法 RIQS20 (60次) の標本点，標本

本点に $V,$ $F,$ $E$ を含まず，標本点数は 1260 点に $V,$ $F,$ $E$ (黒色) を含み，標本点数は 1262

4 数値例

提案手法の RIQS20で 60次 $(N=60)$ の場合の標本点 $\{\xi_{k}\}$ の分布の例を図 2, 3に示す．ま

ず $\dim\Pi_{G}^{60}=63$ であることに注意する．図 2は軌道に $V,$ $F,$ $E$ を含めておらず， $Q_{K}$ に現れる

$J=21$ 個の G-orbit の重み $w_{j}$ と生成元 $(\theta_{j}, \phi_{j})$ の全てを未知数として方程式 (3.4) を数値的に

解いた．一方，図 3では $G$-orbit は 23個である．そのうち 3つの軌道 (図中の黒点) は $V,$ $F,$ $E$

であり，それぞれに対応する重みが未知数となる．残りの 20個の軌道については重みと生成元を

未知数することで，未知数の個数を 63個として方程式 (3.4) を解いた．

得られた積分則を

$\int_{S^{2}}\frac{1}{4\pi}\frac{1-g^{2}}{(1-2g\xi\cdot\xi+g^{2})^{3/2}}d\sigma=1, \xi’=(\frac{1}{9}, \frac{4}{9’}\frac{8}{9}) , g=\frac{1}{2}.$

に適用したときの誤差を図 4の $+$ に示す．図中，横軸は標本点の個数 $K$ を，縦軸は誤差を対数

スケールで示している．この面積分を極座標により重積分で表して台形則を適用する場合の誤差

$(\cross)$ , および Gauss-Legendre 則と台形則を組み合わせた場合の結果 $(*)$ も併せて示しているが，

これらの中では提案する積分則が最も高精度であることがわかる．また，図 5, 図 6はそれぞれ，

これらの積分則の標本点を表しており，いずれも極の近くに密集している．一方，提案する積分則

では正 20面体群での回転不変性により，このような局在化は見られない．

求めた値のいくつかは [12] で公開している．

5 GPU によるハイブリツド並列計算

RTE の数値計算において計算時間の大部分を占めるのは散乱積分の計算であるが，これを行列

乗算として GPU で処理することで扱うことで高速化が実現される．一方，RTE の計算に現れる

差分の計算は，メモリ上は大域的なアクセスとなるため GPU での計算よりも CPU での計算が有
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図 4: 球面上の積分則の節点数と誤差

利である．このような計算においてはホストメモリと GPU のデバイスメモリとの間の転送時間が
問題となる．

現在，大規模な計算を実行する計算環境として複数台の計算ノードを接続するクラスタが一般的
であり，データ交換などのノード間通信は MPI (Message Passing Interface) がもちいられる． こ

のとき RTE の計算における Guass-Seidel 法の主要部は

$\bullet$ ホストメモリから GPU メモリへのデータ転送

$\bullet$ GPU での散乱積分の計算 (行列乗算)

$\bullet$ $GPU$ メモリ からホストメモリへの結果の転送

$\bullet$ CPU での差分の計算および Gauss-Seidel 法の値の更新

$\bullet$ ノ $-$ ト
$\grave{}\grave{}$

間での MPI によるデータ交換

の 5つのステージで構成される．GPU として NVIDIA社のデバイスおよび cuBLASをもちいる

と，行列乗算命令の cublasDgemm $()$ が非同期 API であるため，これら 5つの処理を CPU の 4

つのコアと 1つの GPU で並列に実行可能である．そこで各ノード上で OpenMPで 4つのスレッ

ドを生成し，ソフトウエアパイプラインでこれらのステージを同時に実行した．さらに差分の計

算に Intel 社の AVX2 (Advanced Vector eXtensions 2) をもちいて高速化を図った．

6 応用例

以上の手法をもちい，図 7に示す MR 画像を領域 $\Omega$ として [7] で報告された生体光学特性値を

利用する数値計算をおこなった．MR 画像は $181\cross 217\cross 181$ 個の lmm 立方のボクセルからなり，

頭部に含まれる空間方向の格子点数は約 406万個であった．

従来法 [11] と提案法の計算時間の比較と計算環境を表 2に示す．従来法では散乱積分の離散化

に台形則をもちいて CPU のみで計算をおこなっており，角度方向の刻み幅を 3 $[\deg]$ とした場合，
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図 5: 台形則の標本点 $(\Delta\theta=6[\deg])$ , 標本点数 図 6: 緯度方向に 30点の Gauss-Legendre 則，

は 1742 経度方向に台形則の場合の標本点，点数は 1800

未知数は約 287億個 $($倍精度で約 $214GB)$ で Opteron6238で 1024 プロセスでの計算に約 87時間

を要した [11]. この計算環境で GPU をもちいず，提案する積分則 RIQS20で $N=75$ とすると，

未知数は約 79.2億個 (倍精度で約 $58GB$ ) で計算時間は約 6.3時間となり，13.7倍の大幅な高速化

を達成した．さらに GPU をもちいて PC 4台で計算したところ，計算時間は約 13.8時間となり，

提案法による大幅な計算資源の削減が達成された．

Appendix 正 20面体回転群の表現

図 1の正 20面体の頂点を不変とする正 20面体回転群 $G$ の元を共役類ごとに表 3-7に列挙する．

表中，左列から $G$ の元，その元による $(x, y, z)$ の像，命題 6でもちいた $g^{\uparrow},$ $g^{*}$ の元を示す．また

$\beta=\frac{1+\sqrt{5}}{4}, \gamma=\frac{1-\sqrt{5}}{4}$

である．類 $12C_{5}$ の元 $C_{5}^{\pm}$、は頂点 $i$ と正 20面体の中心 $O$ を通る直線を回転軸とする $\pm 2\pi/5$ の

回転であり，各元の位数は定理 5の $q_{1}=5$ に対応する．類 $12C_{5}^{2}$ では同様に $\pm 4\pi/5$ 回転するこ

とを意味する．類 $20C_{3}$ の元 $C_{3,x}^{\pm}$ は，面 $x$ の中心と $O$ を通る直線を回転軸として $\pm 2\pi/3$ 回転す

るもので元の位数は $q_{2}=3$ に対応する．また，類 $15C_{2}$ の元 $C_{2,ij}$ は頂点 $i,j$ を結ぶ辺の中点と

$O$ を通る直線を回転軸として $\pi$ だけ回転する作用で，位数は $q_{3}=2$ に対応する．
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図 7: もちいた MRI と計算結果
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表 3: Icosahedral Group, Trivial Class, $\chi=3$

$\frac{gimage(x’,y’,z’)|(x’,-y’,-z’)(-x’,-y’,z’)}{Identity(x,y,z)|C_{2},{}_{23}C_{2,59}}$

表 4: Icosahedral Group, Class $12C_{5},$ $\chi=(1+\sqrt{5})/2$

$g$ image $(x’, y’, z’)=g(x, y, z)$ $|(x’, -y’, -z’)$ $(-x’, -y’, z’)$

$C_{5,1}^{+}$ $( \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, -\gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z)$

$C_{5,1}^{-}$ $( \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, -\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z)$

$C_{5,2}^{+}$ $( \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, -\gamma x+\betay+\frac{1}{2}z)$

$C_{5,2}^{-}$ $( \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, -\gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z)$

$C_{5,3}^{+}$ $( \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, \gamma x+\betay+\frac{1}{2}z)$

$C_{5,3}^{-}$ $( \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z)$

$C_{5,4}^{+}$ $(- \gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z)$

$C_{5,4}^{-}$ $(- \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z)$

$C_{5,5}^{+}$ $(- \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z)$

$C_{5,5}^{-}$ $(- \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z)$

$C_{5,6}^{+}$ $( \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z)$

$C_{5,6}^{-}$ $( \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, \gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z)$

$C_{5,2}^{2-}$ $C_{2,37}$

$C_{5,3}^{2+}$ $C_{2,29}$

$C_{3,c}^{-}$ $C_{5,5}^{2-}$

$C_{3,a}^{+}$ $C_{5,4}^{2-}$

$C_{3,a}^{-}$ $C_{5,5}^{2+}$

$C_{3}^{+}$

。
$C_{5,4}^{2+}$

$C_{2,12}$ $C_{3,j}^{-}$

$C_{2,36}$ $C_{3,g}^{-}$

$C_{2,26}$ $C_{3,j}^{+}$

$C_{2,13}$ $C_{3}^{+_{9}}$

$C_{5,3}^{2-}$ $C_{2,25}$

$C_{5,2}^{2+}$ $C_{2,34}$

表 5: Icosahedral Group, Class $12C_{5}^{2},$ $\chi=(1-\sqrt{5})/2$

$\frac{gimage(x’,y’,z’)|(x’,-y’,-z’)(-x’,-y’,z’)}{C_{5,1}^{2+}(\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z,\beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z,-\frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z)C_{3}^{-}{}_{g}C_{2,36}}$

$C_{5,1}^{2-}$ $( \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z)$ $C_{3,j}^{+}$ $C_{2,26}$

$C_{5,2}^{2+}$ $( \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, -\gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z)$
$C_{5,6}^{-}$ $C_{3,f}^{-}$

$C_{5,2}^{2-}$ $( \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{5,1}^{+}$ $C_{3,e}^{-}$

$C_{5,3}^{2+}$ $( \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{5,1}^{-}$ $C_{3,f}^{+}$

$C_{5,3}^{2-}$ $( \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, -\gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{5,6}^{+}$ $C_{3,e}^{+}$

$C_{5,4}^{2+}$ $(- \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z)$ $C_{2,15}$ $C_{5_{)}3}^{-}$

$C_{5,4}^{2-}$ $(- \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, -\gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z)$ $C_{2,67}$ $C_{5,2}^{-}$

$C_{5,5}^{2+}$ $(- \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z,\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z)$ $C_{2,69}$ $C_{5,3}^{+}$

$C_{5,5}^{2-}$ $(- \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, -\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z)$ $C_{2,14}$ $C_{5,2}^{+}$

$C_{5,6}^{2+}$ $( \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z)$
$C_{3,j}^{-}$ $C_{2,12}$

$C_{5,6}^{2-}$ $( \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z)$ $C_{3,g}^{+}$ $C_{2,13}$
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表 6: Icosahedral Group, Class $20C_{3},$ $\chi=0$

$\frac{gimage(x’,y’,z’)1(x’,-y’,-z’)(-x’,-y’,z’)}{C_{5}^{-}{}_{2}C_{2,67}}$
$C_{3,a}^{+}$ $( \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z)$

$C_{3,a}^{-}$
$( \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, -\gamma x-\betay-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,3}^{+}$ $C_{2,69}$

$C_{3,b}^{+}$ $(z, x, y)$ $C_{3,h}^{-}$
$C_{3,i}^{+}$

$C_{3,b}^{-}$ $(y, z, x)$ $C_{3,d}^{+}$ $C_{3,h}^{+}$

$C_{3,c}^{+}$ $( \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, -\gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,3}^{-}$ $C_{2,15}$

$C_{3,c}^{-}$
$( \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z,\gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,2}^{+}$ $C_{2,14}$

$C_{3,d}^{+}$ $(y, -z, -x)$ $C_{3,b}^{-}$ $C_{3,i}^{-}$

$C_{3,d}^{-}$ $(-z, x, -y)$ $C_{3,i}^{+}$ $C_{3,h}^{-}$

$C_{3,e}^{+}$
$(- \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z,\gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{2,25}$ $C_{5,3}^{2-}$

$C_{3,e}^{-}$
$(- \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, -\gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{2,37}$ $C_{5,2}^{2-}$

$C_{3,f}^{+}$ $(- \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, -\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{2,29}$ $C_{5,3}^{2+}$

$C_{3,f}^{-}$
$(- \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z,\gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z)$ $C_{2,34}$ $C_{5,2}^{2+}$

$C_{3,g}^{+}$ $( \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z)$ $C_{5,6}^{2-}$ $C_{5,5}^{-}$

$C_{3,g}^{-}$
$( \gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z)$ $C_{5,1}^{2+}$ $C_{5,4}^{-}$

$C_{3,h}^{+}$ $(-y, -z, x)$ $C_{3,i}^{-}$ $C_{3,b}^{-}$

$C_{3,h}^{-}$ $(z, -x, -y)$ $C_{3,b}^{+}$ $C_{3,d}^{-}$

$C_{3,i}^{+}$ $(-z, -x, y)$ $C_{3,d}^{-}$
$C_{3,b}^{+}$

$C_{3,i}^{-}$ $(-y, z, -x)$ $C_{3,h}^{+}$ $C_{3,d}^{+}$

$C_{3,j}^{+}$ $( \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z)$ $C_{5,1}^{2-}$ $C_{5,5}^{+}$

$C_{3,j}^{-}$
$( \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z)$ $C_{5,6}^{2+}$ $C_{5,4}^{+}$

表 7: Icosahedral Group, Class $15C_{2},$ $\chi=-1$

$\underline{gimage(x’,y’,z’)|(x’,-y’,-z’)(-x’,-y’,z’)}$

$C_{2,12}$
$(- \gamma x+\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z)$ $C_{5,4}^{+}$ $C_{5,6}^{2+}$

$C_{2,13}$
$(- \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z)$ $C_{5,5}^{-}$

$C_{5,6}^{2-}$

$C_{2,14}$
$(- \beta x+\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, \gamma x-\betay-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,5}^{2-}$ $C_{3,c}^{-}$

$C_{2,15}$
$(- \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z, \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, -\gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,4}^{2+}$ $C_{3}^{+}$

。

$C_{2,18}$ $(-x, y, -z)$ $C_{2,59}$ $C_{2,23}$

$C_{2,23}$ $(x, -y, -z)$ Identity $C_{2,1S}$

$C_{2,25}$
$(- \frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, -\gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, \beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z)$ $C_{3,e}^{+}$ $C_{5,6}^{+}$

$C_{2,26}$
$(- \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z)$ $C_{5,5}^{+}$ $C_{5,1}^{2-}$

$C_{2,29}$ $(- \frac{1}{2}x+\gamma y+\beta z, \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z)$ $C_{3,f}^{+}$ $C_{5,1}^{-}$

$C_{2,34}$ $(- \frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, -\gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z)$ $C_{3,f}^{-}$ $C_{5,6}^{-}$

$C_{2,36}$
$(- \gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z, -\beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z)$ $C_{5,4}^{-}$

$C_{5,1}^{2+}$

$C_{2,37}$
$(- \frac{1}{2}x+\gamma y-\beta z, \gamma x-\beta y+\frac{1}{2}z, -\beta x+\frac{1}{2}y-\gamma z)$ $C_{3,e}^{-}$

$C_{5,1}^{+}$

$C_{2,59}$ $(-x, -y, z)$ $C_{2,18}$ Identity

$C_{2,67}$
$(- \beta x-\frac{1}{2}y+\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y+\beta z, \gamma x+\beta y-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,4}^{2-}$ $C_{3,a}^{+}$

$C_{2,69}$
$(- \beta x-\frac{1}{2}y-\gamma z, -\frac{1}{2}x-\gamma y-\beta z, -\gamma x-\beta y-\frac{1}{2}z)$ $C_{5,5}^{2+}$ $C_{3,a}^{-}$
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