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1 はじめに

本稿では $P_{2}/P_{1}$ 有限要素近似に対する，数値積分誤差を伴わない特性曲線有限要素ス
キームを述べ，その数値例を紹介する．

特性曲線有限要素スキーム (Lagrange-Galerkin スキームとも呼ばれる) は移流拡散方程
式や Navier-Stokes方程式のような流れ問題に対する有力な手法である．物質微分項を特

性曲線に沿って離散化することが特徴である．解くべき連立一次方程式に現れる係数行列
は対称であり，ゆえに，CG 法やMINRES法 [1] といった，効率が良い線形ソルバーを用
いることができる．

しかし，その安定性や誤差解析には，合成関数項が厳密に積分されることが仮定され
ていた．そこに数値積分公式が使われた場合，不安定になりうることが報告されている
[6, 8, 9, 10, 11, 12]. 一方我々は，移流拡散方程式に対して，線形化流速を用い，数値積
分誤差を伴わないスキームを構成した [8, 12].
本稿では Navier-Stokes方程式に対して，厳密に実装できる数値積分誤差を伴わない特

性曲線有限要素スキームを構成する．我々は $P_{2}/P_{1}$ 有限要素を用い，流速を近似し，厳
密な積分を行う．その誤差評価と，数値結果を紹介する．

2 準備

$(u,p)$ : $\Omega\cross(0, T)arrow \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}$ を未知関数とする Navier-Stokes 問題 :

$\frac{Du}{Dt}-v\triangle u+\nabla p=f, (x, t)\in\Omega\cross(0, T)$ ,

$\nabla\cdot u=0, (x, t)\in\Omega\cross(0, T)$ , (1)
$u=0, (x, t)\in\partial\Omega\cross(0, T)$ ,

$u 0)=u^{0}, x\in\Omega,$

を考える．ここに， $\Omega$ は $\mathbb{R}^{d}(d=2,3)$ の多角形領域， $\partial\Omega$ はその境界， $T>0$ は時刻，
$\frac{Du}{Dt}\equiv\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u$ は物質微分，$\nu>0$ は粘性係数である．関数 $f\in C^{0}(L^{2})$ と $u^{0}:\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$

が与えられている．
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括弧 ) は $L^{2}(\Omega)^{i}$ 内積 $(i=1, d, d\cross d)$ を表す．双線形形式 $a,$
$b$ を $a(u, v)\equiv\nu(\nabla u, \nabla v)$ ,

$u,$ $v\in H_{0}^{1}(\Omega)^{d},$ $b(v, q)\equiv-(\nabla\cdot v, q)$ , $v\in H_{0}^{1}(\Omega)^{d},$ $q\in L_{0}^{2}(\Omega)$ で定める．これを用いて (1)

を $(u,p)$ : $(0, T)arrow H_{0}^{1}(\Omega)^{d}\cross L_{0}^{2}(\Omega)$ を未知関数とする弱形式 :

$( \frac{Du}{Dt}(t), v)+a(u(t), v)+b(v,p(t))=(f(t), v) , \forall v\in H_{0}^{1}(\Omega)^{d}, t\in(0, T)$ ,

$b(u(t), q)=0, \forall q\in L_{0}^{2}(\Omega) , t\in(0, T)$

に書きなおすことができる．

$\mathcal{T}_{h}$ を $\overline{\Omega}$ の三角形分割とし， $h \equiv\max_{K\in \mathcal{T}_{h}}diam(K)$ とする． $V_{h}\subset H_{0}^{1}(\Omega)^{d},$ $Q_{h}\subset L_{0}^{2}(\Omega)$

を $P_{2}/P_{1}$ 有限要素空間とする． $\Pi_{h}^{(1)}$ : $C^{0}(\overline{\Omega})^{d}\cap H_{0}^{1}(\Omega)^{d}arrow V_{h}$ を $P_{1}$ 有限要素空間への

Lagrange補間作用素とする． $(\hat{u}_{h},\hat{p}_{h})\equiv\Pi_{h}^{S}(u,p)\in V_{h}\cross Q_{h}$ を $(u,p)\in H_{0}^{1}(\Omega)^{d}\cross L_{0}^{2}(\Omega)$ の

Stokes射影とする．すなわち， $(\hat{u}_{h},\hat{p}_{h})$ は次を満たす．

$a(\hat{u}_{h}, v_{h})+b(v_{h},\hat{p}_{h})=a(u, v_{h})+b(v_{h},p) , \forall v_{h}\in V_{h},$

$b(\hat{u}_{h}, q_{h})=b(u, q_{h}) , \forall q_{h}\in Q_{h}.$

$(\Pi_{h}^{S}(u,p))_{1}$ は $(u,p)$ の Stokes射影の第一成分砺を表す．
$\triangle t>0$ を時間刻み，$N_{T}\equiv\lfloor T/\triangle t\rfloor$ を時間ステップ数， $t^{n}\equiv n\triangle t,$ $\psi^{n}\equiv\psi$ $t^{n}$ ) とする．

関数集合 $\psi=\{\psi^{n}\}_{n=0}^{N_{T}}$ , に対してノルム $\Vert\cdot||_{\ell\infty}(X)$ , $\Vert\cdot\Vert_{l^{2}(X)}$ を

$\Vert\psi\Vert_{\ell\infty(X)}\equiv\max\{\Vert\psi^{n}\Vert_{X};n=0, . . . , N_{T}\},$

$\Vert\psi\Vert_{\ell^{2}(X)}\equiv(\triangle t\sum_{n=1}^{N_{T}}\Vert\psi^{n}\Vert_{X}^{2})^{1/2}$

で定める．

$u$ が滑らかと仮定する．特性曲線 $X(t;x, s)$ は常微分方程式系

$\{\begin{array}{l}\frac{dX}{dt}(t;x, s)=u(X(t;x, s), t) , t<s,X(s;x, s)=x\end{array}$

の解として定義される．これを用いると物質微分項 $( \frac{\partial}{\partial t}+u\cdot\nabla)u$ を

$( \frac{\partial}{\partial t}+u\cdot\nabla)u(X(t), t)=\frac{d}{dt}u(X(t), t)$

と書ける． $w:\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$ に対して，写像 $X_{1}(w):\Omegaarrow \mathbb{R}^{d}$ を次で定める．

$(X_{1}(w))(x)\equiv x-w(x)\triangle t.$

写像 $X_{1}(u(\cdot, t))$ は $X(t-\triangle t;x, t)$ の後退 Euler 近似である．

記号 $0$ は関数の合成を表す : $(gof)(x)\equiv g(f(x))$ .
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図 1: 要素 $K$ とその像 $X_{1}(u_{h}^{n-1})(K)$ (左), 要素 $K$ , その像 $X_{1}(u_{h}^{n-1})(K)$ と関数 $u_{h2}^{n-1}$ (右)

3 特性曲線有限要素スキーム

従来の特性曲線有限要素スキームは次で定義される．

スキーム $0.$ $u_{h}^{0}\equiv(\Pi_{h}^{S}(u^{0},0))_{1}$ とする．次を満たす $\{(u_{h}^{n}, p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\cross Q_{h}$ を求めよ :

$( \frac{u_{h}^{n}-u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(u_{h}^{n-1})}{\triangle t}, v_{h})+a(u_{h}^{n}, v_{h})+b(v_{h}, p_{h}^{n})=(f^{n}, v_{h}) , \forall v_{h}\in V_{h},$

$b(u_{h}^{n}, q_{h})=0, \forall q_{h}\in Q_{h},$

$n=1$ , . . . , $N_{T}.$

合成関数項 $(u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(u_{h}^{n-1}), v_{h})$ が厳密に積分されると仮定すれば，誤差評価

$\Vert u_{h}-u\Vert_{\ell\infty(H^{1})}, \Vert p_{h}-p\Vert_{\ell^{2}(L^{2})}\leq c(h^{2}+\triangle t)$ , (2a)

$\Vert u_{h}-u\Vert_{\ell\infty(L^{2})}\leq c(h^{3}+\triangle t)$ (2b)

を [2, 7] と同様の方法で示すことができる．

関数 $u_{h}^{n-1}$ は要素 $K$ 上多項式であるが，合成関数 $u_{h}^{n-1}oX_{1}(u_{h}^{n-1})$ は一般には $K$ 上多項

式でない．像 $X_{1}(u_{h}^{n-1})(K)$ が複数の要素に跨るからである (図 1) ゆえに $(u_{h}^{n-1}\circ$

$X_{1}(u_{h}^{n-1})$ , $v_{h})$ を厳密に積分することは困難である．現実的にはそこに数値積分が使われ
る． $N_{q}$ を正整数， $g:Karrow \mathbb{R}$ を連続関数，$w_{i}\in \mathbb{R}$ を重み， $a_{i}\in K$ を積分点とする

$(i=1, \ldots, N_{q})$ . $\int_{K}gdx$ の数値積分 $I_{h}[g;K]$ は

$I_{h}[g;K]\equiv$ meas K $\sum_{i=1}^{N_{q}}w_{i9(a_{i})}$

で定義される．

スキーム 1. $u_{h}^{0}\equiv(\Pi_{h}^{S}(u^{0},0))_{1}$ とする．次を満たす $\{(u_{h}^{n}, p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\cross Q_{h}$ を求めよ :

$\frac{1}{\triangle t}(u_{h}^{n}, v_{h})-\frac{1}{\triangle t}\sum_{K\in \mathcal{T}_{h}}I_{h}[(u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(u_{h}^{n-1}))\cdot v_{h};K]$

$+a(u_{h}^{n}, v_{h})+b(v_{h},p_{h}^{n})=(f^{n}, v_{h}) , \forall v_{h}\in V_{h},$

$b(u_{h}^{n}, q_{h})=0, \forall q_{h}\in Q_{h},$
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図 2: 要素 $K$ とその像 $X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1})(K)$ (左) , 要素 $K$ , その像 $X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1})(K)$ と関数

$u_{h2}^{n-1}$ (右)

$n=1$ , . . . , $N_{T}.$

移流拡散方程式に対して，数値積分誤差を用いるスキームは不安定になりうることが知

られている [6, 8, 9, 10, 11, 12].

数値積分誤差を伴わないスキームを述べる．

スキーム 2. $u_{h}^{0}\equiv(\Pi_{h}^{S}(u^{0},0))_{1}$ とする．次を満たす $\{(u_{h}^{n}, p_{h}^{n})\}_{n=1}^{N_{T}}\subset V_{h}\cross Q_{h}$ を求めよ :

$( \frac{u_{h}^{n}-u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1})}{\triangle t}, v_{h})+a(u_{h}^{n}, v_{h})+b(v_{h},p_{h}^{n})=(f^{n}, v_{h})$ , $\forall v_{h}\in V_{h},$

$b(u_{h}^{n}, q_{h})=0, \forall q_{h}\in Q_{h},$

$n=1\ldots,$ $N_{T}.$

線形化流速場 $\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1}$ を用いることにより，要素 $K$ の像 $X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1})(K)$ は三角形と

なる (図 2). 積分 $(u_{h}^{n-1}\circ X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1}), v_{h})$ は厳密に行うことができる [8, 11, 12].

注意 1. $n(n=1, \ldots, N_{T})$ ステップ目の解 $(u_{h}^{n},p_{h}^{n})$ を得るためには $(X_{1}(\Pi_{h}^{(1)}u_{h}^{n-1}))(\Omega)\subset\Omega$

が成り立つことが必要である．

以下，スキーム 2の誤差評価を述べる．

仮定 1. Navier-Stokes方程式 (1) の解は次を満たす．

$u\in Z^{2}\cap H^{1}(0, T;H^{3}(\Omega)^{d}) , p\in H^{1}(0, T;H^{2}(\Omega))$ ,

ここに

$Z^{m}\equiv\{f\in H^{j}(0, T;H^{m-j}(\Omega)^{d});0\leq j\leq m\}.$

仮定 2. 分割列 $\{\mathcal{T}_{h}\}_{h\downarrow 0}$ は一様正則である．また，各んに対して，すべての $K\in$ 五は $\partial\Omega$

上に無い頂点を少なくとも 1つ持つ．
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図 3: $N=16$ のときの， $\overline{\Omega}$ の三角形分割．

定理 1. $(u, p)$ を (1)の解とし， $V_{h}\cross Q_{h}$ を $P_{2}/P_{1}$ 有限要素空間とする．仮定 1, 2の下，正定数
$c_{0},$

$h_{0}$ が存在して， $h\in(0, h_{0}], \triangle t\leq c_{0}h^{d/4} ならばスキーム 2の解 (u_{h}, p_{h})=\{(u_{h}^{n},p_{h}^{n})\}_{n=0}^{N_{T}}$

が存在し，評価

$\Vert u_{h}-u\Vert_{\ell(H^{1})}\infty, \Vert p_{h}-p\Vert_{\ell^{2}(L^{2})}\leq c(h^{2}+\triangle t)$

が成り立つ．ここに， $c$ は $h,$ $\triangle t$ に依存しない正定数である．

注意 2. スキーム 2では誤差評価 (2b) を示すことはできない．

4 数値結果

空間次元 $d=2$ での数値結果を述べる．従来の数値積分を用いるスキーム (スキーム

1) と今回のスキーム (スキーム 2) を比較する．領域分割には FreeFem$++[5]$ を用いる．

スキーム 1では，5次の数値積分公式 [4] を用いる．相対誤差 $E_{X}$ を

$E_{X} \equiv\frac{\Vert\Pi_{h}\phi-\phi_{h}\Vert_{X}}{||\Pi_{h}\phi||_{X}}$

で定める．ここに， $\phi=u$ に対して $X=\ell^{\infty}(H_{0}^{1})$ , $\ell^{\infty}(L^{2})$ , $\phi=p$ に対して $X=l^{2}(L^{2})$ で

ある．

例 1. (1) において， $\Omega\equiv(0,1)^{2},$ $T=1,$ $v=10^{-2},$ $10^{-3},$ $10^{-4}$ とする．関数 $f$ と $u^{0}$ を厳密

解が

$u_{1}(x, t)=(1+\sin(\pi t))\sin^{2}(\pi x_{1})\sin(2\pi x_{2})$ ,

$u_{2}(x, t)=-(1+\sin(\pi t))\sin^{2}(\pi x_{2})\sin(2\pi x_{1})$ ,

$p(x, t)=(1+\cos(t))\cos(\pi x_{1})\cos(\pi x_{2})$

となるように設定する．

$N$ を $\overline{\Omega}$ の各辺の分割数とし， $h\equiv 1/N,$ $N=16$ , 19, 23, 27, 32, 38, 45, 54, 64とする．図 3

は $N=16$ のときの $\overline{\Omega}$ の三角形分割を示している．時間刻みを $\triangle t=h^{2}$ ととる 図 4

は誤差 $E_{X}$ とメッシュ長 $h$ の両対数グラフであり，そこで使われる記号は表 1に示してい

る． $v=10^{-2}$ のとき，いずれの傾きもほぼ 2であり，スキーム 1, 2の間で大きな差は見ら
れない． $v=10^{-3}$ のときも，傾きはほぼ 2であるが， $u_{h}$ の $E_{\ell(H_{0}^{1})}\infty$ O) がやや大きく

なっている． $\nu=10^{-4}$ のとき，スキーム 1の誤差 $\blacksquare$ , ▲) は， $N=27$, 32, 38, 45で非常
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$h$ $h$ $h$

図 4: 例 1におけるんに対する誤差 $E_{X}$ の収束性．左から $v=10^{-2},$ $\nu=10^{-3},$ $\nu=10^{-4}.$

表 1: 図 4で使われる記号．

$u_{h} p_{h} u_{h}$

$\overline{\overline{スキ_{}-ム 1\bullet\blacksquare▲^{X\ell^{\infty}(H_{0}^{1})\ell^{2}(L^{2})\ell^{\infty}(L^{2})}}}$

スキーム $2$ $\circ$ □ $\triangle$

に大きくなっている．一方，スキーム 2の誤差 $(O, \square , \triangle)$ は収束傾向にある．しかし， $u_{h}$

の $E_{\ell(H_{0}^{1})}\infty(O)$ の傾きは 2より小さい．理論的な収束勾配 2を得るには，より細かいメッ

シュ分割が必要と思われる．

次に，キャビティ問題を考える．例 2, 3では $\Omega=(0,1)^{2},$ $f=0,$ $u^{0}=0$ である．境界条

件を図 5に示している．

例 2. $g_{1}=1(0<x_{1}<1)$ , $v=10^{-3}$ とする．

この問題はベンチマークテストとしてよく使われる．図 7は数値定常解の断面図を示し
ている．スキーム 1, スキーム 2の数値定常解と Ghia ら [3] の結果はほぼ同一であった．

図 8はその流線を示している．

例 3. $g_{1}=4x_{1}(1-x_{1})$ , $\nu=10^{-5}$ とする．

図 9はスキーム 1による $t^{n}=8$ での解の立体図を示している．$x_{2}=1$ 周辺で振動が観察

できる．図 10はスキーム 2によるが $=8$ での解の立体図を示している．安定な解が得ら

れている．

キャビティ問題を三角形領域で考える．

例 4. 領域 $\Omega$ と境界条件は図 11に示されている．$\nu=1/Re$ $(Re=500,1000, 2000, 4000)$ , $f=$

$0,$ $u^{0}=0$ とする．
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$u=(g_{1},0)$

図 6: 四角形キャビティ問題に用いるメッシュ
図 5: 四角形キャビティ問題を考える領域と分割．
境界条件．

図 7: 例 2の数値定常解の断面図．左: $u_{h1}$ $(0.5, 右 :u_{h2} 0.5)$ .

$\mathscr{D}$

図 8: 例 2の定常解の流線．

0. $3$ $x_{1}$

$0.Sx_{2}$ o.s $x_{2}$

図 9:例 3における，スキーム 1による解のが $=8$ における立体図． $u_{h1}^{n}($左 $)$ , unh2(右).
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0.$3$ $x_{1}$

$0.Sx_{2} 0.Sx_{2}$

図 10: 例 3における，スキーム 2による解の $t^{n}=8$ における立体図． $u_{h1}^{n}$ (左), $u_{h2}^{n}$ (右).

図 12: $\Omega$ の三角形分割．
図 11: 三角形領域 $\Omega$ と境界条件．

図 13: 例 4の数値定常解の流線．左上 : $Re=500$ , 右上 : $Re=1000,$

左下 : $Re=2000$ , 右下 : $Re=4000.$
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図 13はそれぞれのレイノルズ数での数値定常解の流線を示している． $Re=500$ と

$Re=1000$ を比較すると， $Re=1000$ の 2次渦がやや大きくなっている他は大きな変化は
ない． $Re=1000$ と $Re=2000$ を比較すると， $Re=2000$ の 2次渦が大きくなっている．

これは，四角形キャビティ問題の同レイノルズ数での変化と比較すると大きな変化であ
る． $Re=2000$ と $Re=4000$ を比較すると， $Re=4000$ の 3次渦が大きくなっている．

5 おわりに

$P_{2}/P_{1}$ 有限要素に対して，線形化流速場を用い，Navier-Stokes方程式のための数値積
分誤差を伴わない特性曲線有限要素スキームを構成した．その誤差評価と数値例を紹介
した．
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