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\S 1. 序

本稿では平均曲率による界面運動の近似を与える BMO アルゴリズムをより複雑な運

動に対し一般化する方法を考える。面積保存条件がつく運動や接合点を含む界面ネット

ワークの運動や振動を伴う運動などを取り上げ、それぞれの問題について BMO アルゴリ

ズムの拡張のアイデアを解説する。

\S 2. 平均曲率流と BMO アルゴリズム

ここでは、平均曲率流の定義と基本的な BMO アルゴリズムを紹介する。 以下の議論は

すべて一般次元において成り立つが、説明を分かりやすくするために、 2次元平面を代表

例として扱う。 このとき、滑らかな閉曲線 $\gamma$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}^{2}$ の平均曲率流は長さエネルギー

$E( \gamma)=\int_{a}$

わ

$|\gamma’(s)|ds$

の $L^{2}$ 勾配流として定義される。変分を計算すると、 曲線の各点における法線方向の速度

$v(s)$ が

$v=-\kappa$

という関係を満たす動きであることがわかる。 ただし、 $\kappa$ は考える点における曲線の (平

均 $)$ 曲率である。
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この平均曲率流を数値計算する方法の一つは [6] で発表されたいわゆる 「$BMO$ アル

ゴリズム」である。 時刻 $t$ において曲線 $\gamma$ に囲まれた相領域を P1(t)、外側の相領域を

乃 (t)とすると、 BMO アルゴリズムは次の 2つのステップを繰り返す近似法である :

1. 拡散させるステップ:次の方程式の解 $u(t, x)$ を求める

$u_{t}=\triangle u$ in $(0, \triangle t)\cross \mathbb{R}^{2}$

$u(0, x)=\chi_{P_{1}}(x)-\chi_{P_{2}}(x)$

ここで、 $\chi_{P}$ は集合 $P$ の特性関数である。

2. レベルセットをとるステップ:時間 $\triangle t$ 後の曲線の平均曲率流による変形の近似は

$P_{1}(t+\triangle t)=\{x\in \mathbb{R}^{2};u(\triangle t, x)>0\}$

で与えられる。

実際の数値計算では有界領域にノイマン境界条件を適用することが多い。

時間ステップ $\triangle t$ を細かくすれば、 BMO アルゴリズムで得られる曲線の族が平均曲率

流に収束することは証明されている ([1, 2, 5])。BMO アルゴリズムはレベルセット法に

基づいているため、位相変化などの曲線の特異性を自然に処理できることが主な利点であ

る。 さらに、 曲率の計算をしなくてすむのも便利な点である。

\S 3. BMO アルゴリズムの様々な拡張

以下では、曲率による界面のより一般的な動きを考え、対応する BMO アルゴリズムの

拡張を簡単に記す。詳細については拙著を参照されたい。

3.1 面積保存

制約条件

$|P_{1}(t)|=A=$ const.

つきの長さエネルギーの勾配流は、BMO アルゴリズムの拡散ステップを離散勾配

流の考え方を用い変分間題に直し、 レベルセットの面積に対する制約条件をペナル

ティーとしてつけることで近似できる [11]。つまり、上の BMO アルゴリズムにおいて

$u_{0}(x)=\chi_{P_{1}}(x)-\chi_{P_{2}}(x)$ とおき、時間ステップムオを差分幅 $h$ をもって分割し、以下の
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最小化問題を $n=1$ , 2, . . . , $N$ $(N=$ ムヴ $h)$ に対し帰納的に解いていく :

$\sqrt{}n(u)=\int_{\mathbb{R}^{2}}(\frac{|u-u_{n-1}|^{2}}{h}+|\nabla u|^{2})dx+\lambda(|P_{1}(u)|-A)^{2} arrow \min$ (1)

ただし、 $\sqrt{}n$ のminlmlzer を $u_{n}$ としており、 $P_{1}(u)$ は関数 $u(x)$ がゼロより大きくなる

$x$ の領域を意味する。 なお、 ペナルティーは他の形も使用できる。

上のアルゴリズムが面積保存平均曲率流の近似になっていることは [11, 8] で形式的

に示された。 また、 上の最小化問題に対応する自由境界問題の解析は [9] で行われ、 固

定した $h>0$ に対しペナルティー係数 $\lambda$ を十分大きくとれば、有限の $\lambda$ でもすべての

minimizer の面積がちょうど $A$ になることが証明された。 よって、 ペナルティー法の適

用は数値計算上でも妥当であると言える。

3.2 非等方的なエネルギー

界面の長さエネルギーがその法線ベクトル $n$ に依存するとき、 つまり

$E_{\phi}( \gamma)=\int_{\gamma}\phi(n)$

のとき、 (1) の汎関数 $\sqrt{}n$ において $|\nabla u|^{2}$ の項を $|\phi(\nabla u)|^{2}$ で置き換えるだけで、非等方

的平均曲率流の正しい近似が得られる。相の面積を保存したいときはペナルティーを付け

加えればよい [7]。

Wulff図形が六角形の非等方的エネルギーに対する運動 (面積保存なしあり) [7]
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3.3 接合点を含む界面ネットワーク

相が $P_{1}$ , . . . , $P_{k}$ と三つ以上 $(k\geq 3)$ あるとき、接合点という新たな特異性が現れ、 ス

カラーの枠組みでは扱えなくなる。 そこで、 問題をベクトル値に拡張する。すなわち、 k-

単体の中心から頂点へ向かう $k$ 個の $(k-1)$ 次元の参照ベクトル乃，$l=1$ , . . . , $k$ を用意

し、 拡散ステップの初期値を次のようなベクトル値関数を考える :

$u_{0}(x)=\chi_{P_{1}}p_{1}+\cdots+\chi_{P_{k}}p_{k}$

ベクトル値の熱方程式を解いたあと、時間 $\triangle t$ 後の新しい相領域を決めるには、 $u(\triangle t, x)$

とそれぞれの参照ベクトルの内積をとり、 どの参照ベクトルに最も近いかを確認する :

$P_{j}(t+ \triangle t)=\{x\in \mathbb{R}^{2};u(\triangle t, x)\cdot p_{j}=l1,\ldots,k\max_{=}u(\triangle t, x)\cdot p_{l}\}$

このアルゴリズムの解析は [11] でなされている。 しかし、非等方的なエネルギーの場合は

まだ不明な点が残っている [7]。

それぞれの相の面積が保存される多相平均曲率流の計算結果 [8]

3.4 界面の停滞を防ぐ方法

界面運動の有限要素法を用いた数値計算において、特性関数をベースにした初期値を使

うと、 BMO アルゴリズムの一ステップで界面が一つ以上の要素分の距離を移動しない限
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$\mathfrak{h}$ 、停滞してしまうという問題が発生する。 この間題は面積が保存される運動で特に顕著

になる。

2相流の場合は、符号付き距離関数を初期値にとることによってこの間題が解消される

ことが知られている。 [8] では、界面ネットワークにも対応できるベクトル値の符号付き

距離関数への一般化を行い、それぞれの角度が 120度になる接合点の安定性や界面の速度

を解析している。具体的には、界面のまわりの帯の幅をパラメータ $\epsilon$ とすると、 BMO ア

ルゴリズムの拡散ステップの初期値は次のような関数をとる :

$\delta_{\epsilon}(x)=\sum_{i=1}^{k}[1-\min\{1, \frac{d_{i}(x)}{\epsilon}\}]p_{i}$

ただし、 $p_{i}$ は上で定義した参照ベクトルで、 $d_{i}(x)=dist(x, P_{i})$ とした。

3.5 異なる表面張力

以上の議論はすべての界面の表面張力が等しいときにしか通用しない。相鳥 と相ろ

の間にある界面物の表面張力 $\sigma_{ij}$ が一般のとき、 つまり、長さエネルギーが

$E( \gamma)=\sum_{i<j}\int_{\gamma_{ij}}\sigma_{ij}$

のとき、接合点の角度が非対称になり、 もとの BMO アルゴリズムでは表現できない。

論文 [10] では、 非対称な接合点にも対応できるよう BMO アルゴリズムを一般化した。

非対称な参照ベクトルを用いるとともに、ベクトル値熱方程式の代わりに適切に選んだ係

数をもつ一般の拡散系を導入し、接合点近傍の動きを修正するステップを加えるのが主な

アイデアである。

$150^{o},$ $90^{o},$ $120^{o}$ の角度をもつ接合点の運動 [10]
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3.6 bulk エネルギー

物理的な理由から長さエネルギーに bulkエネルギーを加えたエネルギーの勾配流もモ
デルとしてよく現れる :

$E( \gamma)=\sum_{i<j}\int_{\gamma_{ij}}ds+\sum_{i=1}^{k}\int_{P_{i}}e_{i}(x)dx$

BMO アルゴリズムの拡散ステップの熱方程式に熱源項 $w$ を加えることでこの勾配流を

近似できる。 関数 $w$ を

$w(x) \cdot(p_{i}-p_{j})=\frac{k}{\epsilon(k-1)}(e_{i}-e_{j})(x)$

を満たすように設計すればよい [7]。

外側の相の bulk エネルギー密度が垂直方向の距離に比例する場合に得られた計算結果 [7]
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3.7 双曲型の運動

ニュートンの第 2法則に従って界面の運動方程式を導くと、速度ではなく加速度が平均

曲率に比例するモデルが得られる。 そのような界面運動の近似法はほとんど研究されてい

ないが、 [3, 4] で BMO アルゴリズムに似た近似法を提案した。一つの時間ステップ前と

二つの時間ステップ前の離散界面への符号付き距離関数の適切な線形結合を初期値とする

波動方程式の解のレベルセットを考えるのがポイントである。基本的には勾配流問題に対
する BMO アルゴリズムと同様な方法であるため、上で紹介した拡張はすべて双曲型の計

算にも適用可能である。
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