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概要

初期値問題の古典解の存在時間を下から評価することを目的とした、単独非線形波動方程式の
一般論は最近になって完成した。 その最適性を保証するために解析されているモデル方程式の 1
つで、 未知関数自身のべき乗型非線形項をもつ方程式を考察する。劣臨界ベキに対する解の最大

存在時間の上からの最適評価は、常微分不等式に対する加藤の補題と解のリスケーリングの議論

を用いると、 有限時間爆発の証明からただちに得られると思われてきた。そのため、特に、 高次
元のときのその結果に関する論文は存在しない。

しかしながら、実際に証明を詳細に行うと、カバーすべき論理の微小な飛びが見つかる。本稿

ではそれを加藤の補題を改良することによって埋めることができ、 しかも解のリスケーリングの

議論が不要になることを報告したい。基本的に著者による最近の論文 [14] の主要部分を解説し、
そこには詳細に書かなかったリスケーリングの議論にも言及する。最後にスケール不変な消散型

波動方程式への応用にも触れる。

1 背景と目的

単独非線形波動方程式に対する一般論は、一般的なべキ型非線形項をもつ方程式に小さい初期

値を与えた初期値問題の古典解が、 その小ささに応じてどれだけ長く存在できるか、 という疑問

に答えるものである。その一般論の構成は 1980年初頭に始まり 1995年にはほとんど完成したが、
その最適性を証明し終わったのは、 2014年と最近のことである。詳しくは Takamura & Wakasa
[16] を参照のこと。
ここでは、 その最適性を保証するために解析され続けた、次の特別なモデル方程式に対する初

期値を考える。

$\{\begin{array}{l}u_{tt}-\Delta u=|u|^{p} in R^{n}\cross[0, \infty) ,u(x, 0)=\epsilon f(x) , u_{t}(x, 0)=\epsilon g(x)\end{array}$ (1.1)

ここで $\epsilon>0$ は十分小さいパラメータ、 $f$ , 9は共に台コンパクトで滑らかな $R^{n}$ 上の与えられた

関数とする。 (1.1) の解の最大存在時間、 いわゆるライフスパン $T(\epsilon)$ を次で定義する。

$T( \epsilon)=\sup$ {$t>0$ :任意に固定された $(f_{9})$ に対して、 (1.1) の解 $u(x, t)$ が存在する}
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ここで解の意味は、 $p\geq 2$ のときは古典解で、 $1<p<2$ のときは、 (1.1) の弱解や同値な積分方

程式の適切な滑らかさをもった解とする。後者は乱雑な記述であるが、その辺りの詳細な議論は、

例えば、 Sideris [12] や Georgiev & Takamura & Zhou [3] に見ることができる。

以下、 このライフスパンに関する歴史を概観する。 $n=1$ のときは、 Kato $[7|$ によって $p>1$

ならば $T(\epsilon)<\infty$ となることが示された。本稿で鍵となる加藤の補題とは、 この論文に出現した

命題のことである。 $n\geq 2$ のときは、 Strauss [13] による、 いわゆる次の Strauss 予想が与えら
れた。

$p>p_{0}(n)$ かつ、 $\epsilon$ が十分小ならば $T(\epsilon)=\infty$ (時間大域存在)

$1<p\leq p_{0}(n)$ かつ、 ある意味で初期値が正ならば $T(\epsilon)<\infty$ (有限時間爆発)

ここで $p_{0}(n)$ は Strauss 指数と呼ばれ、 2次方程式 $\gamma(p, n)=0$
、

$\gamma(p, n) :=2+(n+1)p-(n-1)p^{2}$ (1.2)

の正根で定義される数である。具体的には

$Po$
$(n)= \frac{n+1+\sqrt{n^{2}+10n-7}}{2(n-1)}$ (1.3)

となる。 この $p_{0}(n)$ は空間次元 $n$ に関して単調減少であることに注意する。 Strauss 予想の部分
的な証明は色々あるが、各次元によって分類されたそれぞれの部分での最終的な結果は、以下の

ように表にまとめることができる。

有限時間爆発、つまり劣臨界ベキや臨界ベキ $1<p\leq p_{0}(n)$ の場合、 $T(\epsilon)$ の $\epsilon$ による詳細な

評価が望まれる。以下では $c$ や $C$ は $\epsilon$ に無関係な正定数とする。 $n=1$ のときは、 Zhou $[19|$ に

よって任意の $p>1$ に対して

$\{\begin{array}{ll}c\epsilon^{-(p-1)/2}\leq T(\epsilon)\leq C\epsilon^{-(p-1)/2} if \int_{R}9(x)dx\neq 0,c\epsilon^{-p(p-1)/(p+1)}\leq T(\epsilon)\leq C\epsilon^{-p(p-1)/(p+1)} if \int_{R}g(x)dx=0\end{array}$ (1.4)

が、 また、 特に $p=2$ のときは Lindblad [9] によって更に詳しく

$\{\begin{array}{l}\exists\lim_{\epsilonarrow+0}\epsilon^{1/2}T(\epsilon)>0 for \int_{R}g(x)dx\neq 0,\exists\lim_{\epsilonarrow+0}\epsilon^{2/3}T(\epsilon)>0 for \int_{R}g(x)dx=0\end{array}$ (1.5)

が得られている。 Lindblad [9] は同時に $(n,p)=(2,2)$ に対しても

$\{\begin{array}{ll}\exists\lim_{\epsilonarrow+0}a(\epsilon)^{-1}T(\epsilon)>0 for \int_{R^{2}}g(x)dx\neq 0,\exists\lim_{\epsilonarrow+0}\epsilon T(\epsilon)>0 for \int_{R^{2}}g(x)dx=0\end{array}$ (1.6)
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を得ている。 ここで、 $a=a(\epsilon)$ は次をみたす数である。

$a^{2}\epsilon^{2}\log(1+a)=1$ (1.7)

$1<p<p_{0}(n)(n\geq 3)$ または $2<p<p_{0}(2)(n=2)$ のときには、次のような評価が予想され

ている。
$c\epsilon^{-2p(p-1)/\gamma(p,n)}\leq T(\epsilon)\leq C\epsilon)$ (1.8)

ここで $\gamma(p, n)$ は (1.2) で定義されたものである。 $n=1$ に対しても $\gamma(p, n)$ を (1.2) で定義する

なら、 (1.8) は (1.4) の第 2行目と一致していることに注意する。部分的な結果を飛ばしたこの予
想に関する各部分の最終結果は、以下の表のようになる。

表中、 $n=2$ , 3のときには、 もっと強い結果

$\exists\lim_{\epsilonarrow+0}\epsilon^{2p(p-1)/\gamma(p,n)}T(\epsilon)>0$

が得られていることに注意する。次節では、 $n\geq 4$ の上から評価の証明方法とそこにある微小な

論理の飛びを紹介する。解のリスケーリングの議論は、元々未出版論文 Zhou[22] で紹介されて
おり、 Georgiev & Takamura & Zhou [3] で系に、 Zhou & Han [24] で初期境界値問題に拡張する
際に使われている。

$p=p_{0}(n)$ のときには、次のような予想がある。

$\exp(c\epsilon^{-p(p-1)})\leq T(\epsilon)\leq\exp(C\epsilon^{-p(p-1)})$ (1.9)

これに関しても、 以下のような表がある。

本稿の主結果に至った動機は、 20年以上未解決だった一般論の最適性を含む表中 [15] の結果を導

いたとき、臨界指数関係をもった加藤の補題を改良したことが解決のきっかけのひとつだったこ
とにある。

2 加藤の補題とリスケーリングの議論

まず、 Kato [7] にある加藤の補題を、半線形波動方程式に適用できるように改良した Sideris
[12] による変形版を紹介する。 これは Glassey [4] で使われた議論の指数を一般化したものである。
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補題 2.1 (Lemma 4 in Sideris [12]) 各指数 $p>1,$ $a\geq 1,$ $q>0$ は次の関係をみたすとする。

$M:= \frac{p-1}{2}a-\frac{q}{2}+1>0$ (2.1)

また、 $F\in C^{2}([S, T))$ は $S\leq t<T$ に対して

$F(t) \geq A(t+R)^{a}$ , (2.2)

$F”(t) \geq B(t+R)^{-q}|F(t)|^{p}$ (2.3)

をみたすとする。 ここで、 各 $A,$ $B,$ $R$ は正定数である。 このとき、 $T<\infty$ である。

注意 2.1 Kato [7] における元々の加藤の補題は、 $S=0$ として、 (2.2) の代わりに $F’(O)>0$ と

したものである。 その場合は、 $F”(t)\geq 0$ によって、 $t$ を十分大きくすると $F(t)\geq At$ が得られ

る。 つまり、 (2.1) で $a=1$ としたものしか使えないため、 (2.3) は常に $q=n(p-1)$ として適用
するから、 $n=1$ の場合にのみしか最適な結果が得られていなかった。そこを Glassey [4] は波動
方程式の解の評価を用いて、 $a$ を 1より真に大きくして最適な結果を得ている。

さて、 この補題の証明は原論文 [12] を参照することとして、 まずは目標の定理を先に述べる。

定理 $11<p<po(n)$ , $n\geq 4$ とする。 $f\in H^{1}(R^{n})$ と $9(\not\equiv 0)\in L^{2}(R^{n})$ は共に非負値で、 それ

らの台はコンパクトとする。更に、 (1.1) が

$supp(u, u_{t})\subset\{(x, t)\in R^{n}\cross[0, \infty) : |x|\leq t+R\}$ . (2.4)

をみたすような解 $(u, u_{t})\in C([O, T(\epsilon)), H^{1}(R^{n})\cross L^{2}(R^{n}))$ をもつとする。 このとき、正定数
$\epsilon_{0}=\epsilon_{0}(f,g, n,p, R)$ が存在して、解のライフスパン $T(\epsilon)$ は次の不等式をみたす。

$T(\epsilon)\leq C\epsilon^{-2p(p-1)/\gamma(p,n)}$ for $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ (2.5)

ここで $C$ は $\epsilon$ に無関係な正定数である。

証明 まず

$F(t)= \int_{R^{n}}u(x, t)dx$

とおくと、 初期値の仮定から直ちに

$F( O)=\epsilon\int_{R^{n}}f(x)dx\geq 0, F’(O)=\epsilon\int_{R^{n}}g(x)dx>0$ (2.6)

が得られる。 また、 解の仮定から、 Sideris [12] の (13) $-(15)$ にある議論そのもので

$F”(t)= \int_{R^{n}}|u(x, t)|^{p}dx\geq\frac{|F(t)|^{p}}{(\int_{|x|\leq t+R}1dx)^{p-1}}$

となる。従って、 (2.3) は

$B=( \int_{|x|\leq 1}dx)^{1-p}>0, q=n(p-1)>0$ (2.7)

として、 すべての $t\geq 0$ に対して成立していることがわかる。

鍵となる不等式 (2.2) を得るため、次の命題を援用する。
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命題 2.1定理 1の仮定がすべてみたされているとする。 このとき、 次の不等式が成立するよう
な正定数 $C_{1}=C_{1}(f_{9}, n,p, R)$ が存在する。

$F”(t)\geq C_{1}\epsilon^{p}t^{(n-1)(1-p/2)}$ for $t\geq R$ (2.8)

注意 2.2 この命題は Yordanov and Zhang [18] における (2.5’) を僅かに変えただけである。そこ
では、 $f(x)\equiv 0$ のとき $C_{1}=0$ となってしまうが、 これを以下のように回避することができる。

命題 2.1の証明 [18] の Lemma 2.2にょって

$F_{1}(t) \geq\frac{1}{2}(1-e^{-2R})\int_{R^{n}}\{\epsilon f(x)+\epsilon g(x)\}\phi_{1}(x)dx$ for $t\geq R$

が従う。 ここで、

$\phi_{1}(x)=\int_{S^{n-1}}e^{x\cdot\omega}d\omega$ and $F_{1}(t)= \int_{R^{n}}u(x, t)\phi_{1}(x)e^{-t}dx.$

である。 この不等式と [18] にある (2.4) を組み合わせると、容易に (2.8) が従う。 口

定理 1の証明の続き (2.8) を区間 $[R, t]$ で積分すると、

$1<p<p_{0}(n)< \frac{2n}{n-1}$

が成立しているから、

$F’(t) \geq\frac{C_{1}}{n-(n-1)p/2}\epsilon^{p}(t^{n-(n-1)p/2}-R^{n-(n-1)p/2})+F’(R)$ for $t\geq R$

が得られる。先に示した (2.3) から、 $t\geq 0$ に対し $F”(t)\geq 0$ であることと初期値の仮定にょる
$F’(0)>0$ を合わせると、 $F’(R)>0$ が従うことに注意する。以上にょり

$F’(t)> \frac{C_{1}(1-2^{-n+(n-1)p/2})}{n-(n-1)p/2}\epsilon^{p}t^{n-(n-1)p/2}$ for $t\geq 2R$ (2.9)

を得る。 これを区間 $[2R, t]$ で積分し、初期値の仮定によるもう 1つの事実 $F(O)\geq 0$ を用いると

$F(t)>C_{2}\epsilon^{p}(t+R)^{n+1-(n-1)p/2}$ for $t\geq 4R$ (2.10)

が得られる。 ここで

$C_{2}:= \frac{C_{1}(1-2^{-n+(n-1)p/2})(1-2^{-n-1+(n-1)p/2})}{2^{n+1-(n-1)p/2}\{n-(n-1)p/2\}\{n+1-(n-1)/2\}}>0$

とした。 これで (2.7) に加え

$a=n+1- \frac{n-1}{2}p>1, A=C_{2}\epsilon^{p}$

として補題 2.1を使う準備が出来た。

リスケーリングの議論とその不足部分 ここで $\tau=t\epsilon^{2p(p-1)/(4M)}$ なる変数変換を考え

$G(\tau):=\epsilon^{2p(q-2)/(4M)}F(\epsilon^{-2p(p-1)/(4M)}\tau)$
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で新たな関数 $G$ を定義する。 また、 (1.2) より

$4M=2(p-1)(n+1- \frac{n-1}{2}p)-2n(p-1)+4=\gamma(p, n)>0$

であることに注意する。 このとき、 $G(\tau)$ は次の不等式をみたす。

$G(\tau)G"(\tau)$ $\geq\geq$
$C_{2}(\tau+\epsilon^{2p(p-1)/(4M)}R)^{a}B(\tau+\epsilon^{2p(p-1)/(4M)}R)^{-q}|G(\tau)|^{p}$

for $\tau\geq 0$

for $\tau\geq 4R\epsilon^{2p(p-1)/(4M)},$

ここで、 一般性を失うことなく $0<\epsilon\leq 1$ と仮定して良いから、

$G(\tau)$ $\geq$ $2^{-a}C_{2}(\tau+R)^{a}$ for $\tau\geq 4R,$

(2.11)
$G”(\tau)$ $\geq$ $B(\tau+R)^{-q}|G(\tau)|^{p}$ for $\tau\geq 0$

が得られることがわかる。従って、 補題 2.1によって、ある正定数 $T$ が存在して $\tau\leq T<\infty$ と

なる。 つまり、 $t\leq T\epsilon^{-2p(p-1)/(4M)}$ となって定理の証明が終わるかのように思われる。

ところが、

$G(0)=\epsilon^{2p(q-2)/(4M)}F(0)=\epsilon^{2p(q-2)/(4M)+1}\Vert f\Vert_{L^{1}(R^{n})},$

(2.12)
$G’(0)=\epsilon^{2p(q-p-1)/(4M)}F’(0)=\epsilon^{2p(q-p-1)/(4M)+1}\Vert g\Vert_{L^{1}(R^{n})}$

であるから、補題 2.1の結論にある $T$ が、 $\epsilon$ に関して一様な有界性を持っていなくてはいけない。

それは、補題 2.1において元々の加藤の補題のように $S=0$ かつ $F’(O)>0$ と更に仮定してから、

丁寧にその証明を追えば容易に埋めることができる。 しかし、 次節で示すように、 その際には $T$

の (2.2) における $A$ とそれが成立する最低時刻に対する依存度が精密にわかり、結果として上に

記した解のリスケーリングの議論は不要になる。

3 改良型加藤の補題とライフスパンの評価

今度は補題 2.1の代わりに次の補題を用いる。

補題 3.1 $p>1,$ $a>0,$ $q>0$ は (2.1) をみたすものとする。更に $F\in C^{2}([0, T))$ が

$F(t)\geq At^{a}$ for $t\geq T_{0}$ , (3.1)

$F”(t)\geq B(t+R)^{-q}|F(t)|^{p}$ for $t\geq 0$ , (3.2)

$F(O)\geq 0, F’(O)>0$ , (3.3)

をみたしているとする。 ここで $A,$ $B,$ $R$ ,乃はすべて正定数である。 このとき、 ある正定数 $C_{0}=$

$C_{0}(p, a, q, B)$ が存在して、

$T_{1}$ $:= \max\{T_{0},$ $\frac{F(0)}{F(0)},$ $R\}\geq C_{0}A^{-(p-1)/(2M)}$ . (3.4).

である限りは次の評価が成立する。
$T<2^{2/M}T_{1}$ (3.5)
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証明 (3.2) と (3.3) によって $F’(t)\geq F’(0)>0$ であるから、

$F(t)\geq F’(0)t+F(0)\geq F(0)\geq 0$ for $t\geq 0$ (3.6)

が従う。 このとき、 (3.2) の両辺に $F’(t)>0$ を掛けると

$( \frac{1}{2}F’(t)^{2})’\geq B(t+R)^{-q}F(t)^{p}F’(t)$ for $t\geq 0.$

が得られる。 これと (3.6) によって

$\frac{1}{2}F’(t)^{2} \geq\frac{1}{2}F’(0)^{2}+B(t+R)^{-q}\int_{0}^{t}F(s)^{p}F’(s)ds$

$\geq>\frac{}{}(t\frac{B}{p+1p+1B}(t+R)^{-q}F(t)^{p}\{F(t)-F(0)\}+R)^{-q}\{F(t)^{p+1}-F(0)^{p+1}\}$

がすべての $t\geq 0$ に対して成立することがわかる。
もし $F(O)>0$ ならば、 $t\geq F(O)/F’(O)$ と仮定する。 これは $F(t)\geq 2F(0)$ を意味するから

$F’(t)>\sqrt{\frac{B}{p+1}}(t+R)^{-q/2}F(t)^{(p+1)/2}$ for $t \geq\frac{F(0)}{F(0)}$

が得られる。 これは $F(O)=0$ の場合にも成立していることは自明である。
以下、 $t\geq T_{1}$ と仮定する。 このとき、 (3.1) を以下のように使う。 $\delta$ を $0<\delta<(p-1)/2$ とな

るように取ると

$\frac{F’(t)}{F(t)^{1+\delta}} >2^{-q/2}\sqrt{\frac{B}{p+1}}t^{-q/2}F(t)^{(p-1)/2-\delta}$

$>2^{-q/2}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2-\delta}t^{M-1-\delta a}$

がすべての $t\geq T_{1}$ に対して成立する。 これを区間 $[T_{1}, t]$ で積分すると、

$\frac{1}{\delta}(\frac{1}{F(T_{1})^{\delta}}-\frac{1}{F(t)^{\delta}})>2^{-q/2}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2-\delta}\int_{T_{1}}^{t}s^{M-1-\delta a}ds$

が得られる。 ここで左辺の第二項を取って、 $\delta$ を更に

$0< \delta<\min(\frac{p-1}{2}, \frac{M}{2a})$

をみたすように取り直すと、

$\frac{1}{\delta F(T_{1})^{\delta}}>2^{-q/2}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2-\delta}\frac{t^{M-\delta a}-T_{1}^{M-\delta a}}{M-\delta a}$

がすべての $t\geq$ 乃に対して成立することがわかる。 このとき、 (3.1) で $t=$ 男としたものを用
いると

$\frac{1}{T_{1}^{\delta a}}(\frac{2^{-q/2}}{M-\delta a}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2}T_{1}^{M}+\frac{1}{\delta})>\frac{2^{-q/2}}{M-\delta a}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2}t^{M-\delta\alpha}$
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がすべての $t\geq T_{1}$ に対して成立することがわかる。 もし、 更に

$\frac{2^{-q/2}}{M-\delta a}\sqrt{\frac{B}{p+1}}A^{(p-1)/2}T_{1}^{M}\geq\frac{1}{\delta}$

つまり、

$C_{0}:=( \frac{2^{-q/2}\delta}{M-\delta a}\sqrt{\frac{B}{p+1}})^{-1/M}>0$

とおくと、 (3.4) は常にみたされ、結論の $2T_{1}^{M-\delta a}>t_{\backslash }^{M-\delta a}$ 従って

$2^{2/M}T_{1}>2^{1/(M-\delta a)}T_{1}>t$

を得る。 口

定理 1の再証明 まず、 前節で証明した $(2.6)$
、

$(2.7)$
、 (2.10) はすべてそのまま使えることに注

意する。つまり、補題 3.1の仮定を

$A=C_{2} \epsilon^{p}, B=(\int_{|x|\leq 1}dx)^{1-p}, a=n+1-\frac{n-1}{2}p, q=n(p-1)$

としてみたしており、再び (2.1) によって

$M= \frac{p-1}{2}a-\frac{q}{2}+1=\frac{\gamma(p,n)}{4}>0$

であることに注意する。一番重要な乃の決め方は

$T_{0}=C_{0}A^{-(p-1)/(2M)}=C_{0}C_{2}^{-2(p-1)/\gamma(p,n)}\epsilon^{-2p(p-1)/\gamma(p,n)}$ (3.7)

とおけばよい。 なぜなら、 このとき、 正定数 $\epsilon_{0}=\epsilon_{0}(f_{9}, n,p, R)>0$ が存在して

$T_{0} \geq\max\{\frac{F(0)}{F(0)}\rangle 4R\}$ for $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$

となるからである。 これは、 $F(O)/F’(O)$ が $\epsilon$ に依存していないことから可能である。従って、

(3.4) で $T_{1}=T_{0}$ となり、 補題 3.1の結論から、 $F(t)$ の最大存在時間 $T$ は

$T(\epsilon)\leq T\leq C_{3}\epsilon^{-2p(p-1)/\gamma(p,n)}$ for $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$

をみたす。 ここで
$C_{3}:=2^{8/\gamma(p,n)}C_{0}C_{2}^{-2(p-1)/\gamma(p,n)}>0$

とした。 口

注意 3.1 前節の最後で不明だった補題 2.1と解のリスケーリングの議論を用いるときに必要な $T$

の $\epsilon$ に関する一様有界性は、補題 3.1と (2.12) から次のようにしてわかる。 $0<\epsilon\leq 1$ のとき

$\frac{G(0)}{G(0)}=\epsilon^{2p(p-1)/(4M)}||f\Vert_{L^{1}(R^{n})}\backslash \leq\frac{||f||_{L^{1}(R^{n})}}{||g||_{L^{1}(R^{n})}}$

$\Vert g\Vert_{L^{1}(R^{n})}$

が成立するので、 (2.11) と (3.4) を見ると

$T_{0}= \max\{\frac{||f||_{L^{1}(R^{n})}}{||g||_{L^{1}(R^{n})}}, 4R, C_{0}(2^{-a}C_{2})^{-(p-1)/(2M)}\}$

とすれば $T<2^{2/M}T_{0}$ が従う。
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注意 3.2定理 1は、その証明を追うと $1<p<p_{0}(n)$ かつ $n=2$ , 3でも成立していることがわ
かる。 ただし、 (1.6) と比較すると、 $n=2$ のときは $p=2$ で最適でなく、 また $1<p<2$ のとき
の最適性は不明である。 この部分は、原論文 Takamura [14] で解析されており、 (2.8) より良い評
価を示すことによって、 $p=2$ のときの最適性が示され、 $1<p<2$ のときの最適評価の予想が与
えられている。更に [14] では、 $n=1$ のときにも (1.4) と同じライフスパンの上からの評価を容
易に導けることを、少し特別な初期値に対して示している。
また、 $n=1$ , 2のときは、 (1.4) や (1.6) と比較すると、 $f(x)\geq 0(\not\equiv O)$ かつ $g(x)\equiv 0$ の場合に

も定理 1と同じ結論を得る必要があるが、 それは $F(O)>0$ かつ $F’(O)=0$ に対して改良型加藤
の補題を作れば解消できる。 ただし、 その場合、 ある $t_{0}>0$ が存在して、 $F(t_{0})\geq 2F(0)$ となっ

ていることを余計に仮定する必要が出てくる。詳しくは [14] を参照のこと。

4 スケール不変な消散型波動方程式への応用
(1.1) の他に改良型加藤の補題を適用できる次の消散型波動方程式の例を紹介する。

$\{\begin{array}{l}u_{tt}-\triangle u+\frac{\mu u_{t}}{1+t}=|u|^{p} in R^{n}\cross[0, \infty) ,u(x, 0)=\epsilon f(x) , u_{t}(x, 0)=\epsilon g(x)\end{array}$ (4.1)

ここで $\mu$ は正定数である。スケール不変という名称は、スケー，$\triangleright$変換 $\tilde{u}(x, t)$ $:=u(\lambda x, (\lambda(1+t)-1)$

に対して、 方程式の線形部分が不変であることが由来である。 (4.1) は、 Wakasugi [17] に良くま
とめられているように、消散項の時間減衰 $1/(1+t)$ は、 消散項が効く効かない、つまり解が熱方
程式のそれか波動方程式のそれかに似た振る舞いする、を分ける臨界減衰になっている。更にそ
のとき、係数 $\mu$ が 1を境にしても状況が分かれると予想されている。

D’Abbicco &Lucente &Reissig [1] では、 $\mu=2$ のとき、 (1.1) と同様に解の時間大域存在と
有限時間爆発を分ける臨界ベキが存在して、 それは $n\geq 2$ のとき $p_{0}(n+2)$ になるという事実を
証明している。 これは、 $v(x, t):=(1+t)u(x, t)$ という簡単な変数変換によって、 (4.1) が

$\{\begin{array}{l}v_{tt}-\triangle v=\frac{1}{(1+t)^{p-1}}|v|^{p} in R^{n}\cross[0, \infty) ,v(x, 0)=\epsilon f(x) , v_{t}(x, 0)=\epsilon\{f(x)+9(x)\}\end{array}$ (4.2)

という時間変数係数を半線形項にもつ波動方程式になることを用いて、従来の解析方法が適用で
きることに強く依存した結果である。 ここでも、 改良型加藤の補題を用いると、解のライフスパ
ンの上からの評価が得られる。
それは

$H(t):= \int_{R^{n}}v(x, t)dx$

とおくと、 (1.1) のときと同様に解の台のコンパクト性から得られる

$H”(t)\geq B(t+R)^{-(n+1)(p-1)}|H(t)|^{p}$ for $t\geq 0$

と、 初期値のひとつ $g(x)$ に対する仮定を $f(x)+g(x)$ に置き換えた仮定から、

$H(t)\geq C\epsilon^{p}t^{n+2-(n+1)p/2}$ for $t\geq 4R$

が容易に導かれることによってわかる。後は補題の証明に沿って、 $\gamma(p, n)$ にある $p$ の各次数にお
ける係数がどのように変化するか追えば良い。結果、 $\gamma(p, n)$ に該当する量は $\gamma(p, n+2)$ となる

ことが直ちにわかり、 (4.2) の解のライフスパンの評価は、定理 1の結果で $n$ を $n+2$ に置き換
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えた形で成立することが得られる。臨界ベキの場合には、Takamura &Wakasa [15] にある臨界

指数に対する改良型加藤の補題を用いれば所望の結果が得られる。 これらはライフスパンの下か

らの評価と合わせて、何れ誰かによってもたらされるであろう。
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