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概要

本研究では、 集合値写像と順序単調性をもつスカラー化関数との合成関数の凸性につぃて考察し
ている。

1 はじめに

順序単調性を持つスカラー化関数としては $I_{k,V}^{(j)}$

’
$S_{k,V}^{(j)}$ が挙げられる ([2] を参照)。 順序単調性と

は，set-relation([1] を参照) を保存することである。 すなわち， $A\leq_{K}^{(j)}B$ ならば $I_{k,V}^{(j)}(A)\leq I_{k,V}^{(j)}(B)$ ,

$S_{k,V}^{(j)}(A)\leq S_{k,V}^{(j)}(B)$ が成立することである。 また， $I_{k,V}^{(j)},$ $S_{k,V}^{(j)}$ は集合値写像の性質を受け継ぐことが

知られている ([2] を参照)。 つまり， $F$ がある性質を持つとき， $I_{k,V}^{(j)}oF,$ $S_{k,V}^{(j)}\circ F$ は同様の性質を持

つことである。 本稿では，合成関数の凸性について一般的な結果を報告する。

2 準備

本研究では， $x$ を実ベクトル空間， $Y$ を実線形位相空間で以下のような空でない凸錐 $K$ にょる順序

を持つとする。

$x\leq Ky$ if $y-x\in K$ for $x,$ $y\in Y$

通常，2つの集合 $A,$ $B\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$ の和は $A+B:=\{a+b|a\in A, b\in B\}$ と定義し、 集合 $A\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$

の実数 $\alpha$ によるスカラー倍は $\alpha A:=\{\alpha a|a\in A\}$ と定義する。

定義 2.1 ([1]). 集合 $A,$ $B\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$ に対して，以下の 6つの関係 (set-relation) を定義する。

1. $A \leq_{K}^{(1)}B_{def}\Leftrightarrow A\subset\bigcap_{b\in B}(b-K)(\Leftrightarrow B\subset\bigcap_{a\in A}(a+K))$

2. $A \leq_{K}(2)B_{def}\Leftrightarrow A\cap(\bigcap_{b\in B}(b-K))\neq\emptyset$

3. $A\leq_{K}^{(3)}B_{def}\Leftrightarrow B\subset A+K$

4. $A \leq_{K}^{(4)}B_{def}\Leftrightarrow(\bigcap_{a\in A}(a+K))\cap B\neq\emptyset$
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5. $A\leq_{K}^{(5)}B_{def}\Leftrightarrow A\subset(B-K)$

6. $A\leq_{K}^{(6)}B_{def}\Leftrightarrow A\cap(B-K)\neq\emptyset(\Leftrightarrow(A+K)\cap B\neq\emptyset)$

本研究では，集合値写像 $F:Xarrow 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$ に対して次の 5種類の凸性を定義する。

定義 2.2 ([1]). 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X,$ $\lambda\in(0,1)$ に対して，まず 3つの凸性を定義する。 $i=1$ , . . . , 6に

対して，

(1) $F$ が type $(j)K$-convex function とは以下が成り立つことである。

$F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}\lambda F(x_{1})+(1-\lambda)F(x_{2})$

(2) $F$ が type (i)properly quasi $K$ -convex function とは以下が成り立つことである。

$F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}F(x_{1})$ 又は $F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}F(x_{2})$

(3) $F$ が type (i)naturally quasi $K$ -convex function とは以下が成り立つことである。

$\exists\mu\in[0$ , 1$]$ such that $F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}\mu F(x_{1})+(1-\mu)F(x_{2})$

次に， $j=1$ , . . . , 3に対して，以下の 2つの凸性を定義する。

(4) $F$ が type (i)-lower quasiconvex function とは以下が成り立つことである。

$F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}(F(x_{1})+K)\cap(F(x_{2})+K)$

(5) $F$ が type (j)-upper quasiconvex function とは以下が成り立つことである。

$F( \lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq_{K}^{(j)}(\bigcap_{y_{1}\in F(x_{1})}(y_{1}+K))\cap(\bigcap_{y_{2}\in F(x_{2})}(y_{2}+K))$

注意 2.1. 上記の凸性には次のような関係がある。 $j=1$ , . . . , 6に対して，(1) $\Rightarrow(3)$ , (2) $\Rightarrow(3)$ , $j=3$ の

場合のみ (3) $\Rightarrow(4)$ であり，(3)$j=6\Rightarrow(5)j=2$ である ([1] を参照)。

この凸性の双対的な概念として凹性を定義する。

定義 2.3. 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X,$ $\lambda\in(0,1)\}_{\vee}’$対して，まず 3つの凹性を定義する ([2])。 $j=1$ , . . . , 6に対

して，

(1) $F$ が type $(j)K$-concave function とは以下が成り立つことである。

$\lambda F(x_{1})+(1-\lambda)F(x_{2})\leq_{K}^{(j)}F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$

(2) $F$ が type (i)propely quasi $K$ -concave function とは以下が成り立つことである。

$F(x_{1})\leq_{K}^{(j)}F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$ 又は $F(x_{2})\leq_{K}^{(j)}F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$

(3) $F$ が type (j)naturally quasi $K$ -concave function とは以下が成り立つことである。

$\exists\mu\in[0$ , 1$]$ such that $\mu F(x_{1})+(1-\mu)F(x_{2})\leq_{K}^{(j)}F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$
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次に， $j=1$ , . . . , 3に対して以下を定義する。

(4) $F$ が type (j)-lower quasiconcave function とは以下が成り立つことである。

$(F(x_{1})-K)\cap(F(x_{2})-K)\leq_{K}(j)F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$

(5) $F$ が type (j)-upper quasiconcave function とは以下が成り立つことである。

$( \bigcap_{y_{1}\in F(x_{1})}(y_{1}-K))\cap(\bigcap_{y_{2}\in F(x_{2})}(y_{2}-K))\leq_{K}^{(j)}F(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})$

注意 2.2. 凹性には凸性と同様に次のような関係がある。 $j=1$ , . . . , 6に対して，(1) $\Rightarrow(3)$ , (2) $\Rightarrow(3)$ で

ある。 $j=5$ の場合のみ (3) $\Rightarrow(4)$ であり、 (3)$j=6\Rightarrow(5)j=4$ である。

定義 2.4 ([2]). $V,$ $V’\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\},$ $k\in$ int $K$ とする。 $j=1$ , . . . , 6に対してスカラー化関数 $I_{k,V}^{(j)},$

$S_{k,V}^{(j)}$ : $2^{Y}\backslash \{\emptyset\}arrow R\cup\{\pm\infty\}$ を定義する。

$I_{k,V}^{(j)}(V’):= \inf\{t\in R|V’\leq_{K}^{(j)}(tk+V S_{k,V}^{(j)}(V’):=\sup\{t\in R|(tk+V)\leq_{K}(j)V’\}$

定義 2.5 (Yu (1974), [6]). $V\in Y\backslash \{\emptyset\}$ とする。 $V$ が $K$ -convexであるとは， $V+K$ が凸集合になる

ことである。

ここで $\psi$ を拡張実数値関数 $2^{Y}\backslash \{\emptyset\}arrow RU\{\pm\infty\}$ とする。

定義 2.6. $d\subset 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$ が凸であるとは，任意の $A_{1},$ $A_{2}\in \mathscr{A},$ $\lambda\in(0,1)$ , に対して，$\lambda A_{1}+(1-\lambda)A_{2}\in \mathscr{A}$

が成り立つことである。

定義 2.7. $\psi$ が凸関数 (凹関数) であるとは，任意の $A_{1},$ $A_{2}\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\},$ $\lambda\in(0,1)$ , に対して，

$\psi(\lambda A_{1}+(1-\lambda)A_{2})\leq(\geq)\lambda\psi(A_{1})+(1-\lambda)\psi(A_{2})$

が成り立つことである。

定義 2.8. $\psi$ が準凸 (準凹) 関数であるとは任意の実数 $\alpha$ に対して， $lev(\psi, \leq(\geq), \alpha):=\{A\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\}|$

$\psi(A)\leq(\geq)\alpha\}$ が凸であるときをいう。

命題 2.1. 空でない集合 $V$ と $k\in intK$ に対して，次が成り立つ。

1. $j=1$ , . . . , 3に対して， $I_{k_{)}V}^{(j)}$ は凸関数である。

2. $i=4$ , . . . , 6に対して， $V$ が $(-K)$ -convexならば $I_{k,V}^{(j)}$ は凸関数である。

命題 2.2. 空でない集合 $V$ と $k\in intK$ に対して，次が成り立つ。

1. $i=1$ , 4, 5に対して， $S_{k,V}^{(j)}$ は凹関数である。

2. $j=2$ , 3, 6に対して， $V$ が $K$ -convexならば $S_{k_{)}V}^{(j)}$ は凹関数である。

$I_{k,V}^{(5)}$ が実数を取る場合のみを証明する。他の場合も同様にすればよい。

証明 2.1. $V$ を $(-K)$-convex と仮定する。 $V_{1}’,$ $V_{2}’\in 2^{Y}\backslash \{\emptyset\},$ $\lambda\in(0,1)$ , $\alpha_{1}$ $:=I_{k,V}^{(5)}(V_{1}’)$ , $\alpha_{2}:=I_{k,V}^{(5)}(V_{2}’)$

とする。 任意の $s>0$ に対して，

$V_{1}’\subset(\alpha_{1}+s)k+V-K, V_{2}’\subset(\alpha_{2}+s)k+V-K$
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である。 $V$ は $(-K)$-convexであるから，

$\lambda V_{1}’+(1-\lambda)V_{2}’\subset\lambda\{(\alpha_{1}+s)k+V-K\}+(1-\lambda)\{(\alpha_{2}+s)k+V-K\}$

$\Rightarrow\lambda V_{1}’+(1-\lambda)V_{2}’\subset(\lambda\alpha_{1}+(1-\lambda)\alpha_{2}+s)k+V-K$

が成立する。 よって、

$I_{k,V}^{(5)}(\lambda V_{1}’+(1-\lambda)V_{2}’)\leq\lambda\alpha_{1}+(1-\lambda)\alpha_{2}+s$

であり、任意の $s>0$ であったから，

$I_{k_{)}V}^{(5)}(\lambda V_{1}’+(1-\lambda)V_{2}’)\leq\lambda\alpha_{1}+(1-\lambda)\alpha_{2}$

定義 2.9. $j=1$ , .. . , 6に対して， $\psi$ が $2^{Y}\backslash \{\emptyset\}$ 上で $\leq_{K}^{(j)}$ に関して $i$ -monotoneであるとは，

$A\leq_{K}(j)B\Rightarrow\psi(A)\leq\psi(B)$ .

と定義する。

3 集合値写像と順序単調性を持つスカラー化関数との合成関数の凸性

命題 2.1と 2.2より $I_{k,V}^{(j)},$ $S_{k,V}^{(j)}$ には凸性または凹性があり，さらに順序単調性がある。 ここからは関

数を一般化し、 上記の 2つの性質をもつ関数 $\psi$ と集合値写像 $F$ との合成関数の性質を述べる。

$j=1$ , . . . , 6に対して，以下の結果が成り立つ。

表 1: $\psi\circ F$ の凸性

表 2: $\psi\circ F$ の凹性

表 3: $\psi\circ F$ の凸性と凹性

注意 1と 2で述べたように $i=3$ , 5, 6の場合は上記の表で扱っている凸性と type (j)-lower qua-

siconvex,type (i)-upper quasiconcave に関係があり、 後者の方がより広い凸性であった、上記の表と
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同様のことをそれらの場合に考えた時，同じようには合成関数が凸 (凹) 性を持たない。以下に考え

る場合と例を示す。 $X:=\mathbb{R},$ $Y:=\mathbb{R}^{2},$ $K=\mathbb{R}_{+}^{2},$ $k:=(1,1)^{T},$ $V:=[(0,0)^{T}, (1,1)^{T}]$ とする。

例 3.1. $\psi:=I_{k,V}^{(3)},$ $D:=co\{(1,1)^{T}, (2, 1)^{T}\}\cup co\{(1,1)^{T}, (1, 2)^{T}\}$ とする。

1. $F(x):=\{\begin{array}{l}D+(x-1, -x+1)^{T} (x<1)とする。 このとき，I_{k,V}^{(3)}\circ F(x)=|x-1|+1 であ\end{array}$

$D+(x-1, x-1)^{T}$ $(x\geq 1)$

るから，合成関数は凸関数である。

2. $F(x):=\{$ $D+(x-1, x-D1)^{T}$
$(x<1)$

とする。 このとき， $I_{k,V}^{(3)}\circ F(x)=\{\begin{array}{l}x (x<1)で 1 (x\geq 1)\end{array}$

$(x\geq 1)$

あるから 合成関数は凹関数である。

例 3.2. $\psi:=I_{k,V}^{(2)},$ $D:=co\{(1,1)^{T}, (2, 1)^{T}\}\cup co\{(1,1)^{T}, (1, 2)^{T}\}$ とする。

1. $F(x):=\{\begin{array}{l}D+(-2, -x)^{T} (x<0)とする。 このとき，I_{k,V}^{(2)}\circ F(x)=|x|+1 であるから，合\end{array}$
$D+(x-2, x)^{T}$ $(x\geq 0)$

成関数は凸関数である。

2. $F(x):=\{\begin{array}{ll}-1 (x\leq-2)x+1 (-2<x<0)D+(-2,0)^{T} (x\geq 0) \end{array}$
$D+(-2, x)^{T}$ $(x<0)$

とする。 このとき， $I_{k,V}^{(2)}\circ F(x)=\{$

$1 (x\geq 0)$

であるから，合成関数は凹関数である。

例 3.3. $\psi:=S_{k,V}^{(5)},$ $D:=co\{(1,1)^{T}, (0,1)^{T}\}\cup co\{(1,1)^{T}, (1, 0)^{T}\}$ とする。

1. $F(x):=\{\begin{array}{ll}0 (x<1)D+(x-1, x-1)^{T} (x\geq 1) \end{array}$
$D$ $(x<1)$

とする。 このとき， $S_{k,V}^{(5)}\circ F(x)=\{$

$x-1$ $(x\geq 1)$

であるから，合成関数は凸関数である。

2. $F(x):=\{\begin{array}{ll}0 (x<1)D+(-x+1, x-1)^{T} (x\geq 1) \end{array}$
$D$ $(x<1)$

とする。このとき，$S_{k,V}^{(5)}\circ F(x)=\{$

$-x+1$ $(x\geq 1)$

であるから，合成関数は凹関数である。

例 3.4. $\psi:=S_{k,V}^{(4)},$ $D:=co\{(1,1)^{T}, (2, 1)^{T}\}\cup co\{(1,1)^{T}, (1, 2)^{T}\}$ とする。

1. $F(x):=\{\begin{array}{l}-1 (x<0)で x-1 (x\geq 0)\end{array}$
$D+(x-2, x)^{T}$ $(x\geq 0)$

$D+(-2,0)^{T}$ $(x<0)$
とする。 このとき， $S_{k,V}^{(4)}\circ F(x)=\{$

あるから 合成関数は凸関数である。

2. $F(x):=\{$
$D+(-2,0)^{T}$ $(x<0)$

とする。このとき，$S_{k,V}^{(4)}\circ F(x)=\{$

$D+(-x-2, -x)^{T}$ $(x\geq 0)$

$-1$ $(x<0)$

$-x-1$ $(x\geq 0)$

であるから，合成関数は凹関数である。
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