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Abstract

非可換環上の分離拡大は幅広く研究されていたが，最近，浜口直樹と中島惇
により分離拡大の一般化として弱分離拡大が導入された．本論文では彼らが与
えた結果を精密化および一般化することを目標とし，まず可換環上の弱分離多
項式をその導関数および判別式により特徴付ける．さらに歪多項式環における
多項式が弱分離的であるための必要十分条件を与え，これにより歪多項式環に
おける分離性と弱分離性の差異を示す定理を与える．

1 序と準備

$A/B$ を (単位元を共有する) 環拡大，$M$ を両側 $A$-加群とする．加法的な写像 $\delta$ :

$Aarrow M$ が $B$-微分 ( $B$-derivation)であるとは，$\delta(xy)=\delta(x)y+x\delta(y)(\forall x, y\in A)$

かつ $\delta(b)=0(\forall b\in B)$ が成り立つときにいう．さらにある適当な $m\in M$ により

$\delta(x)=mx-xm(\forall x\in A)$ となるとき，$\delta$ は内部的 (inner) であるという．

環拡大 $A/B$ が分離的 (separable) であるとは，$a\otimes b\mapsto ab(a, b\in A)$ で定められる

$A\otimes_{B}A$ から $A$への A-A-準同型が分裂 (split) するときにいう．分離拡大について，次

の補題は定義より直接的に示される．

補題 1.1. ([1, Satz 4.2]) 環拡大 $A/B$ について，次は同値である．

(1) $A/B$ は分離拡大である．

(2) 任意の両側 $A$ -加群 $M$ について，$A$ から $M$への $B$ -微分はすべて内部的である．

[2] において中島惇と浜口直樹は分離拡大の一般化として次の定義を与えた．

定義 1.2. ([2, Definition 2.1]) 環拡大 $A/B$ が弱分離的 (weakly separable) である

とは，$A$ から $A$への $B$-微分がすべて内部的であるときにいう．

明らかに分離拡大は弱分離拡大である．

本研究は科研費 (基盤研究 (C) 234540049) の助成を受けたものである．
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$B$ を環，$\rho$ を $B$の自己同型，$D$ を倉微分 (すなわち $D$は $B$の加法的な写像で $D(\alpha\beta)=$

$D(\alpha)\rho(\beta)+\alpha D(\beta)(\forall\alpha, \beta\in B)$ をみたす) とする．このとき $B[X;\rho, D]$ をその乗法

が $\alpha X=X\rho(\alpha)+D(\alpha)(\forall\alpha\in B)$ で定まる歪多項式環とする．とくに $B[X;\rho]=$

$B[X;\rho, 0]$ (自己同型型), $B[X;D]=B[X;1, D]$ (微分型) と表す．また $B[X;\rho, D]_{(0)}$

を $B[X;\rho,$ $D|$ におけるモニック多項式 $g$ で $gB[X;\rho,$ $D|=B[X;\rho, D]g$ をみたすもの

全体とする．任意の $f\in B[X;\rho, D]_{(0)}$ について，$B[X;\rho, D]/fB[X;\rho, D]$ は $B$ 上自由

(free) な環拡大となる．このとき $f$ が $B[X;\rho, D]$ における分離多項式 (resp. 弱分離

多項式) であるとは，$B[X;\rho, D]/fB[X;\rho, D]$ が $B$ 上分離的 (resp. 弱分離的) である

ときにいう．

ここで歪多項式環における分離多項式に関する基本的な結果を述べておこう．歪

多項式環における分離多項式は岸本量夫，永原賢，宮下庸一，および第二筆者により幅

広く研究されてきた (参考文献参照). とくに永原は可換環上の分離多項式や歪多項

式環における 2次の分離多項式について徹底的に研究している．永原は可換環上の

分離多項式を次のように特徴づけた．

命題 1.3. $([10,$ Theorem $2.3|)$ $B$ を可換環，$f(X)$ を $B[X|$ におけるモニック多項

式とする．このとき次は同値である．

(1) $f(X)$ は $B[X]$ において分離的である．

(2) $f(X)$ の導関数 $f’(X)$ は $B[X]/(f(X))$ において可逆である．

(3) $f(X)$ の判別式 $\delta(f(X))$ は $B$ において可逆である．

一般の歪多項式環にける分離多項式について，宮下庸一が与えた次の結果は最も基

本的である．

命題 1.4. ([9, Theorem 1.8]) $f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;\rho, D]_{(0)},$

$A=B[X;\rho, D]/fB[X;\rho, D],$ $x=X+fB[X;\rho, D]$ とする．このとき $f$ が $B[X;\rho, D]$

において分離的であるための必要十分条件は，適当な $h\in A$ が存在して $\rho^{m-1}(\alpha)h=$

$h\alpha(\forall\alpha\in B)$ かつ $\sum_{j_{=0}}^{m-1}y_{j}hx^{j}=1$ が成り立つことである．ここで $y_{j}=x^{m-j-1}+$

$x^{m-j-2}a_{m-1}+\cdots+xa_{j+2}+a_{j+1}(0\leq i\leq m-2)$ かつ $y_{m-1}=1$ とする．

最近，[13] において筆者らは $B[X;\rho]$ と $B[X;D]$ のそれぞれの場合において命題 1.4

の別証明を与えている．

[2] において，浜口直樹と中島惇は可換環上の弱分離多項式や，係数環が整域の場合
の歪多項式環における弱分離多項式について調べた．本論文の目標は浜口と中島が得

た結果をより精密化および一般化することである．第二章では可換環上の弱分離多

項式 $f(X)$ を，その導関数 $f’(X)$ および判別式 $\delta(f(X))$ により特徴付ける．また第三

章では $B$ が非可換環の場合の $B[X;\rho]$ および $B[X;D]$ それぞれにおいて，$B[X;\rho]_{(0)}$

$($または $B[X;D]_{(0)})$ における多項式が弱分離的であるための必要十分条件を与える．

さらに分離性と弱分離性の差異を示す定理を与える．
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2 可換環上の弱分離多項式

この章では可換環上の弱分離多項式について考察する．環拡大 $A/B$ について，

$(A\otimes_{B}A)^{A}=\{\mu\in A\otimes_{B}A|x\mu=\mu x(\forall x\in A)\}$ と定める．良く知られているように，

環拡大 $A/B$ が分離的であるための必要十分条件は，適当な $\sum_{j}x_{j}\otimes y_{j}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$

が存在して $\sum_{j}$ $xjyj=1$ となることである (cf. [3, Definition 2 これに関連して，

可換環上の弱分離拡大について次が成り立つ．

補題 2.1. $A/B$ を可換環拡大とする．このとき，適当な $\Sigma$

j
$x_{j}\otimes yj\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ が

存在して $\sum_{j}$ xjyj が $A$ における非零因子となるならば，$A/B$ は弱分離拡大である．

証明．$D$ を任意の $A$ の $B$-微分とし，適当な $\sum_{j}x_{j}\otimes y_{j}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ が存在して

$\sum_{j}$ xjyj が $A$ における非零因子であるとする．また以下の A-B-準同型を考える:

$A\otimes_{B}A arrow A\otimes_{B}A arrow A$

$x\otimes y \mapsto x\otimes D(y) \mapsto xD(y)$

このとき，任意の $\alpha\in A$ について $\alpha\sum_{j^{Xj}}\otimes y_{j}=\sum_{j^{X_{j}\otimes y}}j\alpha$ より

$\alpha\sum_{j}x_{j}D(y_{j})=\sum_{j}x_{j}D(y_{j}\alpha)=\sum_{j}x_{j}D(y_{j})\alpha+\sum_{j}x_{j}y_{j}D(\alpha)$
,

すなわち $\sum_{j}x$助 $D(\alpha)=0$ を得る．よって仮定から $D(\alpha)=0$ となり，したがって

$A/B$は弱分離的である．口

ここからは $B$ を可換環とする．多項式 $f(X)\in B[X]$ について，f’(X)および $\delta$(f(X))

をその導関数および判別式とする．命題 1.3でみたように，$B[X]$ における分離多項

式 $f(X)$ は $f’(X)$ および $\delta$(f(X)) の可逆性により特徴付けられている．これに関連し

て，[2, Theorem 3.1 and Corollary 3.2] において浜口直樹と中島惇は $B[X]$ における

$f(X)=X^{m}-Xa-b$ という形の多項式について，以下が同値であることを示した:

(1) $f(X)=X^{m}-Xa-b$ は $B[X]$ において弱分離的である．

(2) $f’(X)$ は $B[X|/(f(X))$ における非零因子である．

(3) $\delta(f(X))$ は $B$ における非零因子である．

上記の結果を $B[X]$ における一般のモニック多項式の場合に拡張し，次の結果を

得た．

定理 2.2. $B$ を可換環，$f(X)$ を $B[X]$ におけるモニック多項式とする．このとき

次は同値である．

(1) $f(X)$ は $B[X]$ における弱分離多項式である．

(2) $f’(X)$ は $B[X]/(f(X))$ における非零因子である．

(3) $\delta(f(X))$ は $B$ における非零因子である．
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証明．[10, Theorem 1.3] において，(2) と (3) が同値であることはすでに知られてい

る．ここでは (1) と (2) が同値であることを示す．$f(X)=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+$

$Xa_{1}+a_{0}\in B[X],$ $A=B[X]/(f(X))$ , $x=X+(f(X))$ とする．

(2) $\Rightarrow(1)f’(X)$ が $B[X]/(f(X))$ における非零因子であるとする．$y_{j}=x^{m-j-1}+$

$x^{m-j-2}a_{m-1}+\cdots+xa_{j+2}+a_{j+1}(0\leq i\leq m-2)$ かつ $y_{m-1}=1$ とすれば，[13,

Lemma 2.1] (または [13, Lemma 3.1]) により

$(A \otimes_{B}A)^{A}=\{\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}h\otimes x^{j})|h\in A\}$

が成り立つ．とくに $\sum_{j=0}^{m-1}y_{j}\otimes x^{j}\in(A\otimes_{B}A)^{A}$ である．また $f’(x)= \sum_{j=0}^{m-1_{y_{j^{X^{j}}}}}$ で

あることは容易に確かめられる．いま $f’(x)$ は $A$ における非零因子なので，補題 2.1
より $f(X)$ は $B[X]$ における弱分離多項式である．

(1) $\Rightarrow(2)f(X)$ を $B[X]$ における弱分離多項式とし，$g(x)=g(X)+(f(X))\in A$

$(g(X)\in B[X])$ が $f’(x)g(x)=0$ をみたすとする．このとき $D^{*}(X)=g(X)$ により

定められる $B[X]$ の $B$-微分 $D^{*}$ について，$f’(x)g(x)=0$ より明らかに $D^{*}(f(X))\in$

$(f(X))$ である．よって $D^{*}$ の自然な拡張として，$A$ の $B$-微分 $D$ で $D(x)=g(x)$ とな

るものが存在するが，$f(X)$ が弱分離的であることより $D(x)=g(x)=0$ を得る．し

たがって $f’(x)$ は $A$における非零因子である．口

3 歪多項式環における弱分離多項式

[2] において，浜口直樹と中島惇は係数環 $B$ が整域の場合の歪多項式環 $B[X;\rho]$ お

よび $B[X;D]$ における弱分離多項式について考察した．本章では $B[X;\rho]$ と $B[X;D]$

それぞれの場合において彼らの結果を $B$ が非可換環の場合へと拡張する．

本章を通して以下の記号を用いる:

$Z=B$ の中心．

$V_{A}(B)=\{x\in A|\alpha x=x\alpha(\forall\alpha\in B$

$B^{\rho}=\{\alpha\in B|\rho(\alpha)=\alpha\}.$

$B^{D}=\{\alpha\in B|D(\alpha)=0\}$ かつ $Z^{D}=Z\cap B^{D}.$

3.1 自己同型型 $B[X;\rho]$ の場合

ここでは次のような形の $f\in B[X;\rho]_{(0)}\cap B^{\rho}[X]$ を考える:

$f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+ \cdots+Xa_{1}+a_{0}=\sum_{j=0}^{m}X^{j}a_{j}(a_{m}=1, m\geq 2)$ .
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このとき [4, Lemma 1.3] より $\alpha a_{j}=aj\rho^{m-j}(\alpha)(\forall\alpha\in B, 0\leq i\leq m-1)$ となるこ

とに注意しよう．$A=B[X;\rho]/fB[X;\rho],$ $x=X+fB[X;\rho]\in A$ とし，$\rho$ の自然な拡

張として得られる $A$ の自己同型を $\tilde{\rho}$ とする (すなわち $\rho(\sum_{=0}^{m1}jx^{j}c_{j})=\sum_{j=0}^{m-1}x^{j}\rho(c_{j})$

$(c_{j}\in B$ また $V=V_{A}(B),$ $J_{\rho^{k}}=\{h\in A|\alpha h=h\rho^{k}(\alpha)(\alpha\in B)\}(k\geq 1)$ ,
$V^{\tilde{\rho}}=\{h\in V|\rho\sim($ん$)=h\}$ とする．このとき以下のように定められる $V^{\tilde{\rho}}-V^{\tilde{\rho}}$-準同型

$\tau$ : $J_{\rho}arrow J_{\rho^{m}}$ を考える:

$\tau(h)=x^{m-1}\sum_{j=0}^{m-1}\dot{/}^{\sim}(h)+x^{m-2}\sum_{j=0}^{m-2}i^{\sim}(h)a_{m-1}+\cdots x\{\tilde{\rho}(h)+h\}a_{2}+ha_{1}$

$= \sum_{k=0}^{m-1}x^{k}\sum_{j=0}^{k}\tilde{\rho}^{;}(h)a_{k+1}.$

まず最初に次の補題を示す．

補題 3.1. $A$ の $B$ -微分 $\delta$ について，$\delta(x)\in J_{\rho}$ かつ $\tau(\delta(x))=0$ が成り立つ．

逆に $\tau(g)=0$ をみたす $g\in J_{\rho}$ について，$A$ の $B$ -微分 $\delta$ で $\delta$(x) $=g$ となるものが

存在する．

証明． $\delta$ を $A$ の $B$-微分とする．このとき，任意の $\alpha\in B$ について $\alpha\delta(x)=\delta(x)\rho(\alpha)$

となることは明らかである．また $\delta(x^{k})=x^{k-1}\sum_{i=0}^{k-1}\tilde{\rho}^{i}(\delta(x))(k\geq 2)$ より

$0= \delta(\sum_{k=0}^{m}x^{k}a_{k})=\sum_{k=0}^{7n-1}\delta(x^{k+1})a_{k+1}=\sum_{k=0}^{m-1}x^{k}\sum_{j=0}^{k}i^{\sim}(\delta(x))a_{k+1}=\tau(\delta(x))$

を得る．

逆に $g=g0+fB[X;\rho]\in J_{\rho}(g0\in B[X;\rho])$ が $\tau$ (g) $=0$ をみたすとき，$\alpha g_{0}=g_{0}\rho(\alpha)$

$(\forall\alpha\in B)$ より $B[X;\rho]$ の $B$-微分 $\delta^{*}$ で $\delta^{*}(X)=g_{0}$ となるものが定められる．このと

き $\tau(g)=0$ より $\delta^{*}(f)\in fB[X;\rho]$ が確かめられるので，$\delta^{*}$ の自然な拡張として $A$ の

$B$-微分 $\delta$ で $\delta$(x) $=g$となるものが存在する．口

[2] において，$B$ が整域の場合の $B[X;\rho]$ における弱分離多項式に関する必要十分

条件が与えられた．この結果は $B$ が非可換環の場合において次のように拡張される．

定理 3.2. $f=X^{m}+X^{m-1}a_{\tau n-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;\rho]_{(0)}\cap B^{\rho}[X]$ とする．こ

のとき $f$ が $B[X;\rho]$ において弱分離的であるための必要十分条件は次が成り立つこ

とである :

$\{g\in J_{\rho}|\tau(g)=0\}=\{x(\tilde{\rho}(h)-h)|h\in V\}.$

証明．まず，常に $\{g\in J_{\rho}|\tau(g)=0\}\supset$ $\{x(\rho\sim($ん$) -h)|h\in V\}$ が成り立つことに注意

しておく．実際，任意の $h\in V$ について $\sum_{k=0}^{m-1}x^{k}(\tilde{\rho}^{k}(h)-\tilde{\rho}^{m}(h))a_{k}=0$ が成り立ち，
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したがって

$\tau(x(\tilde{\rho}(h)-h))=\sum_{k=0}^{m-1}x^{k}\sum_{j=0}^{k}\dot{f}^{\sim}(x(\tilde{\rho}(h)-h))a_{k+1}$

$=x^{m} \sum_{j=0}^{rn-1}\tilde{\rho}^{i}(\tilde{\rho}(h)-h)+\sum_{k=0}^{m-2}x^{k+1}\sum_{j=0}^{k}\tilde{\rho}^{j}(\tilde{\rho}(h)-h)a_{k+1}$

$=(- \sum_{k=0}^{m-1}x^{k}a_{k})(\tilde{\rho}^{m}(h)-h)+\sum_{k=1}^{m-1}x^{k}(\tilde{\rho}^{k}(h)-h)a_{k}$

$= \sum_{k=0}^{m-1}x^{k}(\tilde{\rho}^{k}(h)-\rho^{nn}(h))a_{k}$

$=0$

となる．

$\{g\in J_{\rho}|\tau(g)=0\}=\{x(\tilde{\rho}(h)-h)|h\in V\}$ を仮定し，$\delta$ を任意の $A$ の $B$-微分と

する．補題 3.1より $\delta(x)\in J_{\rho}$ かつ $\tau(\delta(x))=0$ なので，仮定より適当な $h\in V$ に

より $\delta(x)=x(\tilde{\rho}(h)-h)=hx-xh$ と表される．このとき任意の $w\in A$ について

$\delta(w)=hw-wh$ が成り立つので $\delta$ は内部的であり，したがって $f$ は $B[X;\rho]$ におけ

る弱分離多項式である．

逆に $f$ が $B[X;\rho]$ における弱分離多項式であると仮定する．任意の $P\in\{g\in$

$J_{\rho}|\tau(g)=0\}$ について，補題 3.1より $A$ の $B$-微分 $\delta$ で $\delta(x)=p$ をみたすものが存

在する．このとき $f$ が弱分離的であることより，適当な $h\in V$ により $p=\delta(x)=$

$hx-xh=x(\tilde{\rho}(h)-h)\in\{x(\tilde{\rho}(h)-h)|h\in V\}$となる．口

定理 3.2により，浜口直樹と中島惇が与えた次の結果を得る．

系 3.3. $([2,$ Theorem $4.1.4 (ii)])B$ を整域，$m$ を $\rho$ の位数，$f=X^{m}-u(u\neq 0)\in$

$B[X;\rho]_{(0)}$ とする．このとき $f$ が $B[X;\rho]$ における弱分離多項式であるための必要十

分条件は次が成り立つことである :

$\{b\in B|\sum_{j=0}^{m-1}$〆 $(b)=0\}=\{\rho(c)-c|c\in B\}.$

証明．まず $B$ が整域であることから，$J_{\rho}=\{xb|b\in B\}$ かつ $V=B$ であることが容

易に確かめられる．$\tau(xb)=0(b\in B)$ のとき，

$0= \tau(xb)=x^{m-1}\sum_{j=0}^{m-1}\tilde{\rho}^{j}(xb)=u\sum_{j=0}^{m-1}\dot{d}(b)$

より $\sum_{=0}^{m-1}j\dot{/}(b)=0$ となる．よって定理 3.2より結論を得る．口
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定理 3.2により，$B[X;\rho]$ における分離性と弱分離性の差異を次のように特徴付け

ることができる．

定理 3.4. $\rho$の位数を $m,$ $f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;\rho]_{(0)}\cap B^{\rho}[X]$

とする．また $C(A)$ を $A$ の中心，ちを $x$ によって定められる $A$ の内部微分 (すなわ

ち，$I_{x}(h)=hx-xh(h\in A))$ とする．

(1) $f$ が $B[X;\rho]$ における弱分離多項式であるための必要十分条件は，$V^{\tilde{\rho}}-V^{\tilde{\rho}}$ -準同

型からなる次の列が完全系列となることである :

$0arrow C(A)arrow^{inj}Varrow^{I_{x}}J_{\rho}arrow^{\tau}V^{\tilde{\rho}}.$

(2) $f$ が $B[X;\rho]$ における分離多項式であるための必要十分条件は，$V^{\tilde{\rho}}-V^{\tilde{\rho}}$ -準同型

からなる次の列が完全系列となることである :

$0arrow C(A)arrow^{inj}Varrow^{I_{x}}J_{\rho}arrow^{\tau}V^{\tilde{\rho}}arrow 0.$

証明．まず任意の $g\in J_{\rho}$ について，$\dot{/}^{\sim}(g)aj=gaj(0\leq j\leq m-1)$ に注意すれば

${\rm Im}\tau\subset V^{\tilde{\rho}}$ であることが確かめられる．

(1) 定理 3.2より自明である．

(2) 分離多項式は弱分離多項式であるので，定理の主張を示すには ${\rm Im}\tau=V^{\tilde{\rho}}$ を示せ

ば十分である．命題 1.4より，$f$ が $B[X;\rho]$ における分離多項式であるための必要十分条

件は適当な $h\in A$が存在して $\rho^{m-1}(\alpha)h=h\alpha(\forall\alpha\in B)$ かつ $\sum_{=0}^{m-1}jy_{j}hx^{j}=1$ が成り

立つことである．いま $\rho$の位数は $m$なので h $\in$ J
$\rho$
であり，さらに $y_{j}x^{j}= \sum_{k=}^{rn-1}x^{k}a$

より，

$1= \sum_{j=0}^{m-1}y_{j}x^{j}\tilde{p}^{i}(h)=\sum_{j=0}^{m-1}\{\sum_{k=j}^{m-1}x^{k}a_{k+1}\}\tilde{p}^{j}(h)=\sum_{k=0}^{m-1}x^{k}\sum_{j=0}^{k}\tilde{p}^{j}(h)a_{k+1}=\tau(h)$

を得る．これは ${\rm Im}\tau=V^{\tilde{\rho}}$ を意味する． $\square$

注意 1. ここまで本章において $f\in B[X;\rho]_{(0)}\cap B^{\rho}[X]$ を仮定していたが，一般的

に $B[X;\rho]_{(0)}$ における多項式が常に $B^{\rho}[X]$ に含まれるとは限らない．これに関して，

例えば [4, Corollary 1.5] において，$B$ が半単純環ならば $B[X;\rho]_{(0)}$ における多項式は

常に $C(B^{\rho})[X]$ ( $C(B^{\rho})$ は $B^{\rho}$ の中心) に含まれることが示されている．

3.2 微分型 $B[X;D]$ の場合

ここからは $B$ の標数を素数 $P$ とし，次のような銑多項式 $f\in B[X;D]_{(0)}$ を考える:

$f=X^{p^{e}}+X^{p^{e-1}}b_{e}+ \cdots+X^{p}b_{2}+Xb_{1}+b_{0}=\sum_{j=0}^{e}X^{p^{j}}b_{j+1}+b_{0}(b_{e+1}=1)$ .
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ここで補題 [4, Lemma 1.5] より

$b_{0}\in B^{D},$ $b_{j+1}\in Z^{D}(0\leq j\leq e-1)$ , $\sum_{j=0}^{e}D^{p^{j}}(\alpha)b_{j+1}=b_{0}\alpha-\alpha b_{0}(\forall\alpha\in B)$

が成り立つことに注意しよう． $A=B[X;D]/fB[X;D],$ $x=X+fB[X;D]\in$
$A$ とし， $D$ の自然な拡張として得られる $A$ の (内部) 微分を $\tilde{D}$ とする (すなわち
$\tilde{D}(\sum_{j=0}^{p^{e}-1}x^{j}c_{j})=\sum_{j=0}^{p^{\epsilon}-1}x^{j}D(c_{j})(c_{j}\in B$ また $V=V_{A}(B),$ $V^{\tilde{D}}=\{v\in V|\tilde{D}(v)=$

$0\}$ とする．ここで以下のように定められる $V$ から $V^{\tilde{D}}$ への $V^{\tilde{D}}-V^{\tilde{D}}$-準同型 $\tau$ を考

える:

$\tau(h)=\tilde{D}^{p^{e}-1}(h)+Dp^{e-1}-1(h)b_{e}+\cdots+\tilde{D}^{p-1}(h)b_{2}+hb_{1}$

$= \sum_{j=0}^{e}\tilde{D}^{p^{j}-1}(h)b_{j+1}.$

初めに $A$ の $B$-微分に関する 2つの補題を示す．

補題 3.5. $\delta$ が $A$ の微分ならば，次が成り立つ :

$\delta(x^{k})=\sum_{j=0}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j}\tilde{D}^{k-1-j}(\delta(x))(k\geq 2)$ .

証明．帰納法を用いて示す．まず $k=2$ のときは明らかである．$k$ のとき成り立つと

仮定すると

$\delta(x^{k+1})=\delta(x^{k})x+x^{k}\delta(x)$

$= \sum_{j=0}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j}\tilde{D}^{k-1-j}(\delta(x))x+x^{k}\delta(x)$

$= \sum_{j=0}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j}\{x\tilde{D}^{k-1-j}(\delta(x))+\tilde{D}^{k-j}(\delta(x))\}+x^{k}\delta(x)$

$= \sum_{j=0}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j+1}\tilde{D}^{k-1-j}(\delta(x))+\sum_{j=0}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\delta(x))+x^{k}\delta(x)$

$=kx^{k} \delta(x)+\sum_{j=1}^{k-1}(\begin{array}{ll} kj -1\end{array})x^{r} \tilde{D}^{k-\dot{\gamma}}(\delta(x))$

$+ \sum_{j=1}^{k-1}(\begin{array}{l}kj\end{array})x^{j}\tilde{D}^{k-\dot{\gamma}}(\delta(x))+\tilde{D}^{k}(\delta(x))+x^{k}\delta(x)$

$=(k+1)x^{k} \delta(x)+\sum_{j=1}^{k-1}\{(\begin{array}{ll} kj -1\end{array})+ (\begin{array}{l}kj\end{array})\}x^{j}\tilde{D}^{k-j}(\delta(x))+\tilde{D}^{k}(\delta(x))$
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$=(k+1)x^{k} \delta(x)+\sum_{j=1}^{k-1}(k +1j)x^{j} \tilde{D}^{k-j}(\delta(x))+\tilde{D}^{k}(\delta(x))$

$= \sum_{j=0}^{k}(k +1j)x^{j} \tilde{D}^{k-j}(\delta(x))$

となり，結論を得る．口

補題 3.6. $A$ の $B$微分 $\delta$ について，$\delta(x)\in V$ かつ $\tau(\delta(x))=0$ が成り立つ．

逆に $\tau(g)=0$ をみたす $g\in V$ について，$A$ の $B$ -微分 $\delta$ で $\delta$ (x) $=g$ となるものが存

在する．

証明． $\delta$ を $A$ の $B$-微分とする．このとき任意の $\alpha\in B$ について $\alpha\delta(x)=\delta(x)\alpha$ とな

ることは明らかである．また補題 3.5より，

$0= \delta(\sum_{j=0}^{e}x^{p^{j}}b_{j+1}+b_{0})=\sum_{j=0}^{e}\delta(x^{p^{j}})b_{j+1}=\sum_{j=0}^{e}\tilde{D}^{p^{j}-1}(\delta(x))b_{j+1}=\tau(\delta(x))$

を得る．

逆は補題 3.1の証明と同様である．
$\square$

[2] において，$B$ が整域の場合の $B[X;D]$ における弱分離多項式に関する必要十分

条件が与えられた．この結果は $B$ が非可換環の場合において次のように拡張される．

定理 3 $\cdot$7. $f=X^{p^{e}}+X^{p^{e-1}}b_{e}+\cdots+X^{p}b_{2}+Xb_{1}+b_{0}\in B[X;D]_{(0)}$ とする．この

とき $f$ が $B[X;D]$ にいて弱分離的であるための必要十分条件は次が成り立つことで

ある :
$\{g\in V|\tau(g)=0\}=\tilde{D}(V)$ .

証明．まず，任意の $h\in V$ について $\sum_{=0}^{e}jD^{p^{j}}(h)b_{j+1}=0$ であることより，常に $\{g\in$

$V|\tau(g)=0\}\supset D(V)$ が成り立つことに注意しておく．

$\{g\in V|\tau(g)=0\}=D(V)$ を仮定する．このとき任意の $A$ の $B$-微分 $\delta$ に対

し，補題 3.6より $\delta(x)\in\{g\in V|\tau(g)=0\}$ である．よって適当な $h\in V$ により

$\delta(x)=\tilde{D}(h)=hx-xh$ と表される．このとき，任意の $w\in A$ について $\delta(w)=hw-wh$

であることは容易に確かめられる．よって $\delta$ は内部的であり，したがって $f$ $月$は $B[X;D]$

における弱分離多項式である．

逆に $f$ が $B[X;D]$ における弱分離多項式であると仮定する．任意の $P\in\{g\in$

$V|\tau(g)=0\}$ について，補題 3.6より $A$ の $B$-微分 $\delta$ で $\delta$(x) $=p$ となるものが存在す

る．このとき $f$が弱分離的であることより，適当な $h\in V$ により $p=\delta(x)=hx-xh=$

$\tilde{D}(h)\in\tilde{D}(V)$となる．口

定理 3.7により，浜口直樹と中島惇が与えた次の結果を得る．
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系 3.8. ([2, Theorem 4.2.3]) $B$ を素数標数 $p$ の整域とし，$f=X^{p}+Xb_{1}+b_{0}\in$

$B[X;\rho]_{(0)}$ とする．このとき $f$ が $B[X;D]$ における弱分離多項式であるための必要十

分条件は次が成り立つことである :

$\{c\in B|D^{p-1}(c)+cb_{1}=0\}=D(B)$ .

証明．定理 3.7より，上の系を示すには $V=B$ であることを示せば十分である．$h=$

$\sum_{j}^{p-1}=0x^{j}c_{j}\in V$ とする．このとき任意の $\alpha\in B$ について $\alpha h=h\alpha$ であることより，

$c_{\dot{f}} \alpha=\sum_{j=i}^{p-1}(\begin{array}{l}ji\end{array})D^{j-\dot{\iota}}(\alpha)c_{j}(0\leq i\leq p-1)$

となる．とくに $c_{p-2}\alpha=\alpha q_{-2}+(p-1)D(\alpha)c_{p-1}$ なので，$B$ が整域であることより

$\%-1=0$ を得る．これを繰り返すと $h=c_{0}\in B$ となり，結論を得る．口

定理 3.7により $B[X;D]$ における分離性と弱分離性の差異を次のように表すこと

ができる．

定理 3.9. $f=X^{p^{e}}+X^{p^{e-1}}b_{e}+\cdots+X^{p}b_{2}+Xb_{1}+b_{0}\in B[X;D]_{(0)}$ とする．

(1) $f$ が $B[X;D]$ における弱分離多項式であるための必要十分条件は，$V^{\overline{D}}-V^{D}$ -準

同型からなる次の列が完全系列となることである :

$0arrow V^{\tilde{D}}arrow^{inj}Varrow^{D^{\tilde{}}}Varrow^{\tau}V^{\tilde{D}}.$

(2) $f$ が $B[X;D]$ における分離多項式であるための必要十分条件は，$V^{\tilde{D}}-V^{D}$ -準同型

からなる次の列が完全系列となることである :

$0arrow V^{\overline{D}}arrow^{inj}Varrow^{D^{\tilde{}}}Varrow^{\tau}V^{\tilde{D}}arrow 0.$

証明．(1) 定理 3.7より明らかである．

(2) 分離多項式は弱分離多項式であるので，定理の主張を示すには ${\rm Im}\tau=V^{\tilde{D}}$ を

示せば十分である．[4, Theorem 4.1] において示されているとおり，$f$ が $B[X;D]$ に

おいて分離的であるための必要十分条件は，適当な $h\in V$ が存在して $\tau(h)=1$ が成

り立つことである．これは ${\rm Im}\tau=V^{\tilde{D}}$を意味する．口

注意 2. ここまで $B$ の標数を素数 $p$ としてきたが，標数を仮定しない一般の環 $B$

の場合でも同様の結果が成り立つと予想される．実際，$f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+$

$Xa_{1}+a_{0}\in B[X;D]_{(0)},$ $A=B[X;D]/fB[X;D],$ $x=X+fB[X;D]$ とするとき，

$\tau(h)=\sum_{i=0}^{m-1}x^{j}\sum_{j=i}^{m-1}(j +1i) \tilde{D}^{j-i}(h)a_{j+1}(h\in V)$

によって定められる $V^{\overline{D}}-V^{D}$-準同型 $\tau$ : $Varrow A^{\tilde{D}}$ を考えれば，定理 3.7に相当する
結果として次が成り立つ．
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命題 3.10. $f=X^{m}+X^{m-1}a_{m-1}+\cdots+Xa_{1}+a_{0}\in B[X;D]_{(0)}$ とする．このとき

$f$ が $B[X;D]$ にいて弱分離的であるための必要十分条件は次が成り立つことである :

$\{g\in V|\tau(g)=0\}=\tilde{D}(V)$ .

同様に $B[X;D]$ における一般のモニック多項式についても，分離性と弱分離性の

差異を示す結果 (定理 3.9に相当する結果) が得られると予想されるが，これはまだ証

明に至っていない．この他に，一般の歪多項式環 $B[X;\rho, D]$ のにおける弱分多項式の

研究も，今後の課題のひとつである，
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