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概要

本稿は，(1) 動的命題論理と (2) 正規言語の Variety

Theory という，理論計算機科学における異なる二つ

の主題に関わる．まず動的命題論理 (Propositional

Dynamic Logic, PDL) とは，「非決定的プログラム

の形式的検証」を目的とした様相論理で，1979年

に Fischer と Ladner により導入された．一方，正

規言語の Variety Theory とは，端的に言うと 「正

規言語の組合せ的決定問題を，有限半群や有限半環

(semiring) の代数的な問題に還元する理論」であり，

形式言語理論においてもその方法論は特に長い歴史

を持つ．本稿は，動的命題論理に係る決定問題に，正

規言語の Variety Theory の方法を応用することを主

題とし，その手法を紹介する目的で書かれている．

1 はじめに

1.1 動的命題論理 (PDL) とは

動的命題論理 (Propositional Dynamic Logic, PDL)

とは，1979年に Fischer と Ladner [3] が導入した様

相論理で，while プログラムを単純化した形式的表

現 (regular program, cf. \S 2) の振舞いの形式的検証
を目的としている．研究史的には，Hoare論理 [6] や，

様相論理を用いた Hoare論理の Prattによる再定式

化 [13] の文脈に属する．
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PDL を含むプログラムの形式検証系では一般に，

「プログラムが仕様通りに動作するか，そのコードを

実行せず静的に検証すること」を目指す．システム

の規模が大きくなると，プログラムが起こしうる動

作パターンが組合せ的に爆発するため，それら全て

を実際にシミュレーションすることは現実的でない．

そのため，実際にプログラムを実行してテストする

のではなく，出来る限り静的に動作検証を行いたい．

一方で，Turing完全なプログラム言語の詳細な検証

(停止性判定など) は，そもそも原理的に出来ない

こと (決定不可能であること) が古くから数学的に

分かっている．そのため，静的なプログラム解析を

「如何にして計算可能な範囲で行うか」は非自明な課

題となる．

結果，多くのプログラムの形式的検証での仕事は :

1. 対象とする問題を理想化単純化する (仕様記

述言語の syntax と semantics を定義する) ;

2. 単純化した定式化で厳密に検証する (形式体系

の完全性や決定可能性を証明する) ;

の二つに分割される．純粋数学的な問題として取り

扱いが可能であるのはあくまで 2. であるが，2. にお

いて良い結果 (決定可能性など) を得る為には，1.

において適切な問題設定形式体系定義を行う必要

がある．

本稿で考察する動的命題論理 (以下，PDL) は，こ

の意味で良い問題設定を与えている．実際 PDL は，
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Pratt が導入した動的論理 (Dynamic Logic, DL) $[13]$

を大幅に単純化し，それにより良い決定可能性を獲

得した :DL において推論対象とする論理式は一階述

語論理式であり，その自然な意味論に対する妥当性

は決定可能ではない．一方，PDL で対象とする論理

式は量化子を含まず，それにより論理式の妥当性が

(EXPTIME完全な計算量で) 決定可能になる．記述

言語の表現力で見ると，PDL は DL と比べて劣ると

言わざるを得ないが，その代わりに「論理式の妥当

性が決定可能」 という重要な性質を獲得している点

は無視できない．

Fischer と Ladner [3] による研究以降も，PDL の

syntax の拡張および制限の研究が行われているなど，

プログラムの形式検証の研究に PDL が与えた影響

は大きい [5]. そのため本稿でも，PDL を基礎体系

として選び，プログラム検証に係る決定問題を数学

的に考察していく．

1.2 正規雷請の Variety Theory を応用

PDL に関する研究は少なくないが，その中でも本稿

の特色は，「$PDL$ に関する決定問題群に対し正規智

語の Variety Theory のアイデアを応用すること」

にある．そしてそれにより 「有限半群論で発達した

代数的方法を，プログラム検証にまつわる組合せ的

決定問題の解決に生かす」 という一つのアプローチ

を生むことを目的としている．

正規言語の Variety Theory とは，概して言うと:

1. 正規言語の組合せ的性質 ;

2. 有限 monoid (単位的半群) の代数的性質 ;

3. 有限オートマトンの幾何的性質 ;

の間の対応関係を公理化した理論で，1975年に Eilen-

berg [2] により創出された．応用上で特筆すべき点

は，この対応関係を通して 「正規言語の組合せ的性

質を決定するアルゴリズム」 を得られる場合がある

という点である．この事実は，Variety Theoryの黎

明期に数多く観測され [14, 1, 15], その後の正規言

語の構造論の発展に大きな影響を与えた．現在も正

規言語の Variety Theory を応用拡張する試みが続

けられており，当理論は今日の理論計算機科学にお

いても，基礎 (foundation) を成す理論であると言っ

てよい．正規言語の Variety Theoryそのものの概説

は拙著 [18] に譲るとして，本稿はその応用に特化し

た話題を紹介する．

2 動的命題論理

2.1 背景

PDL の起源は，Hoare論理 [6] の導入にさかのぼる．

Hoare論理は，メモリの状態を論理式により表現し，

それがプログラム実行前後でどう変化するかを表現

した 「正しい」 Hoare triple を形式的に推論するこ

とを目的とした論理体系である．Hoare triple とは

一般に，

$\{\phi\}p\{\psi\}$ (1)

の形をした式を言う．ここで $\phi,$ $\psi$ は論理式で， $p$ は

プログラムである．直感的に言うとこの Hoare triple

は，「メモリ状態が $\phi$ を満たす時，プログラム $p$ を実

行して停止すれば，実行後のメモリ状態は $\psi$ を満た

す」 ことを表わす．

Hoare tripleが「正しい」ことの正確な定義は，そ

の意味論に基づく．分かりやすい例としては例えば，

プログラム $P$ を:

begin
$i$ $:-$ 5:
while $i$ $>$ $0$ do

$x :- x * i$ :
$i := i - 1$

od
end

としたとき，以下の Hoare tripleは算術式の通常の

意味論の元で正しい :

$\{x>1\}p\{x>120\}$ (2)

つまりこの Hoare triple は，「変数 $x$ に 1より大き

い値が格納されている時，プログラム $p$ を実行して

停止すれば，その変数 $x$ には必ず 120より大きい値

が格納されているはずである」 ことを主張していて，
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それが算術的に真であるため，この Hoare tripleは

正しい．一方，以下の Hoare tripleは同じ意味論の

元で偽となる :

$\{x>0\}p\{x>120\}$ (3)

実際，例えば変数 $x$ に値 1が格納されている場合，

$x>0$ ではありながら，プログラム $p$ の実行後は $x$

にちょうど 120の値が格納されているため，$x>120$

とはならない．

勿論これらの真偽は手で確かめられる程度の単純

なものである．しかしプログラムの規模や検証した

い性質 $(論理式 \phi, \psi)$ が複雑になればなるほど，その

正当性の検証をアドホックに実行することは現実的

ではなくなる．そのため Hoare論理は，(2) の様な

「正しい Hoare triple」を形式的に推論できる公理系

推論規則を与えることを目標とする．その際もちろ

ん，(3) の様な正しくない Hoare tripleを推論してし

まってはいけない．

Hoare論理に関する研究は，今比 実用的なもの

から理論的なものまで様々ある．特に PDL との関連

で基礎となるものは Prattによる研究 [13] で，彼は

Hoare論理を様相論理 (modal logic) のアイデァに基

づいて再定式化している．Prattの研究も Hoare論

理と同じく，「形式論理によるプログラムの検証」 を

主題としている．しかし，その形式論理 (動的論理，

DL) の syntax が様相論理式に基礎を置いている点

に違いがある．

Hoare論理が Hoare triple $\{\phi\}p\{\psi\}$ を推論対象と

するのに対して，DL ではプログラム $p$ を様相作用素

$\langle p)$ , $)]$ に含む様相論理式を推論対象とする．例えば:

$(x>120)$

が単に，「変数 $x$ には 120より大きい値が格納されて

いる」 ことを主張する論理式であるのに対して :

$\langle p\rangle(x>120)$

という論理式は，「プログラム $p$ を実行すると停止し

て，停止後の状態では変数 $x$ の値が $(X>120)$ とな

る」 ことを表わす．

このように様相作用素 $\langle p\rangle$ は，それが作用する論理

式に対して 「プログラム $p$ の実行後～」 という情報

を付加する．そしてこの記法を使うと，Hoare triple

(2) は:

$(x>1)arrow\langle p\rangle(x>120)$ (4)

と表せる．実際この論理式は，「変数 $x$ に 1より大き

い値が格納されている $(x>1)$ ならば ( $arrow$ ) , $p$ を実

行して停止すれば $(\langle p\rangle\sim)$ , 実行後の状態では変数 $x$

には 120より大きい値が格納されている $(x>120)$ 」

ことを表わしている．

PDL の syntax は，プログラムの動的な挙動も含

めて論理式で記述するため，この DL の syntaxに準

拠している．しかし DL が一階述語論理式を使うの

に対して，PDL の論理式は変数も量化子も含まない

単純化されたものになっている．この単純化により，

記述言語としての精密さを犠牲にしているが，一方

で「論理式の妥当性が決定可能になる」 という対価

を得ている．

以下では PDL の定義 (\S 2.2) から始め，その具体

的意味 (\S 2.3) および Fischer と Ladner 自身 [3] によ

る主結果 (\S 2.4) を振り返る．

2.2 PDL の syntax と semantics

Syntax: 以下では有限集合 $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ を固定する．

PDL の記述言語は，regular program と様相論理式

からなり，それぞれの syntaxは以下の相互再帰によ

り定義される :

$\phi$ $0|b\in\Phi_{0}|\phi\cup\phi|\overline{\phi}|\langle p\rangle\phi$ (5).

$p$ $\phi?|p\in\Pi_{0}|p\cdot p|p\cup p|p^{*}.$ (6)

ここで $0$ は false を表わす原始論理式で， $\phi$?の形

の regular program は，論理式 $\phi$ のテスト (test) と

呼ばれる．以後，regular program全体の集合を $\Pi,$

論理式全体の集合を $\Phi$ と書く．定義から当然 $\Pi_{0}\subseteq$

$\Pi,$ $\Phi_{0}\subseteq\Phi$ となる．

注意 1. 以下では regular program における演算は，

$*>$ $>\cup$ の順で強い結合であるとする．例えば
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$\Pi_{0}=\{p, q, r\}$ としたとき :

$(p\cdot(q^{*}))\cup r$

とは書かず，単に :

$p\cdot q^{*}Ur$

と書く．また，積・の演算は省略する場合がある．例

えば Pq と書いたら，それは $p\cdot q$ を表わすとする．

注意 2. 簡単の為，論理式 $\phi,$ $\psi\in\Phi$ および regular

program $p\in\Pi$ に対して :

$\phiarrow\psi, \phi\cap\psi, |p]\phi,$

と書いたら，それぞれ :

$\overline{\phi}\cup\psi, \overline{\overline{\phi}\cup\overline{\psi}}, \overline{\langle p\rangle\overline{\phi}}$

の略 (syntax sugar) であるとする．また以下では，

false, true と書いてそれぞれ， $0$ および 6を表わす

ことがある． (7)

Semantics: 各々の regular programや論理式その

ものは単に形式的な記号列であるが，その「意味」は

Kripke frame という，以下で定義される一種の有向
グラフで表現される．

定義 1. Kripke frame とは以下の三つ組を言う :

1. 状態集合 $Q$ ;

2. 遷移関数 $\delta$ : $\Pi_{0}arrow \mathcal{P}(Q\cross Q)$ ;

3. 翼偽値関数 $\tau$ : $\Phi_{0}arrow \mathcal{P}(Q)$ .

ここで $\mathcal{P}$ (X) は一般に，集合 $X$ の部分集合の成す集

合を表わす．

Kripke frame の意味は，三つ組 $(Q, \delta, \tau)$ としての形

式的な定義より，それを有向グラフで表現したもの

の方が視覚的に理解しやすい．一般に，Kripke frame
$(Q, \delta, \tau)$ が与えられたとき，状態集合 $Q$ を頂点集合

とする有向グラフを，次の様な規則で生成する :

1. $x,$ $y\in Q,$ $p\in\Pi_{0}$ に対し $(x, y)\in\delta(p)$ のとき，

頂点 $x,$ $y\in Q$ の間に有向辺 $xarrow py$ を引く ;

2. $x\in Q,$ $b\in\Phi_{0}$ に対し $x\in\tau(b)$ のとき，頂点

$x\in Q$ の上にラベル $b$ をつける．

例 1. 例えば今，簡単のため $\Pi_{0}=\{p, q\}$ および

$\Phi_{0}=\{b, c\}$ とす 6. もし Kripke frame $(Q, \delta, \tau)\theta^{S:}$

$Q$ $:=$ {1, 2, $\cdots$ , 6}
$\mathcal{P}(Q\cross Q)\ni\delta(p)$ $:=$ $\{(1,2)$ , $(2, 3)$ , $(3, 4)$ , $(3, 6)\}$

$\mathcal{P}(Q\cross Q)\ni\delta(q)$ $:=$ $\{(3,4)$ , $(3, 5)\}$

$\mathcal{P}(Q)\ni\tau(b)$ {1, 2, 4, 5}
$\mathcal{P}(Q)\ni\tau(c)$ $:=$ {1, 3, 4, 6}.

と定義されている時，この Kripke frameに対応して

生成される有向グラフは以下のようになる :

実際この例では，例えば $(1, 2)$ $\in\delta(p)$ であるため，

頂点 1, 2の間に $p$ でラベル付けされた辺�
$arrow p$ �が

ある．また， $3\in\tau(c)$ であるため頂点�の上には $c$

のラベルをつけている．

Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ が与えられると，遷移関数
$\delta$ : $\Pi_{0}arrow \mathcal{P}(Q\cross Q)$ および真偽値関数 $\tau$ : $\Phi_{0}arrow \mathcal{P}(Q)$

は，それぞれ regular program全体の集合 $\Pi$ および

論理式全体の集合 $\Phi$ 上に自然に拡張される．

定義 2. $(Q, \delta, \tau)$ を Kripke frame とする．この時， $\delta$

および $\tau$ の拡張 $\delta’$ : $\Piarrow \mathcal{P}(Q\cross Q)$ , $\tau’$ : $\Phiarrow \mathcal{P}(Q)$

が以下の相互再帰規則で定義できる : $p\in\Pi_{0}$ および

$b\in\Phi_{0}$ 上では $\delta’=\delta,$ $\tau’=\tau$ として，一般の regular
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program $p\in\Pi$ , 論理式 $\phi\in\Phi$ に対しては，

$\delta’(\phi?)$ $:=$ $\{(x, x)\in Q\cross Q|x\in\tau’(\emptyset)\}.$

$\delta’(pq)$ $:=$ $\delta’(p)\delta’(q)$

$\delta’(p\cup q)$ $:=$ $\delta’(p)\cup\delta’(q)$

$\delta’(p^{*})$ $.:=$ $\bigcup_{i=0}^{\infty}\delta’(p)^{n}$

ここで，一般に—-つの二項関係 $U,$ $V\in \mathcal{P}(Q\cross Q)$ $|$こ

対して，その合成 $UV\in \mathcal{P}(Q\cross Q)$ は:

$\{(x, z)\in Q\cross Q|\exists y\in Q. (x, y)\in U\wedge(y, z)\in V\}$

で与えられる．また．

$\tau’(0) := \emptyset$

$\tau’(\phi\cup\psi) := \tau’(\phi)\cup\tau’(\psi)$

$\tau’(\overline{\phi}) := Q\backslash \tau’(\phi)$

そして $\mathcal{T}’(\omega\rangle\phi)\in \mathcal{P}(Q)$ は以下で与えられる :

$\{x\in Q|\exists x’\in Q. x\in\tau’(\phi)\wedge(x, x’)\in\delta’(p)\}.$

以下では Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ が与えられた時，状

態 $x,$ $y\in Q$ および regular program $p\in\Pi$ に対して，

$(x, y)\in\delta’(p)$ となることを $xarrow^{P}y$ と書く．また状態

$x\in Q$ および論理式 $\phi\in\Phi$ に対して， $x\in\tau’(\phi)$ と

な 6ことを $x\models\phi$ と書き，「状態 $x$ は論理式 $\phi$ を満

たす」 と言うことにする．

この $\delta’(p)$ , $\tau’(\phi)$ の形式的な定義だけでは，その幾

何学的な意味が分かりづらいため，例 1の Kripke

frame を使って，これらが具体的に何を計算してい

るのかを見てみる．

例 2. 例 1と同様 $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とすると，

例えば $pUq$ は regular programである． $\delta’(pUq)$ は

$\delta(p)U\delta(q)$ と定義されている為．

$\delta’(p\cup q) = \{(1,2) , (2, 3)) (3, 4)$ ,

$(4, 1)$ , $(3, 5)$ , $(3, 6)$ }

となる．つまり $\delta’(pUq)$ はグラフのラベル (今は $p,$ $q$

しかない) に依らず，有向辺 $xarrow y$ でつながってい

る全ての状態ペア $(x, y)$ を含む．

例 3. 一方，regular program Pq に対し， $\delta’(pq)=$

$\delta(p)\delta(q)$ で定義されていた．従ってグラフ (7) でそ

れを計算すると．

$\delta’(pq) = \{(3,1) , (2, 5)\}$

となる．つまり， $x-^{pq}y(\Leftrightarrow(x, y)\in\delta’(pq))$ となる

のは， $p_{\overline{7}7}^{\backslash ^{\backslash }}\vee$ の中で $xarrow^{P}\exists zarrow qy$ というパスが存在

する場合である．

例 4. また $\delta’(p^{*})$ は定義から :

$\delta’(p^{*}) = 1\cup\delta(p)\cup\delta(p)\delta(p)\cup\cdots$

となる為， $xarrow^{p^{*}}y$ となるのは $x=y$ の場合力 $\searrow$ 或

は $P$ でラベル付けされた辺からなる有限長のパス

$xarrow^{P}x_{1}arrow px_{2}\cdotsarrow^{P}y$ が存在する場合である．

例 5. Kripke frame (7) にお $V\supset$て，状態 $x\in Q$が論理

式 $\overline{b}$ を満たす $(\Leftrightarrow x\in\tau’(\overline{b}))$ のは定義から， $x\not\in\delta(b)$

の時である．従つて．

$\delta’(\overline{b})$ $=$ {3, 6}

となる．言い換えると， $x\models\overline{b}$ となるのは，状態 $x$

の上にラベル $b$ が乗っていない時である．

例 6. 論理式 $\langle p\rangle b$ に対して $\tau’(\langle p\rangle b)$ を考えると，定

義から (7) においては :

$\tau’(\langle p\rangle b)$ $=$ {1, 3, 4}

となる．つまり， $x\models\langle p\rangle b$ となる $(\Leftrightarrow x\in\tau’(\langle p\rangle b))$

のは，状態 $y\in Q$ であって $xarrow py$ かつ $y\models b$ とな

るものが存在する場合である．

例 7. 一般に論理式 $\phi\in\Phi$ と状態 $x\in Q$ に対して，

regular program $\phi$?は， $x\models\phi$ の時，またその時に

限り状態遷移 $xarrow x\phi^{?}$ を定める．

例 8. 一般に regular program $P,$ $q\in\Pi$ と論理式

$\phi\in\Phi$ に対して，regular program $\phi?p\cup\overline{\phi}?q$ による

遷移関係 $xy\underline{\phi^{?}p\cup\overline{\phi}^{?}q}(\Leftrightarrow(x, y)\in\delta’(\phi?p\cup\overline{\phi}?q))$ は:

$xarrow y\phi^{?}p\cup\overline{\phi}^{7}q$
$\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}xarrow py if x\models\phi xarrow qy if x\models\overline{\phi}\end{array}$

となる．
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2.3 Regular programの意味

これらの概念の実際的意味をもう少し把握するた

めには，具体的なプログラムを例に取って，PDL

の syntax (regular program や論理式) や semantics

(Kripke frame) が何を抽象化したものであるかを振

り返ると良い．

まず PDL での regular program の役割を端的に

言えば，「フログラムが，どの働令を，どのパターン

で呼び出しうるか」 を正規表現的に表現することに

あると言える．実際，regularprogramの syntaxは，

文字列のパターンマッチで広く利用される正規表現

[19] の syntax を (様相論理式との相互再帰で) 拡張

したものになっている．そして 「プログラムが呼び

出しうる命令列のパターンを見ることで，プログラ

ムの挙動を大まかに捉えよう」 というのが PDL の

基本姿勢である．

例えば今，while プログラム $p$ を:

begin

if $i$ $>$ $0$ then $x$ $:-$ $x$ $*$ $i$ ;
else while $j$ $>$ $0$ do

$y$ :. $y+x$ ;

$od:=j-1$ :

$fi$

end

としてみる．この時，プログラム $p$ を実行する際の

メモリ状態に依存して， $p$ を構成する基本命令であ

る以下の代入命令 $s,$ $t,$ $u$ が，一定のパターンで呼び

出され実行されていく :

$s$ $\equiv [x:=x*i]$

$t \equiv [y:=y+x]$

$u \equiv [j:=j-1]$

例えば，メモリ状態が

とき $p$ を実行すると，次のような実行列になる :

一般にどのメモリ状態から始めても $p$ は:

1. メモリ状態が論理式 $(i>0)$ を満たしていれば

命令 $s\equiv[x:=x*i]$ を実行して終了し ;

2. そうでなければ，論理式 $(j>0)$ を満たす限り命

令列 $tu\equiv[y:=y+x;j:=j-1]$ を繰り返す．

ここで，命令の具体的な内容ではなく，命令が呼び出

される動作パターンだけ見ると，if文 while文か

らなるプログラムの挙動は当然，「選択 $(=if$ 文 $)$」 と

「繰り返し ( $=$while文)」の使い方で決まる．PDL で

は regular program を使って，そういったプログラ

ムの動作パターンを表現することが出来る．regular

program は正規表現と同程度の簡明な syntax で定

義されているが，プログラムの具体的内容ではなく，

動作パターンのみに着目する目的では，その syntax

で十分だといえる．

PDL の regular program を使って while プログ

ラムの動作パターンを表現するには，(i)whileプロ

グラム内で使う基本命令の集合 $\Pi_{0}$ および基本論理

式の集合 $\Phi_{0}$ を固定して，(ii) while プログラムの

構造に関して帰納的に whileプログラムを regular

program に書き替える，という作業を行えばよい．
例えば :

begin
if $b$ then $p$ ;

else $q$

fi

end

という形の if 文のプログラムは，「メモリ状態が論理

式 $b$ を満たせば命令 $p$ を実行し，さもなくば命令 $q$

を実行する」 というパターンで挙動する．そして，こ

のパターンは以下の regular program で表現できる :

$r$ $=$ b?p $ub?q$

実際，例 8でも見た様に，任意の Kripke frame
$(Q, \delta, \tau)$ および状態 $x,$ $y\in Q$ に対して， $xarrow ry$ とな

るのは :

1. $x\models b$ の場合は， $xarrow^{P}y$ :

2. $x\models\overline{b}$ の場合は， $xarrow^{q}y$ ;

となるときに他ならない．つまり regular program
$r$ は，“状態 $x$ が論理式 $b$ を満たす時は $p$ を実行し，
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さもなくば $q$ を実行する” 上の if 文と同じ挙動を，

全ての有向グラフ (Kripke frame) 上で実現する式に

なっている．

一方，以下のような while文の場合 :

beginwhile
$b$ do

$\circ dp$

;

end

このプログラムは「論理式 $b$ が成り立つ限り，命令

$P$ を繰り返す」 というパターンで動作する．このパ

ターンは regular program では :

$w$ $=$ $(b?_{P})^{*}\overline{b}$?

と表現できる．実際また定義 2を振り返ると，この

regular program $w$ は任意の Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$

および任意の状態 $x,$ $y\in Q$ に対して， $xarrow wy$ とな

るのは :

1. $x$ が論理式 $b$ を満たさず， $x=y$ の場合 (つまり

何もしない場合) か;

2. $x$ が論理式 $b$ を満たし，論理式 $b$ を満たす状

態列 $x=x_{0},$ $x_{1},$ $\cdots$ , $x_{n-1}$ および以下のパスが

グラフ $(Q, \delta, \tau)$ 内に存在し，かつ $y\models\overline{b}$ となる

場合

$x=x_{0}arrow px_{1}arrow p$ . . . $arrow px_{n}=y$

に他ならないことが分かる．つまり regular program

$w$ は，“状態 $x$ が論理式 $b$ を満たさない場合は何も

せず，さもなくば論理式 $b$ を満たしている限り命令

$p$ を繰り返す” という，上の while 文と同じパター

ンを，全ての有向グラフ $(Q, \delta, \tau)$ 上で実現する式に

なっている．

より一般に，if文 while 文からなるプログラム

の動作パターンを表わす regular programは，その

プログラムの構造に関して帰納的に，上の if 文と

while 文に対する書き換え規則を適用して行くこと

で得られる．例えば，上で例として挙げたプログラ

ムは以下の様な形をしていた :

begin
if $b$ then $s$ :

else while $c$ do

$t|$

$u$ ;

od
$fi$

end

すると，このプログラムの動作パターンを表現する

regular program は，以下のようになる :

$b?s\cup\overline{b}?(c?tu)^{*}\overline{c}$?

2.4 PDL の目標・過去の主結果

他の形式検証系と同様，PDL もプログラムの静的な

動作検証を目指す．つまり各 regular programp $\in\Pi$

を各々の Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ で解釈した時，その

有向グラフの中でどんな遷移関係 $\delta’(p)\in \mathcal{P}(Q\cross Q)$

になるかを，実際に $\delta’$ を計算することなくある程度

予測したい．

$\delta’(p)$ の構造は勿論 Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ の構造

に依存してはいるが，Kripke frameの選び方に依ら

ず $p$ そのものの構造によって普運的に決まる性質も，

少なからずある．Fischerと Ladner自身は彼らの論

文 [3] で，PDL の論理式で書ける regular program

の普遍的性質の決定問題を議論し，その決定可能性

を証明した．

例えば，while 文のプログラムに相当する regular

program $w=(b?p)^{*}\overline{b}$?は，その動作パターンから

分かるように，全ての Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ および

状態 $x\in Q$ において普遍的に，

状態 $x$ が論理式 $b$ を満たす時 $(ie. x\models b)$ ,

regular program $w$ を実行して状態 $y\in Q$

で停止すれば $(i.e. xarrow wy)$ , その状態 $y$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$は

必ず論理式 $\overline{b}$ を満たす (ie. $y\models b$

という性質を満たす．実際， $(b?p)^{*}\overline{b}$?に対応する

while プログラム :

beginwhile
$b$ do

$odp$

;

end
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は論理式 $b$ を満たす限り停止しないため，それが停

止したとすれば停止直後の状態 $y$ は， $b$ の否定であ

る論理式 $\overline{b}$ を満たしていなければならない．regulr

program $w=(b?p)^{*}\overline{b}$?のこの性質は，より形式的

に言うと，PDL の以下の論理式 $\phi(w)$ が妥当 (valid)

であるということに他ならない :

$\phi(w)$ $\equiv$ $b\cap\langle w\rangle$true $arrow[w]\overline{b}$ (S)

つまり，論理式 $\phi(w)$ は任意の Kripke ffame $(Q, \delta, \tau)$

および任意の状態 $x\in Q$ について :

$x\models\phi(w)$ (9)

となる．

この例が示す様に PDL の論理式は，その中で様相
$\langle w\rangle,$ $[w]$ として現れる regulr program $w$ の性質を

表現している．そしてその論理式の妥当性は，その

性質が Kripke frame に依らず普遍的に成り立つこと

を意味している．この関連で Fischerと Ladnerが示

したのは 「$pDL$ の任意の論理式 $\phi\in\Phi$ の妥当性が，

EXPTIME完全な計算量で決定可能である」 という

事実だった．このことから，もし regulr program
$p\in\Pi$ の性質が何らかの論理式 $\phi(p)\in\Phi$ で表現でき

る場合，その妥当性 (i.e. 普遍的に成り立つか否か)

は，決定可能であることが従う．

論理式 $\phi$ の妥当性の決定は， $\phi$ の中に含まれる

regular program の解釈 $(i.e. \delta’(p))$ を実際に計算す

ること無く (i.e. 静的に) 実行される．その意味で，

Fischer と Ladnerが示した結果は，regular program

の静的な解析手法であると言える．この決定の為に

Fischer と Ladner は論文 [3] で「充足可能な論理式

$\phi$ から有限 Kripke frame を構成する」手法を開発し

た．この手法は今 El, Fischer-Ladner閉包 (closure)

などと呼ばれ，PDL 以外の様相論理の決定問題にも

応用可能な汎用性のある方法であることが知られて

いる (cf. [5]).

3正規置語の Variety Theoryヘ

しかしながら，PDL の論理式の妥当性判定による，

regular program の静的検証手法には限界もある．実

際，PDL の論理式により表現できる regular program

の性質は，必ずしも多くはない．その原因は端的に

言うと，PDL の論理式の中では regular programが

様相作用素 $\omega\rangle,$ $[p]$ として出現するのみであるため，

表現できる性質が「p を実行した後～」や $\ulcorner_{p}$ を実行

する前に～なら」など，regular programの実行前

後の性質に限定されてしまうことに依る．そのため，

regular program の考察したい性質が Kripke frame

に依らず普遍的に成立するかどうかを，Fischerと

Ladner のアルゴリズムによって決定できない場合が

ある．

本稿では，より踏み込んだ regularprogramの性質

も決定できるようにするため，正規暫語の Variety

Theory に基づく手法を構築する．それにより，例

えば「regular program の実行中に，決して命令 $p$ を

呼び出すことはない」など，regular programの実

行途中の性質にも自然に言及できるようになる．結

果的にこの決定手法を用いて，「与えられた regular

program P $\in\Pi$が “より良い形” をした等価な regular

program に変換可能か」 というタイプの決定問題が

決定できるようになる (\S 4).

しかし本稿の手法には代償がある．それは，考察

する regular program のクラスを制限することであ

る．一般の regular program は，テスト $\phi$?として任

意の様相論理式 $\phi\in\Phi$ を使って良い．しかし，本稿

で対象とする regular program は，テストとして古

典命題論理式のみ使うことを許す．つまり，テスト

$\phi$?の論理式 $\phi$ には，様相作用素 $\omega\rangle,$ $|p$] を使っては

いけない (\S 3.2).

元々この制限は，Kozen[8] が採用した制限で， こ

の制限により regular program同士の等価性が決定

可能になる．もっと言うと等価性判定を，等式論理

により完全に公理化することが出来，かつ正規言語

の等価性判定に還元することが出来る [9]. 本稿の手

法は Kozen らによるこの還元 (を少し修正したもの)

に基づいている [16, 17].
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3.1 Variety Theoryの基礎概念

Kozen による regular program の制限の定義の前に，

本稿で中心となる 「正規言語の Variety Theory」の

基礎概念を復習する．正規言語の Variety Theory の

歴史的な背景や現代的な研究状況については，[18]

に概説がある．

正規言語の Variety Theoryの基本的なアイデアは，

「正規言語 $L$ に含まれる文字列パターンを，有限半群

や有限半環 (semiring) の代数的性質で特徴づけるこ

と」 にある．この特徴付けが出来た場合，正規言語に

係る決定問題を，有限代数の問題に帰着でき，それ

により元の問題の決定可能性を示すことが出来る場

合がある．本稿で使うのは，正規雷語の syntactic

semiring という概念で，Polak により基礎理論が作

られた [12].

以下では有限アルファベット $A$ に対して， $A$ 上の

語 (word) の有限集合 $U=\{w_{1}, \cdots , w_{n}\}$ 全体の集合

を， $F(A^{*})$ と書く :

$F(A^{*})$ $:=$ { $U\subseteq A^{*}|U$ は $A^{*}$ の有限部分集合}.

また， $F(A^{*})$ 上に和と積を :

$U+V := U\cup V$

$UV := \{uv\in A^{*}|u\in U\wedge v\in V\}$

で定義する．この時，これらの演算で $F(A^{*})$ は半環と

なる．また，一つの wordw $\in A^{*}$ から成る元 $\{w\}\in$

$F(A^{*})$ を単に $w\in F(A^{*})$ と書く．その時，任意の

$U=\{w_{1}, \cdots, w_{n}\}\in F(A^{*})$ は， $U=w_{1}+\cdots+w_{n}$

と書ける．空集合 $\emptyset\in F(A^{*})$ は半環 $F(A^{*})$ の和に関

する零元である為， $0\in F(A^{*})$ と書く．また空語 $\epsilon$

は積に関する単位元であるため，単に 1と書くこと

もある．

定義 3 (syntactic semiring). $A$ を有限のアルファ

ベットとし， $L\subseteq A^{*}$ を言語とする．このとき， $L$

の syntactic semiring とは，半環 $F(A^{*})$ を以下の

congruence $\equiv L$ で割った商半環 $S(L):=F(A^{*})/\equiv L$

を言う : $U,$ $V\in F(A^{*})$ に対して

$U\equiv LV$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}\forall x, y\in A^{*}.xUy\cap L\neq\emptyset\Leftrightarrow xVy\cap L\neq\emptyset\end{array}$

また自然な射影 $F(A^{*})arrow S(L)$ を $\pi_{L}$ と書く．

つまり $U=\{u_{1}, \cdots, u_{n}\}$ と $V=\{v_{1}, \cdots, v_{m}\}$ が

$\equiv L$ に関して同値であるのは，任意の word $x,$ $y\in A^{*}$

に対して :

$\{\begin{array}{l}1\leq\exists i\leq n.xu_{i}y\in L\end{array}$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}1\leq\exists j\leq m.xv_{j}y\in L.\end{array}$

となるときである．特に $U,$ $V$ がそれぞれ singleton

$u=\{u\},$ $v=\{v\}\in F(A^{*})$ の時は， $u\equiv Lv$ となる

のは任意の $x,$ $y\in A^{*}$ に対して :

$xuy\in L \Leftrightarrow xvy\in L$

となる時に他ならない．以下では簡単の為，$U=w_{1}+$

. . . $+w_{n}\in F(A^{*})$ の $\pi_{L}:F(A^{*})arrow S(L)$ による像

$\pi_{L}(U)\in S(L)$ を，単に $U\in S(L)$ と書く．この時，

$S(L)$ が $F(A^{*})$ の $\pi_{L}:F(A^{*})arrow S(L)$ による像であ

る為， $S(L)$ の任意の元は $w_{1}+\cdots w_{n}(w_{i}\in A^{*})$ と

書ける．つまり， $S(L)$ は半環として $A$ の元で生成

されている．

例 9. $A:=\{a, b\}$ とし，言語 $L\subseteq A^{*}$ を:

$L := \{a^{n}\in A^{*}|n\geq 0\}$ (10)

とする．この時もし wordw $\in A^{*}$ が $b$ を含めば，明

らかにどんな $X,$ $y\in A^{*}$ でも $xwy\not\in L$ である．この

ことから :

$W\equiv L\emptyset$ (11)

となることが分かる．つまり $w=\pi_{L}(w)\in S(L)$ は，

$S(L)$ の零元 $0=\pi_{L}(\emptyset)\in S(L)$ となる．

例 10. 一般に言語 $L\subseteq A^{*}$ が禁止語 (forbidden

worのを持つ時，つまり，ある語 $w\in A^{*}$ が任意の

$x,$ $y\in A^{*}$ で $xwy\not\in L$ となる時， $w\in S(L)$ は半環

$S(L)$ の零元となる．逆に $w\in S(L)$ が零元であると

きは， $w$ は言語 $L$ の禁止語である．言い換えると，
$\ulcorner_{w}$ が $S(L)$ で零元」 という代数的性質は，$「_{}w$ が $L$ の

禁止語」 という性質を特徴付けている．
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例 11. $A=\{a, b\}$ とし言語 $L\subseteq A^{*}$ を:

$L$ $:=$ $\{u_{1}\cdots u_{n}\in A^{*}|u_{i}=aa or bb, n\geq 0\}$

とする．このとき $S(L)$ において :

$abb+bba = a$

この $abb+bba$ と $a\in S(L)$ の等価性は，組台せ的に

$\equiv$ うとより理解しやすい． $\equiv L$ の定義から分かる通

り $S(L)$ において $abb+bba=a$ が成り立つという

ことは， $abb+bba\equiv L$ aということを意味する．つ

まり :

$w=uav\in L$ $\Leftrightarrow$ $uabbv\in L$ または $ubbav\in L$

このことから例えば，もし語 $w\in A^{*}$ が $a$ を含み，

かつ $L$ の元であった場合は， $w$ の中の $a$ を $abb$ また

は $bba$ に置き換えた語 w’もまた， $L$ の元でなければ

ならない．

例 12. $A=\{a, b\}$ とし言語 $L\subseteq A^{*}$ を:

$L := \{(ab)^{n}|n\geq 0\}$

とする．この時，その syntactic semiring S(L)にお

いて :

(ab)2 $=$ ab

となる．つまり元 $ab\in S(L)$ は半環 $S(L)$ において

idempotent である．実際，$S(L)=F(A^{*})/\equiv L$ と $\equiv L$

の定義を思い出すと，任意の $x,$ $y\in A^{*}$ に対して :

xababy $\in L$ $\Leftrightarrow$ $xaby\in L$

となるからである．

このように $S(L)$ における等式 $(e.g. abb+bba=a)$

は， $L$ の中に出現する語のパターンを，より代数的

に表現したものであり，場合によっては $S(L)$ の純

代数的性質 (e.g. イデアルの自明性など) によって，
$L$ の組合せ的性質を簡明に特徴づけることが出来る

場合がある．

このような対応関係は，特に正規言語の組合せ論

で有効に生かされて来た．実際，言語 $L$ の syntactic

semiring $S(L)$ は，とくに $L$ が正規言語の場合には，

有限の半環となるからである :

命題 1 (Pol\’ak). 言語 $L\subseteq A^{*}$ の syntactic semiring

$S(L)$ が有限半環である為の必要十分条件は，言語 $L$

が正規言語であることである．

このことから，もし正規言語 $L$ の組合せ的性質が

$S(L)$ の代数的性質で特徴付けられた場合， $S(L)$ の

有限性によって，元の正規言語 $L$ の性質の決定可能性

を証明できる場合がある．過去の正規言語の Variety

Theory の研究でも，このようなアプローチで正規言

語の組合せ的決定問題が解決されてきた．本稿での

syntactic semiringの使い方も，このアプローチに準

拠している．

3.2 制限された regular program

本節冒頭で言及したように，本稿で考察する regular

program は，テスト $\phi$?の使用を制限された regular

program である．この制限は元々Kozen [S] が導入

したもので，その制限により，(制限された) regular

program の等価性判定を公理的に特徴付けることが

でき，かつ正規言語の等価性判定に還元することが

出来るようになる [9].

本稿では，Kozen による還元を少し修正した還元

[16] を用いて，regular program に関する問題に正

規言語の Variety Theory の手法 (syntactic semiring

の構成) を応用する．それにより，例えば「与えられ

た regular program が，while プログラムから構成

される regular program と等価になりうるか」の決

定可能性などが示せるようになる．

定義 4(制限された regular program). 有限集合 $\Pi_{0}$

および $\Phi_{0}$ を固定する．このとき制限された regular

program の syntax を，以下の帰納法で定義する :

$\phi$ $0|b\in\Phi_{0}|\phi\cup\phi|\overline{\phi}$

$p$ $\phi?|p\in\Pi_{0}|1\varphi|p\cup p|p^{*}.$

以下では制限された regular programのみを扱う為，

単に regular program と言えば，制限されたものを

指すことにする．
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注意 3. 一般の regular program と異なるのは，論理

式の syntax に様相論理式 $\langle p\rangle\phi$ を含まないことであ

る．それにより，regular program のテスト $\phi$?とし

て現れるのは，古典命題論理式のみに制限されてい

る．例えば， $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ であるとき :

$(b?p)^{*}\overline{b}$? $b$? $c$?$p$ $U\overline{c}?q$

は制限された regular program であるが，一方で :

$(\langle p\rangle b)?q ([p]b)?q\cup(\langle p\rangle\overline{b})?p$

は制限された regular programではない．

Kozen と Smith [9] は，このように制限された reg-

ular program の等価性を考察した．二つの regular

programが等価であるというのは，直感的に言えぱ，

それらが常に等しい振舞いをすることであるが，形

式的には Kripke frame の言葉で次のように定義さ

れる．

定義 5(等価性). $p,$ $q$ を regular program とする．こ

のとき， $p$ と $q$ が等価 (equivalent) であるとは，全て

の Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ に関して $\delta’(p)=\delta’(q)$ と

なることを言う．

例 13. regular program の等価性の意味を，具体的

なプログラムによって理解するために，例えば以下

の二つの while プログラムを考える :
$\#$ Program No. 1
$\#$ Nested Loop

begin

while $b$ do
$p$ :
while $c$ do

$q$ :
od

od
end

$\#$ Program No.2
$\#$ No Nested Loop
begin
it $b$ then $p$ ;

while $b$ or $c$ do

if $c$ then $q$ :
else $p$ ;

fi

od

else skip;
$fi$

end

これらを前節で紹介した手続きで regular program

に変換すると，それぞれ :

Program No.1 : $(b?p((c?q)^{*}\overline{c}?))^{*}\overline{b}$?

Program No.2 : $b?pU((bUc)?(c?qU\overline{c}?p))^{*}\overline{bUc}$?

となるが，実はこれらの regular programは，上に

定義した意味で等価になることが知られている [8].

この等価性の意味は，実際に「元のプログラムの

インスタンスが，確かに同じ出力をすること」 を具

体例で確認することで，より良く理解することが出

来る．その為に上の Program No.1と Program No.2

の中で形式的な記号だった部分 (e.g. $b,$ $c$ や $p,$ $q$ の部

分 $)$ に，具体的な論理式や関数をいれてみると，例

えば以下のようになる :
$\#$ Program No. 1 Instance
$\#$ Nested Loop
begin
while $i$ $<3$ do

$x$ $:=x+i$ ;
$i$ $:=i+$ $1$ ;

while $j$ $<2$ do

$y$ $:=y+5$ ;
$j$ $:^{=}j$ $+$ $1$ :

$od$

od
end

$\#$ Program No.2 Instance
$\#$ No Nested Loop

begin
if $i$ $<3$ then $x$ $:-x+i$ ;

$i := i+ 1$ ;

while $i$ $<3$ or $j$ $<2$ do

if $j$ $<2$ then $y$ $:=y+5$ ;

$j :^{=}j + 1$ :
else $x$ $:=x+i$ ;

$i :=i+ 1$ ;

fi

od

else skip;
$fi$

end

停止することが分かる．より踏み込んで言うと，「最初

の状態
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令を実行したか」の実行列も一致していることが分

かる．これが，両プログラムから構成される regular

program が「等価である」 ということの実際的な意

味である．

一般に，プログラムを変換して得た regularprogram

は，元のプログラムが「どのタイミングでどの命令

を選択し，繰り返すか」のパターンを形式的に表現

している．そのため変換後の regular program同士

の等価性は，元のプログラムの動作パターンの等し

さを表わしている．

とくにテスト $\phi$?が古典命題論理式 (定義 4の $\phi$)

に制限されている場合，それらの間の等価性は (i) 等

式論理により完全かつ健全に公理化可能，かつ (ii)

決定可能であることが Kozenと Smith [9] によって

示されている．等価性を特徴付ける公理系は，正規

表現の等価性を特徴付ける公理 [7] を拡張したもの

になっており，regular program 同士の等価性判定の

計算複雑性も，正規表現の場合と同様 PSPACE完

全である．

以下では Kozen [8] による記法に合わせる為に，

regular program における演算 $\cup$ を $+$ ;論理式 $\phi$ に

対するテスト $\phi$?を単に $\phi$ と書く．この約束の上で，

(制限された) regular program の等価性を完全かつ

健全に特徴づける公理系は，次で与えられる．

定義 6(公理系 KAT). 論理式 $\phi,$ $\psi$ に対して :

$\phi\phi=\phi \phi\psi=\psi\phi$

$\phi+\overline{\phi}=1 \phi\overline{\phi}=0$

また regular program $S,$ $t,$ $u$ に対して :

$s+(t+u)=(s+t)+u$ $s\cdot(t\cdot u)=(s\cdot t)\cdot u$

$s+t=t+s s+s=s$
$s\cdot 1=s 1\cdot s=s$

$s\cdot(t+u)=s\cdot t+s\cdot u$ $(s+t)\cdot u=s\cdot u+t\cdot u$

また $s+t=t\Leftrightarrow s\leq t$ として :

$s+t\cdot r\leq r \Rightarrow r\leq t^{*}\cdot s$ (12)

$s+r\cdot t\leq x \Rightarrow r\leq s\cdot t^{*}$ (13)

この公理系を KAT と書き，二つの regular program

$p,$ $q$ が KAT の公理を有限回適用して互いに移り合う

時， $KAT\vdash p=q$ と書く．

Kozen と Smith [9] が示したのは，この公理系 KAT
$\#J$ , regular program の等価性に関して完全かつ健

全であるということである :

定理 1(Kozen-Smith). 任意の regular program $P,$ $q$

に対して， $p,$ $q$ が等価になる為の必要十分条件は，

$KAT\vdash p=q$ となることである．

例 14. 例えば $\Pi$

0 $=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ として，以

下の二つの regular program を考える :

$p = (bp\overline{b})^{*}$

$q = 1+bp\overline{b}$

これらは実は等価であることが分かる．実際，公理

(12) を適用すれば :

(bpb)* $=$ $1+bp\overline{b}+(bpb)$ (bpb) (bpb)*

となることが分かる．しかし :

(bpb) (bpb) $=$ (bp)bb(pb)

かつ， $KAT\vdash\overline{b}b=0$ であるため :

$1+bp\overline{b}+(bp\overline{b})(bp\overline{b})(bp\overline{b})^{*}$ $=$ $1+bp\overline{b}$

となる．従って， $KAT\vdash p=q$ が分かる．

3.3 正規暫語の等価性判定への還元

上で見た様に，与えられた regular programが等価

であるかは，公理系 KAT により完全かつ健全に特徴

付けられる．しかしそれだけでは，regular program
間の等価性が決定可能であるかどうかは分からない．

Kozen と Smith による仕事 [9] ではさらに， $KAT\vdash$

$p=q$ となるか否かを，正規言語の等価性判定問題

に帰着させることで，その決定可能性および計算複

雑性を示している．
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その中で「各 regular program $p$ に対して効率的

に正規言語 $G(p)$ を対応させる構成 p $\mapsto$ G(p)」が基

本的な役割を果たす．もし regular programがアル

ファベット $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上で定義されている時， $G(p)$ は

アルファベット $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の正規言語である．

ただし $\overline{\Phi}_{0}$ は，各 $b\in\Phi_{0}$ に対して決まる記号ちから

なる．

Kozen と Smith が与えた $G(p)$ の構成には，アル

ファベット $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の word のうち，atom と

guarded string という概念が必要となる :

定義 7 (atom). $\Phi_{0}$ を $\Phi_{0}=\{b_{1}, \cdots, b_{N}\}$ とする．

このとき $\Phi_{0}$ 上の atom とは， $\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ 上の word
$\alpha\in(\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0})^{*}$ であって以下の形をしたものを言う :

$\alpha = c_{1}\cdots c_{N}$ ;

where $c_{i}\in\{b_{i}, \overline{b}_{i}\}$ $(1\leq i\leq N)$ .

例えば， $\Phi_{0}=\{b_{1}, b_{2}, b_{3}\}$ の時， $b_{1}\overline{b}_{2}\overline{b}_{3}$ や $\overline{b}_{1}b_{2}\overline{b}_{3}$ は

atom である．しかし $b_{1}b_{2}$ や $b_{2}b_{1}b_{3}$ は atom では

ない．

定義 8(guarded string). $\Pi_{0},$ $\Phi 0$ 上の guarded string

とは，アルファベット $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の wordであっ

て，次の形をしたものを言う :

$\alpha_{0}p_{1}\alpha_{1}p_{2}\cdots\alpha_{n-1}p_{n}\alpha_{n}$

ただしここで，各 $i$ に対して $p_{i}\in\Pi_{0}$ かっ $\alpha_{i}$ は $\Phi_{0}$ 上

の atomである．以下では $\Pi_{0},$ $\Phi 0$ 上の guarded string

全体の集合を単に $GS$ と書く．

Kozen と Smith は，各 regular program $P$ に対して

アルファベット $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の正規言語 $G(p)$ で

あって，特に guarded string のみからなるものを構

成した $(i.e. G(p)\subseteq GS)$ . この構成 $P\mapsto G(p)$ は「各

regular program $P$から， $G(p)$ を表わす正規表現が計

算可能である」 という意味で計算可能である．そして

構成 $p\mapsto G(p)$ の以下の性質から，regular program

$p,$ $q$ 同士の等価性 $(\Leftrightarrow KAT\vdash p=q)$ を，正規言語

$G(p)$ , $G(q)$ の等価性の判定問題に帰着させることが

出来る．

定理 2(Kozen-Smith). 任意の regular program $P,$ $q$

に対して :

$KAT\vdash p=q \Leftrightarrow G(p)=G(q)$ . (14)

が成り立つ．特に $KAT\vdash p=q$ は決定可能．

正規言語 $G(p)$ の構成は，regular program $p$ の構造

に関する帰納法で与えられる．以下，At $(\Phi_{0})$ と書い

て $\Phi_{0}$ 上の atom全体の集合を表わす．正規言語 $G(p)$

は，まず $p\in\Pi_{0}$ および $b\in\Phi_{0}$ に対しては :

$G(p) := \{\alpha p\beta|\alpha, \beta\in At(\Phi_{0})\}$ ;

$G(b) := \{\alpha\in At(\Phi_{0})|b\in C(\alpha)\}$

そして一般には :

$G(0) := \emptyset$

$G(\phi+\psi) := G(\phi)\cup G(\psi)$

$G(\overline{\phi})$ $:=$ At $(\Phi_{0})\backslash G(\phi)$

$G(p+q) := G(p)\cup G(q)$

$G(pq)$ $:=$ G(p)◇ G(q)

$G(p^{*}) := \bigcup_{n=0}^{\infty}\underline{G(p)◇\cdots◇ G(p)}$

$n$

で与えられる．ただしここで，二つの guardedstring
$u=u’\alpha\in GS$ および $v=\beta v’\in GS$ に対して :

u◇ v $:=$ $\{\begin{array}{ll}u’\alpha v’ if \alpha=\betaundefined otherwise\end{array}$

とし， $G(p)$ ◇ $G(q)\subseteq GS$ を:

$G(p)$ ◇ $G(q)$ $:=$ $\{$ u◇ v $|u\in G(p)\wedge v\in G(q)\}$

とする．

例 15. 今，(順番込みで) $\Phi_{0}=\{a, b, c\}$ とするとき:

$G(b\cap c)$ $=$ {abc, abc}
$G(\overline{b})$ $=$ {abc, abc, abc, abc}

となる．
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例 16. 今， $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とするとき，

while プログラム :

begin
while $b$ do

$p$ :
od

end

に対応する regular program $r=(bp)^{*}\overline{b}$ を考えると，

正規言語 $G(r)\subseteq GS$ は:

$\{\alpha_{0}p\alpha_{1}\cdots p\alpha_{n}|b\in C(\alpha_{i})(i\neq n),\overline{b}\in C(\alpha_{n})\}$

となる．

注意 4. 大雑把に言うと，regularprogrampから構成

される正規言語 $G(p)$ は，$「_{}p$ が実行しうる命令列の集

合」を表現している [10]. 例えば上の例では，while

プログラムに対応する regular progrunの $G(r)$ を計

算しているが，その結果式を見ると 「論理式 $b$ を満

たす限り命令 $p$ を実行し続ける」 という whileプロ

グラムの動作パターンが， $G(r)$ の構造に自然に反映

されていることが分かる．

このような経緯で，regularprogrampの等価性判定

は，正規言語 $G(p)$ の等価性判定に帰着される．こ

の正規言語 $G(p)$ は regular program $P$ が「どのよう

な命令を呼び出すか」 を表わし， $p$ の挙動について

十分な情報を含んでいる．

本稿ではさらに「正規言語の組台せ的性質を，そ

の syntactic semiring の代数的性質に帰着させる」

正規言語の Variety Theory の方法を使って，regular

program の挙動を代数的に調べたい．この目的の為

に，正規言語 $G(p)$ の構成を修正して新しい正規言

語 $W(p)$ を作り，その syntactic semiring $S(W(p))$

を考える．この syntactic semiring は等式論理 KAT

の有限モデルとなり，本稿の手法上，中心的な役割

を果たす．

4 有限モデルの構成

前節でしばらく，元の問題 (つまり regular program

の静的コード検証) から遠ざかっていたため，ここ

でもう一度，我々が何を目指しているかを思い出し

ておく．

端的に言えば regular programpが与えられた時，

それが「どのような振舞いをするか」 を， $P$ の組合

せ的な構造だけから決定したい．より正確に言うと，

$p$ が各 Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ において，どのような

遷移関係 $\delta’(p)\in \mathcal{P}(Q\cross Q)$ を定めるかを，実際に

$\delta’(p)$ を計算することなく $P$ の情報だけから，ある程

度予測したい，

本稿では正規言語 $G(p)$ を少し修正した正規言語

$W(p)$ の syntactic semiring の構造を見ることで，こ

の問題に答える方法を与える． $G(p)$ を修正する理由

は，簡単に言えば (i) $G(p)$ の synt tic semiring が，

KAT の公理を満たさず，KATのモデルとならないこ

とにある (cf. [16]). そしてこの事実は (ii) 正規言語

$G(p)$ に関する決定問題を，その syntactic semiring の

代数的問題に帰着させる際に障害となる．その為 [16]

では， $G(p)$ の構成を修正して新しい正規言語 $W(p)$

を作り，(i) $W(p)$ の syntactic semiring が KAT の

有限モデルとなりつつ，(ii) $G(p)$ の完全性 (定理 2)

と同様の完全性が成り立つ様にしている．つまり:

定理 3([16]). 任意の regular program $p,$ $q$ に対して :

$KAT\vdash p=q \Leftrightarrow W(p)=W(q)$ (15)

が成り立つ．とくに， $W(p)$ の synt tic semiring は，

KAT の有限モデルとなる．

以下この節では，正規言語 $W(p)$ の構成 (\S 4.1) ;有

限モデル $K(p)$ の構成と利用法 (\S 4.2);および決定問

題への応用 (\S 4.3) を紹介する．

4.1 正規置語 $W(p)$

正規言語 $G(p)$ は，各 regular program $p$ に対して構

成され，guarded string と呼ばれる特殊な word から

成っていた．一方これから構成する正規言語 $W(p)$ は，

weakly guarded string と呼ばれる wordから成る．そ

の構成の為に，まず atomを弱めた概念である con-

sistent test の概念を定義する．以下では word $u=$
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$a_{1}\cdots a_{n}\in A^{*}$ に対して， $C(u):=\{a_{1}, \cdots, a_{n}\}\subseteq A$

と書く $(e.g. C($abba) $=\{a,b\})$ .

定義 9 (consistent test). $\Phi_{0}=\{b_{1}, \cdots, b_{N}\}$ とする．

この時， $\Phi_{0}$ 上の consistent test とは， $7J$レファベッ

ト $\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の word $\alpha’\in(\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0})^{*}$ であって，各

$i$ に対して， $b_{i}\in C(\alpha’)$ かつ $\overline{b}_{1}\in C(\alpha’)$ とはならな

いものを言う．

例 17. 例えば $\Phi_{0}=\{b_{1},b_{2},b_{3}\}$ の時， $b_{2}b_{1}b_{1}\overline{b}_{3}b_{2}$

や $b_{1}\overline{b}_{3}b_{1}$ は consistent test である．一方， $b_{1}b_{3}b_{2}\overline{b}_{3}$

は consistent test ではない．

一般に，atom は consistent test の一種である．し

かし一般の consistent test は atom とは異なり，各

$b_{i}\in\Phi_{0}$ が任意の順序で何回現れても (現れなくても)

良い．

$W(p)$ の構成に使う weakly guarded string は，

guarded string 中の atom を consistent test に置き換

えたものであり，guarded stringを一般化している．

定義 10 (weakly guarded string). $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の

weakly guarded string とは， $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$ 上の word

であって，以下の形をしたものを言う :

$\alpha_{0}’p_{1}\alpha_{1}’p_{2}\cdots\alpha_{n-1}’p_{n}\alpha_{n}’$

ただしここで，各 $i$ に対して $p_{i}\in\Pi_{0}$ かつ $\alpha_{i}’$ は $\Phi_{0}$

上の consistent test である．以下では $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の

weakly guarded string 全体の集合を単に $WGS$ と

書く．

例 18. $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi 0=\{b, c\}$ とする．このとき，

例えば以下は $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の weakly guarded string で

ある :

bpqcb, bb, pbcbpc

また，空語 $\epsilon$ は $\Phi 0$ 上の consistent test であるので，
$\Pi_{0}$ 上の任意の word $p_{1}\cdots p_{n}$ は $n_{0},$ $\Phi 0$ 上の weakly

guarded string である．

今， $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の regular program $p$ が与えられた時，

$\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の weakly guarded string から成る正規言

語 $W(p)\subseteq WGS$ を， $G(p)$ から自然に作ることがで

きる．

そのためにまず，guarded stringu $\in GS$ と weakly

guarded string $v\in WGS$ の間の関係 $v\sqsubset u$ を，以

下で定義する $=u=\alpha 0p_{1}\alpha_{1}p_{2}\cdots\alpha_{n-1}p_{n}\alpha_{n}\in GS$ お

よび $v=\alpha_{0}’q_{1}\alpha_{1}’q_{2}\cdots\alpha_{m-1}’q_{m}\alpha_{m}’\in WGS$ の時，

$v\sqsubset u$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}n=mp_{i}=q_{i}C(\alpha_{i}’)\subseteq C(\alpha_{i})\end{array}$

この記号を使って， $W(p)$ を以下で定義する :

$W(p)$ $:=$ $\{v\in WGS|\exists u\in G(p). v\sqsubset u\}$

この時 $G(p)$ と同様， $W(p)$ はアルファベット $\Pi_{0}U$

$\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ 上の正規言語になる．そして構成 $p\mapsto G(p)$

が計算可能であったのと同様に，$P\mapsto G(p)\mapsto W(p)$

も計算可能になる．つまり regular programpから，

$W(p)$ を表現する $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ 上の正規表現は計算

可能である [16].

例 19. $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とする．この時 :

beginwhile
$b$ do

$od^{P;}$

end

に対応する regular program $r=(bp)^{*}\overline{b}$ を考える．

この regular program $r$ から構成される $W(r)$ を具

体的に計算すると :

$\{\alpha_{0}’p\alpha_{1}’\cdots p\alpha_{n}’|\overline{b}\not\in C(\alpha_{i}’)(i\neq n), b\not\in C(\alpha_{n})\}$

となる．

$G(p)$ と比べて特に重要な $W(p)$ の性質は，「任意

の regular program $P$ に対して， $W(p)$ の syntactic

semiring $K(p):=S(W(p))$ が KAT の有限モデ $y\triangleright$ と

なること」である．そして $K(p)$ が KAT の有限モデ

ルになる事実を使って， $p$ に関する性質を， $K(p)$ の

代数的性質で特徴付け，結果的に $p$ の性質の決定可

能性を示すことが出来る場合がある．
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4.2 有限モデル $K(p)$

KAT のモデルとは一般に，組 $\langle K,$ $B\rangle$ であって (i) $K$

が Kleene 代数 [7], (ii) $B\subseteq K$ が部分ブール代数

となるものを言う．各 regular programpに対して
「$K(p)=S(W(p))$ が KAT のモデルとなる」 という

のは， $K(p)$ には自然な部分ブール代数が存在してい

ることを意味する．

$K(p)$ は定義から，アルファベット $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0}$

上の正規言語 $W(p)$ の synt tic semiring $S(W(p))$

である．従って， $K(p)$ は半環として $\Pi_{0}\cup\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$

で生成されている (i.e. 半環の全射準同型 $\pi_{W(p)}$ :
$F((\Pi_{0}\cup\Phi_{0}U\overline{\Phi}_{0})^{*})arrow K(p)$ が存在する). このうち

特に， $\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ で生成されている部分代数を $B(p)$ と置

くと，実は $B(p)$ はブール代数となっていることが分

かっている (cf. [17]). この二つの代数 $\langle K(p)$ , $B(p)\rangle$

は，等価な regular program に対しては同型になる

ため，その意味で regular programの一種の代数的

不変量を与えている．

この代数の組 $\langle K(p)$ , $B(p)\rangle$ の構造は，元の regu-

lar program $p$ の情報を反映している．今特に興味

があるのは， $\langle K(p)$ , $B(p)\rangle$ の構造を見ることで，$「_{}P$

が各 Kripke frame $(Q, \delta,\tau)$ で，どのような遷移関

係 $\delta’(p)\in \mathcal{P}(Q\cross Q)$ を定めるか」についての情報

を得ることである．この段階に来て重要になるのは，

$\langle K(p)$ , $B(p)\rangle$ が KATのモデルになるという性質であ

る．実際，その性質のおかげで，各様相論理式 $\phi\in\Phi$

から効率的に $B(p)$ の元 $\rho_{p}(\phi)\in B(p)$ を定義するこ

とが出来，その $\rho_{p}(\phi)$ の値の情報で $P$ の性質を知る

ことが出来る 1 :

定義 11. $P$ を $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の (制限された) regular $prx$

gram とする．この時，(任意の) regular program

$r\in\Pi$ と論理式 $\phi\in\Phi$ に対して，以下の規則で帰

納的に $\rho_{p}(r)\in K(p)$ および $\rho_{p}(\phi)\in B(p)$ を定める

1この定義の際に， $\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ で生成される $K(p)$ の部分代数

$B(p)$ がブール代数になること (特に $B(p)$ の元が補元を持つこ
と $)$ を使う． $G(p)$ の syntaCtiC semiring では， $W(p)$ の場合と

異なり， $\Phi_{0}\cup\overline{\Phi}_{0}$ で生成される部分代数がプール代数にならない
為，同様の定義が出来ない．
なお．ここでの $\rho_{p}(q)\in K(p)$ や $\rho_{P}(\phi)\in B(p)$ の構成は，

$K(p)$ のイデアルでパラメータ付けられたより一般的な構成の
特殊な例である．簡単のため，本稿では一般的な場合は扱わない．

ことが出来る :

$\rho_{p}(0)$ $:=$ $0$

$\rho_{p}(b)$ $:=$ $b$ $(b\in\Phi_{0})$

$\rho_{p}(\phi+\psi)$ $:=$ $\rho_{p}(\phi)+\rho_{p}(\psi)$

$\rho_{p}(\overline{\phi})$ $:=$ $\overline{\rho_{p}(\phi)}$

$\rho_{p}(\langle q\rangle\phi)$ $:=$ $\cap\{a\in B(p)|\overline{a}\rho_{p}(q)\rho_{p}(\phi)=0\}$

$\rho_{p}(q)$ $:=$ $q$ $(q\in\Pi_{0})$

$\rho_{p}(q+r)$ $:=$ $\rho_{p}(q)+\rho_{p}(r)$

$\rho_{p}(q^{*})$ $:=$ $\rho_{r}(q)^{*}$

ここで $\rho_{p}(q)^{*}\in K(p)$ は， $\rho_{p}(q)\in K(p)$ の Kleene

閉包である．

特にもし，様相論理式 $\phi\in\Phi$ に対して，$\rho_{p}(\phi)\in B(p)$

がブール代数 $B(p)$ の最大元 $1=$ true と一致する

時，以下では :
$K(p)\models\phi$ (16)

と書き， $\phi$ は $K(p)$ で妥当 (valid) であるということ

にする．

勿論，regular program $p$ の構造によって，どの論

理式 $\phi\in\Phi$ が $K(p)$ で妥当であるかは異なる．逆に

言えば「どの論理式 $\phi\in\Phi$ が $K(p)$ で妥当であるか」

によって，regular program $p$ の性質を捉えることが

出来る．

例 20. $\Pi_{0}=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とし，例 19の

while プログラム :

begin
while $b$ do

$p_{j}$

$od$

end

に対応する regular program $r=(bp)^{*}\overline{b}$ について，

$\langle K(r)$ , $B(r)\rangle$ を考えると :

$K(r)\models\langle p\rangle$true $rightarrow b$

となる．

これは直感的に言うと，$\ulcorner_{While}$ プログラム $r$ の実行

中に，もし命令 $p$ が呼び出されるとすると，その直
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前の状態は，論理式 $b$ が満たされている状態である」

ことを示している．そしてこれは単に直感的な話で

はない．実際もし一般に regular programrに対し，

論理式 $\langle p\rangle$true $rightarrow b$ が $K(r)$ において妥当である時，

各 Kripke frame $(Q, \delta, \tau)$ で $r$ が定めるグラフ上のパ

スが $p$ を含めば，その直前の状態は論理式 $b$ を満た

すことが分かる．

例 21. $\Pi_{0}=\{s, t, u\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とし，以下の if

文:

beginifb
thenelse $t;8j$

$fi$

end

に対応する regular program $r=bs+\overline{b}t$ を考える

と:

$K(r)\models\langle u\rangle$false

となる．これは「r の実行中に命令 $u$が呼び出される

ことはない」事実を捉えている．実際，任意の Kripke

frame $(Q, \delta, \tau)$ で $r$ が定めるグラフ上のパスは， $u$ で

ラベル付けられた有向辺 $xarrow uy$ を含むことはない

(現れるラベルは $s$ か $t$ のみ).

このように regular program $P$ から構成される

$\langle K(p)$ , $B(p)\rangle$ の構造は，「それがどんな論理式を満

たすか $K(p)\models\phi$」 により，元の $p$ の挙動についての

情報を与えてくれる．そして各 $\phi$ の $B(p)$ における値

$\rho_{p}(\phi)\in B(p)$ は， $\phi$ の構造に関して帰納的に定義さ

れているため計算可能である．そのため， $K(p)\models\emptyset$

か否かは，全ての $p$及び $\phi$ について決定可能である．

4.3 決定問題への応用

与えられた regular program $P$ および論理式 $\phi\in\Phi$

について， $\phi$ が $K(p)$ で妥当であるか否かは決定可能

である．従ってもし $P$ に関して興味のある性質 Xが

何らかの論理式 $\phi$ によって特徴づけられた場合 (i.e.

$p$ が Xを満たす $\Leftrightarrow K(p)\models\phi$), その性質 Xが決定

可能であることが従う．本稿の最後として，ここで

は，そのような応用が実際に可能であることについ

て紹介する．

ここで考察する問題は特に，「与えられた regular

program $p$ が，何らかの while プログラムから構成

される regular program と等価であるか」の決定可

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{b}^{b}$性である．そして 「何らかの while プログラムか

ら構成される regular program と等価である」 とい

う性質 Xが，上述の意味で，ある論理式 $\phi$ によって

特徴づけられることを見ることで，Xの決定可能性

を示す．

これまでも何度か例で出て来ているように，if 文

と while文からなるプログラムから regular program

を一定の手順で構成できた．例えば例 19では :

beginwhile
$b$ do

$od^{p;}$

end

というプログラムを考えたが，これは regular pro

gram (bp) $*$ b に変換される．しかし一般に全ての reg-

ular program がこのような形で現れる訳ではない．

実際，例えば $\Pi$

0 $=\{p, q\},$ $\Phi_{0}=\{b, c\}$ とした時 :

$p+q p^{*}$

などは，どんな whileプログラムからも構成できな
いばかりか，そのような regular programと等価に

すらならない 2.

そのため「与えられた regular programが，何ら

かの while プログラムから構成される regular $pro-$

gram と等価に成りうるか」の決定可能性は非自明

な問題となる．さらに言うと，ただ決定問題として

非自明なだけではない．実際，静的検証の複雑性に

関して，while プログラムから構成される regular

program (以下 well-structured regular program) に

は長所があることが知られている : well-structured

regular program についての Halpern と Reif [4] の研

究によると，一般の regular programを含む様相論

理式の妥当性の決定には EXPTIME完全な計算量が

必要である一方，well-structured な regular program

2while プログラムから構成される regular program は常に

決定的 (deterministic) な遷移を定めるのに対して，$p+q$ や $p^{*}$

は非決定的 (nondeterministic) な遷移を定めることから直ちに
分かる．
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のみを含む様相論理式の妥当性の決定は PSPACE完

全な計算量でよい．

このことは「もし一見して well-structured でない

regulr program $P$ が，実は well-structured なもの

と等価であるならば，それと取り替える方が検証の為

にも有利である」ことを意味している．本稿の手法は

実は，そのような well-structured regular program

の存在が決定可能であることを示すのに応用できる．

実際この小節の冒頭でも言及したように，「与えられた

regular program $P$ に対して，等価な well-structured

regular program が存在するか否か」 という性質 X

を，論理式で特徴付けることができる．その論理式

は見た目は分かりづらいが，簡単に表現すると $「_{}p$

が決定的な挙動をする」 ことを特徴づける論理式に

なっており，その論理式を $K(p)$ が満たす時， $P$ には

実は well-structured な regular program で等価なも

のが存在することが分かる :

定理 4. $P$ を $\Pi_{0},$ $\Phi_{0}$ 上の regular program とする．こ

の時，$P$ と等価な well-structured regular programが

存在するための必要十分条件は，以下が成り立つこ

とである :

$K(p)$ $\models$

$\bigcap_{r\in\Pi_{0}}[pr]$
false $\cap$

$\cap$ $([\tau(p)r]$false $\cup[\tau(p)s]$ false)
$r\neq s\in\Pi_{0}$

ここで $\tau$ は，(ある計算可能な仕方で)regular $pr(\succ$

gram を変換する変換である．

この特徴付けから結果的に，等価な well-structured

regular program が存在するか否かは，決定可能で

あることが従う．

系 1. 与えられた regular program $P$ に対して，そ

れと等価な well-structured regular program が存在

するか否かは，決定可能である．

注意 5. より踏み込んで言うと，もし $P$ に対して，等

価な well-structured regular program $q$ が存在する

とき，それを $p$ から自動生成するアルゴリズムを与

えることも出来る．しかし本稿ではそれは扱わない．

5 おわりに

本稿の主題の一つである正規言語の Variety Theory

は，1965年の Sch\"utzenberger の研究 [14] に起源を

持ち，形式言語理論においても最も長い歴史のある

深淵な理論の一つと言って良い．近年では，[18] で

も概説したように，可換代数やガロア圏の理論との

接点も明らかになりつつあり，正規言語の Variety

Theory の理論的な基礎については，既に十分に理解

されていると言える．その現代的な視点から見ると，

正規言語の Vareity Theory の根幹にある原理は，「正

規言語と有限 monoid (或は有限 semiring), および

有限オートマトンの間の双対性」であると簡潔に表

現することが出来る．

この双対性は単なる理論的お飾りではない．実際，

その双対性を通して正規言語を眺めることで，正規

言語に関する多くの有益な情報が得られるからだ．

本稿では特にこの点 (応用可能性) を強調するため，

正規言語の Variety Theory の方法をより計算論的

数理論理学的な決定問題へ応用することに専念して，

その結果を紹介した．しかし直感的な解説に紙数を

費やしているため，個々の命題に証明を与えること

が出来なかった．そのため詳しい証明やより正確な

定義については，所々で引用した原論文をあたる必

要がある．

PDLや関連する話題については，Kozenらによる

教科書 [5] が詳しい．等式論理KAT に関しては，[8, 9]

が原典であり，正規言語の Variety Theoryの手法の

応用については，[16, 17] で詳しい証明をみることが

出来る．しかし定理 4などの証明は [16, 17] に含まれ

ていない為，近く別の所で与える．Variety Theory

自体の文献や近年の研究については，[18] にも概説

してあるが，上で挙げた例だけで言えば [1, 14, 15]

が，Variety Theory の最初期を象徴する古典的結果

である．またオンラインで入手できる文献としては，

[11] が正規言語理論の基礎的な話題を，教科書的に

網羅している．

本稿はこれら異なる領域の研究に，一つの文脈を

作ることを意図して書かれている．本稿が，理論と

実践の間の研究交流へ寄与することを願っている．
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