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1 はじめに

$q$ 元体上の有限次元ベクトル空間 $V$ を考える．Grassmann グラフとは，$V$ の中の $D$ 次元部分空間全体を頂

点集合とし，二つの部分空間の交わりが超平面をなすときに隣接関係を定めたものである．Grassmannグラフ

は「距離正則」 とよばれる強い正則性を持つグラフであり，代数的組合せ論における重要な研究対象である．

一般的に，グラフを代数的に捉える上で重要なものとして，隣接行列から定まる Bose-Mesner 代数が挙げら

れるが，Bose-Mesner 代数は可換であるため非常に扱い易い一方で，グラフの大局を見ているにすぎないとい

う欠点がある．そこで最近では，局所的な情報を含めて (非可換に) 拡張された Terwilliger 代数を考察するこ

とが有意であると考えられている．

今回，Dunkl [2] の結果を用いて部分的にしか知られていなかった Grassmann グラフの Terwilliger代数の

構造を完全に決定した．本稿はその証明の概要を紹介することを目的とする．原稿の枚数に制限があるため，一

部計算や証明を省略して結果のみの記述となっている．なお，筆者の指導教官である田中太初准教授 (東北大

学 $)$ との共同研究に基づいている．

2Terwilliger 代数の定義

ベクトル空間 $V$ を $a$ 次元空間 $V_{a}$ と $b$ 次元空間 $V_{b}$ の直和として捉える．Grassmann グラフの頂点集合 X

の部分集合として，%を含む頂点全体からなる集合 $Y$ を考える．

$Y=\{\zeta\in X|V_{a}\subset\zeta\}.$

この部分集合 $Y$ は「descendent」とよばれ，距離正則グラフにおける重要な部分集合となっている．(Brouwer-

$Godsil-Koolen-$Martin [ $1]$ や田中 [5] を参照) 頂点集合 Xを部分集合 $Y$ からの距離で分割する．ここで距離

とは 2点間の道の長さのことであり，$Y$ から距離 $i$ の頂点の集合を $Y_{i}$ で表す．このとき，$Y_{0}=Y$ であり，$Y_{i}$ は

次で特徴付けられる．

$Y_{i}=\{\zeta\in X|\dim(\zeta\cap V_{a})=a-i\} (0\leq i\leq a)$ .

Xで添字付けられる複素数体上の全行列環を $Mat_{X}(C)$ と表す．隣接行列 $A\in Mat_{X}(\mathbb{C})$ とは，頂点 $\zeta,$
$\eta$ が

隣接しているときに $(\zeta,\eta)$ 成分に 1を割り当てて，それ以外に $0$ を割り当てる実対称行列である．隣接行列 $A$

で生成される Matx (C) の部分代数を Bose-Mesner 代数”1とよぶ．

双対幕等元 $E_{i}^{*}(0\leq i\leq a)$ とは，頂点 $\xi$ が $Y_{i}$ に属しているときに $(\xi,\zeta)$ 成分に 1を割り当てて，それ以外に
$0$ を割り当てる実対角行列である．隣接行列と双対幕等元の両方で生成される部分代数 $\mathcal{T}$ を Terwilliger 代数

1距離正則グラフの場合の定義であることに注意．
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とよぶ．

$\mathcal{T}=\mathfrak{C}[A,E_{0}^{*}, E_{1}^{*}, \cdots, E_{a}^{*}]\subset Mat_{X}(\mathfrak{C})$ .

Terwilliger [6] によって提唱された最初の Terwilliger 代数は，部分集合からの距離ではなく，ある固定され

た 1頂点 (基点) からの距離による分割に基づいて定義されている．その後，鈴木 [4] によって部分集合に対す

る分割へと定義が一般化されていて，前述の通り，ここでは鈴木 [4] による定義を採用している．なお，部分集合
$Y$ が 1頂点からなるとき (つまり $a=D$ のとき) は，最初の Terwilliger 代数の定義と一致している．

3 Terwilliger代数の既約表現

今回，Terwilliger 代数 $\mathcal{T}$ の全ての既約表現を記述した．以降では，その証明の概略を「構成法」 と「既約性」

2部に分けて紹介する．構成に関しては，ある群から定まる $\mathcal{T}$ の代数構造を含む代数を考えて，そこでの表現を
$\mathcal{T}$ に制限するという形で得る．また既約性については，得られた表現の特性を調べることで証明している．

3.1 構成法

$V$ 上の一般線形群 GL(V) の中で $V_{a}$ を固定するもの全体のなす群を $G$ とする．X上の複素値関数全体を

$L(X)$ で表し，$L(X)$ から $L(X)$ への $G$ の作用と可換な線形写像全体の集合を $Hom_{G}(L(X), L(X))$ で表す．

命題 1. $\mathcal{T}$ は $Homc(L(X), L(X))$ の部分代数である．

Proof. 隣接行列 $A$ と双対幕等元 $E_{i}^{*}$ が $Hom_{G}(L(X), L(X))$ に含まれていることを示せば十分である．まず，

Grassmann グラフの隣接関係は正則線形変換によって不変なため，隣接行列 $A$ は $G$ の作用と可換である．次

に，各 $Y_{i}$ が $G$-軌道となっていることから，双対幕等元 $E_{i}^{*}$ も全て $G$ の作用と可換であることが従う．□

Dunkl [2] は $V$ の部分空間全体への群 $G$ の作用を考察している．その結果を用いて，$Hom_{G}(L(X),L(X))$ の

表現を構成する．$\rho:Garrow GL(L(X))$ を $G$ の置換表現とし，$\rho_{i}:Garrow GL(L(Y_{i}))(0\leq i\leq a)$ をその部分表現

とする．ここでは詳しく記述できないが，Dunkl[2] は各 $\rho_{i}$ の既約分解を与えている．

定理 2(Dunkl [2]). $G$ のある既約表現 $\lambda_{m,n,r}$ が存在して，$\rho_{i}=\oplus_{m,n,r}\lambda_{m,n,r}(0\leq i\leq a)$ とできる．ここで，添

字 $m,$ $n,r$ の範囲は $i$ に依存する．

$d(m,n,r)+1$ で $\lambda_{m,n,r}$ を含む $\rho_{i}$ の個数を表すことにすると，上記定理と表現論で有名な Schur の補題より

$Hom_{G}(L(X), L(X))$ のブロック対角化を得る．

$H\circ m_{G}(L(X), L(X))\simeq\bigoplus_{m,n,r}Mat_{d(m,n,r)+1}(\mathfrak{C})$
.

なお本研究では上記の同型を具体的に決定した．その際に，Dunkl[2] の求めた球函数を使っている．

3.2 既約性

以降では，パラメータ $m,$ $n,$ $r$ を固定して $d=d(m, n, r)$ とする．あるひとつの表現 $\varphi$ : $Hom_{G}(L(X), L(X))arrow$

$Mat_{d+1}(C)$ に着目して，$\varphi$ が $\mathcal{T}$ の表現として既約であることを示す．

各 $i(0\leq i\leq a)$ に対して双対幕等元酵の定め方から，$\varphi(E_{i}^{*})$ もまた対角行列 (もしくは零行列) である．あ

る $v=v(m, n,r)$ が存在して，次のように表せる．

$\varphi(E_{i}^{*})=\{\begin{array}{ll}i\fbox{Error::0x0000}v diag (O, \ldots, 0,1,0, \ldots, 0) v\leq i\leq v+d のとき，0 それ以外．\end{array}$
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隣接行列 $A$ に対しては，具体的に計算した結果，三重対角行列になることを確認した．ここでは結果のみを記

述する．

$\varphi(A)=(\begin{array}{llllll}a_{0} b_{0} c_{d-1} a_{d-1} 0b_{d-1}c_{1}0 a_{1} b_{1} c_{d} a_{d}\end{array})$

ここで，

$b_{i}= \frac{q^{a+b-m-n-r+1}}{(q-1)^{2}}(1-q^{\dot{\iota}-D+m+n+r})(1-q^{i-b+2n+r})$ ,

$c_{i}= \frac{q^{a+b-m-n-r+1}}{(q-1)^{2}}(1-q^{i})(q^{-a-b+2m+2n+2r-1}-q^{i+D-b-m+n-1})$ ,

$a_{j}=\theta-b_{i}-c_{i}.$

ただし，行和の値は $\theta=\frac{1}{(q-1)^{2}}(q-1-q^{D+1}-q^{-D+a+b+1}+q^{a+b-m-n-r+1}+q^{m+n+r})$ である．

命題 3. $\varphi(A)$ は既約三重対角行列である．言い換えれば，全ての添字 $i$ に対して $b_{j}\neq 0,$ $c_{i}\neq 0$ を満たす．

以上の事実から既約性を示すことができる．

命題 4. $\varphi$ は $\mathcal{T}$ の表現として既約である．

Proof. $e_{0},$ $e_{1}$ , . . ., $e_{d}$ を $\mathbb{C}^{d+1}$ の標準基底とする．零でないベクトル $v\in \mathbb{C}^{d+1}$ を任意に取り，標準基底を用いて

$v=\alpha_{0}e_{0}+\alpha_{1}e_{1}+\cdots+\alpha_{d}e_{d}$ と表す．$v$ は零ベクトルではないため，零でない元 $\alpha j$ が存在する．$\varphi(E_{j+v}^{*})$ は第

$j$ 成分にのみ 1をもつ対角行列なので，$\varphi(E_{j+v}^{*})v=\alpha e$ . このことから，$ej$ は $\varphi(\mathcal{T})v$ に含まれる．$\varphi(A)$ は三

重対角行列なので，$\varphi(A)ej=be+ae+Cj+lej+1\in\varphi(\mathcal{T})v$ . さらに，命題 3より，$ej\pm 1$ も $\varphi(\mathcal{T})v$ に含

まれる．これを繰り返すことで，$e_{0},e_{1}$ , $\cdots$ , $e_{d}\in\varphi(\mathcal{T})v$ となる． $\square$

行列 $*$ -代数の一般論から，全ての $\mathcal{T}$ の既約表現は $G$ の部分置換表現として得られることが知られている．

(例えば，Gijswijt[3] を参照) したがって，これで全ての $\mathcal{T}$ の既約表現が得られたことになる．

最後に Leonard pair との関連について触れて終わりたい．ベクトル空間 $V$ に対して，線形変換の対

$(B : Varrow V, B^{*} : Varrow V)$ が次の条件を満たすとき Leonard pair とよばれる．

(i) ある $V$ の基底に対して，$B$ の行列表現が既約三重対角かつ $B^{*}$ の行列表現が対角となる．

(ii) ある $V$ の基底に対して，$B$ の行列表現が対角かつ $B^{*}$ の行列表現が既約三重対角となる．

今回の場合は，$A^{*}$ を適切にとることで，$(\varphi(A), \varphi(A^{*}))$ が Leonard pair となっている．$*2$ さらに，Leonard pair

は同型を除いて完全に分類されているが，今回の場合は TypeIとなっていることを確認した．(Terwilliger [6]
を参照) $a=D$ の場合は，Terwilliger [7] に結果だけ載っていたが，今回得られたものはそれと矛盾しないも

のである．

$2A^{*}$ は双対隣接行列とよばれる．
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