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1. はじめに

$G$ を群，$p$ を素数，$H^{k}(G,\mathbb{F}_{p})$ を $G$ の $k$次 $mod p$ コホモロジー群とする．

ここで $\mathbb{F}$

p は $p$個の元からなる体をあらわす．

$H^{k}(G,\mathbb{F}_{p})=0(0<k<d)$

をみたす $0<k<d$ を ($p$ における) vanishing range とよぶ．vanishing
range に関わる結果で最も知られているのは Quillen [19] による

(1.1) $H^{k}(GL(n,\mathbb{F}_{p^{r}}),\mathbb{F}_{p})=0(0<k<r(p-1))$

であろう．より一般に Bendel-Nakano-Pillen [5, 6] は Lie型の有限群に対

する vanishing range を考察している．一方 $\mathfrak{S}_{n}$ を $n$次の対称群とすると

(1.2) $H^{k}(\mathfrak{S}_{n},\mathbb{F}_{p})=0(0<k<2p-3)$

を Nakaoka [17, 18] による対称群のホモロジー安定性と無限対称群 $\mathfrak{S}_{\infty}$

の $mod p$ ホモロジーの決定から導くことができる．$n$次の交代群 $A_{n}$ に

対しては

(1.3) $H^{k}(A_{n},\mathbb{F}_{p})=0(0<k<p-2)$

が Burichenko [91, Kleshchev-Nakano [14] により独立に証明されている．

(1.1), (1.2), (1.3) はいずれも任意の $n$ に対して成り立つことに注意され

たい．

本稿の対象は Coxeter群の交代部分群である．対称群は Coxeter群の重
要な例であり，対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の交代部分群は交代群 $A_{n}$ に他ならない．筆者
は Coxeter群が p-free であるという仮定の元で，(1.2) が一般の Coxeter
群に対しても成立することを示した [3]. さらに $P$-free な有限 Coxeter群

の交代部分群に対して (1.3) が成立することも示した (交代群に関する
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結果の一部は筆者の学生の劉曄 (Ye Liu), 岡田妃乃子との共同研究に基

づく). 前者については [4] にも書いたので本稿では後者について簡単に

紹介したい．

2. COXETER群と交代部分群

まず Coxeter群の定義から始めよう．$S$ を有限集合，$m:S\cross Sarrow N\cup\{\infty\}$

を以下の条件をみたす写像とする (ただし $N$ は 1以上の自然数の集合を

あらわす):

(1) 任意の $s\in S$ に対し $m(s,s)=1$

(2) 任意の相異なる $s,t\in S$ に対し $2\leq m(s,t)=m(t,s)\leq\infty.$

生成集合 $S$ と基本関係式 $(st)^{m(s,t)}=1(m(s,t)<\infty)$ により定義される群

(2.1) $W:=\langle s\in S|(st)^{m(s,t)}=1(m(s,t)<\infty)\rangle$

を Coxeter群，対 $(W, S)$ を Coxeter系とよぶ．以下 $W$ に対しその表示 (2. 1)

を固定する (群 $W$ に対し $W$ の Coxeter群としての表示は一意的に定ま

るとは限らない).

各 $s\in S$ は $W$ の位数 2の元であり，積 $st(m(s,t)<\infty)$ の位数はちょうど

$m(s,t)$ である．$S$ の元の数を $W$ の階数とよび rank $W$ と書く 部分集合

$T\subseteq S$ に対し，$T$ で生成される $W$ の部分群 $W_{T}$ を $W$ の放物的部分群とよ

ぶ．とくに $W_{S}=W,$ $W_{\{s\}}\cong \mathbb{Z}/2(s\in S)$ , $W_{\emptyset}=\{1\}$ である．$(W_{T}, T)$ は (写

像 $m$ の制限 $m|_{T\cross T}$ に関して) Coxeter系となる．

例 1. 階数 1の Coxeter群は位数 2の巡回群である．階数 2の Coxeter群

は，生成集合を $S=\{s,t\}$ としたとき，$m(s,t)<\infty$ なら位数 $2m(s,t)$ の二

面体群

$D_{2m(s,t)}=\langle s, t|s^{2}=t^{2}=(st)^{m(s,t)}=1\rangle,$

$m(s,t)=\infty$ なら無限二面体群 (2つの $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ の自由積)

$D_{\infty}=\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}*\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}=\langle s, t|s^{2}=t^{2}=1\rangle$

である．

例 2. 対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ は階数 $n-1$ の Coxeter群である．実際，各 $1\leq i\leq n-1$

に対し si $=$ (i, i $+$ l)(互換) とし，$S=\{s,s, s_{n-1}\}$ とすれば，$(\mathfrak{S}_{n},S)$
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は Coxeter系となる．基本関係式を与える写像 $m:S\cross Sarrow N$ は

$m(s_{i},s_{j})=\{\begin{array}{ll}1 i=j3 |i-j|=12 |i-j|>1\end{array}$

である．

$D_{2m}$ は $\mathbb{R}^{2}$ 上の有限鏡映群として実現でき，また $\mathfrak{S}_{n+1}$ は $\mathbb{R}$n 上の有限鏡

映群として実現できるが，一般に有限 Coxeter群は $\mathbb{R}^{n}(n=$ rankW) 上の

有限鏡映群として実現できる．逆に $\mathbb{R}^{n}$ 上の有限鏡映群は Coxeter群と

しての表示をもつ．有限 Coxeter群は完全に分類されている．Coxeter群

の一般論については [1,7, 10, 13], 有限鏡映群については [11] を参照さ

れたい．

$(W,S)$ を Coxeter系とする．準同型 sign: $Warrow\{\pm 1\}$ を $s\mapsto-1(s\in S)$ に

より定義する．$W$ が対称群のとき sign は置換の符号に他ならない．sign
の核 kersign を $W$ の交代部分群 (altemating subgroup) とよび $A(W)$ とか

$\langle$ (rotation subgroup とよばれることもある). 対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の交代部分群

は交代群 $A_{n}$ である．交代部分群の表示も知られている (Bourbaki [7] に

演習問題として載っている).

3. 交代部分群のコホモロジー

対称群のコホモロジーについては多くの研究があるが，交代群のコホモ

ロジーについての論文はあまり多くない．\S 1であげた Burichenko [9],

Kleshchev-Nakano [14] の他に筆者が知っているのは Br\"ocker [8], Mann
[15], Adem-Maginnis-Milgram [2], Henn-Mui [12] ぐらいである (最後の

論文は分類空間の stable splittingが主題だが).

Coxeter群の交代部分群のコホモロジーについて知られている結果はさ
らに少ない．$W$ を有限 Coxeter群，$A(W)$ をその交代部分群とすると

$H^{1}(A(W),\mathbb{Z})\cong Hom(A(W),\mathbb{Z})=0$

$H^{2}(A(W),\mathbb{Z})\cong Hom(A(W),\mathbb{C}^{\cross})$

が成り立つ．後者は $A(W)$ の表示により計算可能である．さらにMaxwell

[16] により $A(W)$ の Schur multiplier $H^{2}(A(W),\mathbb{C}^{\cross})\cong H^{3}(A(W),\mathbb{Z})$ が決

定されている．よって 3次以下の整数係数コホモロジーはわかつている

が，高次のコホモロジーについての結果は (私が知る限り)ない．
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\S 1で述べたように，任意の $n$ に対し交代群 $A_{n}$ の $mod p$ コホモロジーが

(3.1) $H^{k}(A_{n},\mathbb{F}_{p})=0(0<k<p-2)$

をみたすことは知られていた．(3.1) は有限 Coxeter群の交代部分群に対

しては常に成立するわけではない．例えば位数 $2p$ の二面体群の交代部
分群は位数 $p$ の巡回群 $\mathbb{Z}$/p$\mathbb{Z}$ である．$p$ を奇素数とすると $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ のコホ

モロジー環はよく知られているように

$H^{*}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z},\mathbb{F}_{p})\cong \mathbb{F}_{p}(u)\otimes\Lambda(v)(\deg u=2,\deg v=1)$

であり，とくに $H^{k}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z},\mathbb{F}_{p})\neq 0(k>0)$ である．

4. 主結果

$W$ を Coxeter群，$p$ を奇素数とする．$W$ の表示を定める写像 $m:S\cross Sarrow$

NU $\{\infty\}$ の値 $m(s,t)$ が常に $P$ と素であるとき，$W$ を $P$-freeと呼ぶことに

しよう (ただし $\infty$ は $P$ と素であるとする). $m(s,t)$ が $P$ と素であることと

積 $st$ の位数が $p$ と素であるは同値である．位数 $2m$ の二面体群

$D_{2m}=\langle s,t|s^{2}=t^{2}=(st)^{m}=1\rangle$

が p-free である必要十分条件は $m$ が $P$ と素であることである．また対

称群 $\mathfrak{S}_{n}$ は任意の $p\geq 5$ に対し $p$-freeである．

定理 3. $p$ を奇素数 $W$ を $P$-freeな有限 Coxeter群，$A(W)$ を $W$ の交代部

分群とすると $H^{k}(A(W),\mathbb{F}_{p})=0(0<k<p-2)$ が成り立つ．

定理 3は交代群 $A_{n}$ の vanishing range (1.3) の一般化であり，その証明
は Burichenko [9], Kleshchev-Nakano [14] による結果 (3.1) の別証明にも

なっている．定理 3は無限位数の Coxeter群の場合には成り立たない (場

合がある) ことを注意しておこう．整数 $m_{1},m_{2},m_{3}\geq 2$ に対し

$W=\langle sss|s_{1}^{2}=s_{2}^{2}=s_{3}^{2}=(s_{1}s_{2})^{m_{1}}=(ss)^{m_{2}}=(s_{3}s_{1})^{m_{3}}=1\rangle$

を完全三角群とよぶ．$W$ は階数 3の Coxeter群である．その交代部分群
$A(W)$ は三角群とよばれ

$A(W)=\langle r_{1},r_{2}|r_{1}^{m_{1}}=r_{2^{2}}^{m}=(r_{1}r_{2})^{m_{3}}=1\rangle$

という表示をもつ $(r_{1}=sls_{2}, r_{2}=s_{2^{S}3} である )$ . $W$ の (よって $A(W)$ の)

位数が有限であるための必要十分条件は

$\frac{1}{m_{1}}+\frac{1}{m2}\cdot+\frac{1}{m_{3}}\geq 1$
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であることが知れれている．$A(W)$ が無限位数なら $H_{2}(A(W),\mathbb{Q})\cong \mathbb{Q}$ で

あることが証明でき，よって普遍係数定理より，任意の素数 $p$ に対し

$H^{2}(A(W),\mathbb{F}_{p})\neq 0$ であることがわかる．Coxeter群の場合は無限位数の

場合も含めて次の結果が成り立つ．

定理 4 ([3]). $p$ を奇素数，$W$ を $p$-freeな Coxeter群とすると $H^{k}(W,\mathbb{F}_{p})=0$

$(0<k<2p-3)$ が成り立つ．
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